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Niqt ohne Zagen ſchicke ich hier den erſten Theil meiner elementaren 
Bearbeitung der Ingenieur⸗ und Maſchinenmechanik in die Welt. Ob⸗ 
wohl ich mir ſagen kann, daß ich bei dieſer Schrift mit aller moͤglichen 
Sorgfalt und Bedachtſamkeit zu Werke gegangen bin, ſo befuͤrchte ich 
dennoch, den Wuͤnſchen Aller in ihr nicht entſprechen zu koͤnnen. Die 
Anſichten, Wuͤnſche und Anſpruͤche ſind nun einmal ſo ſehr verſchieden, 
daß es nicht moͤglich iſt, alle zu befriedigen. Mancher wird das eine Ka⸗ 
pitel zu ausfuͤhrlich, Mancher wird es zu kurz finden; Einige werden in 
der Behandlung gewiſſer Materien eine hoͤhere Wiſſenſchaftlichkeit vermiſ⸗ 
ſen, waͤhrend Andere vielleicht gerade hierin eine groͤßere Popularitaͤt ge⸗ 
wuͤnſcht haͤtten. Indeß vieljaͤhrige Studien, vielfacher Unterricht und man⸗ 
nichfaltige Beobachtungen und Erfahrungen haben mich nun einmal auf 
die Methode gefuͤhrt, nach welcher das vorliegende Werk bearbeitet iſt, und 
welche ich fuͤr den beabſichtigten Zweck als die angemeſſenſte halte. 

Mein Hauptbeſtreben bei Bearbeitung dieſes Werkes war darauf ge⸗ 
richtet, die größte Einfachheit bei der Entwickelung und Beweiſsfuͤh⸗ 
rung zu erzielen und alle in ber Anwendung auf bie Praris wichtigen 
Säge nur mit Huͤlfe der niebern Mathematik abzuhandein. Wenn man: 
beruͤckſichtigt, welche mannichfache Kenntniffe ein Techniker ſich anzueignen 
bat, um in feinem Fache etwas Tüchtiges zu leiften, fo muß e6 uns, als 
Lehrer und Schriftfteller für Techniker, eins Pflicht fein, das gründliche 
Studium der Wiffenfhaft durch Vereinfachung im Vertrage, durch Be⸗ 
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feitigung alles Weberflüffigen und durch die Anwendung der befannteften 
und zugänglichften Huͤlfslehren zu erleichtern. Ich habe deshalb auch in 
dem vorliegenden Werke die Anwendung ber Differenzial» und Integrals 
rechnung gänzlich vermieden. Wenn auch jegt die Gelegenheit zur Erler: 
nung diefer Rechnung nicht fo felten mehr ift, fo ift es doch eine unbe: 
ftreitbare Thatfache, daß ohne immerwährende Uebung die nöthige Fertigkeit 
in Handhabung berfelben fehr bald verloren geht, und es deshalb manchen 
übrigens fehr tächtigen Praktiker giebt, welcher ˖ mit der früher erlernten 
Differenzial- und Integralrehnung nicht mehr umzugehen verfteht. Da 
ich mit mandjen Schriftftelleen, welche in populären Schriften die ſchwie⸗ 
tigeren Säge ohne Beweiſe mittheilen, nicht einerlei Meinung bin, fo 
habe ich es vorgezogen, praßtifch wichtige Säge ftets auf elementarem, 
wenn auch zuweilen etwas weitläufigem Wege, abzuleiten oder zu beweifen. 
Man wird daher in diefem Werke nur felten eine Formel ohne ihre Bes 
gruͤndung bingeftellt finden. Einige ganz allgemeine Kenntniffe gewiſſer 
Lehren aus der Naturfehre, zumal aber eine gründliche Kenntniß der reinen 
Eiementarmathematif, müffen wir allerdings bei dem Studium biefer Schrift 
vorausfegen. Vorzüglich bin ich bemüht geweſen, bei Bearbeitung dieſes 
Werkes, die rechte Mitte zwifchen Generalificen und Specialifiven zu halten. 
Obwohl ich die Vorzüge des Generaliſirens nicht verfenne, fo bin ich doch 
dee Meinung, daß man in diefem Werke, wie bei jedem elementaren Vor⸗ 
trage, das allzugroße Generalificen zu vermeiden habe. Das Einfache 
fommt ja in ber Praris häufiger vor, als das Zufammengefeste. Auch 
ift nicht zu leugnen, daß in der Betrachtung des allgemeinen Falles oft 
die tiefere Kenntniß des fpecielleren Falles verloren geht, und daß es nicht 
felten leichter ift, aus dem Einfachen das Zufammengefegtere abzuleiten, 
als aus dem Allgemeineren das Einzelne herauszuziehen. 

Man erwarte in ber Ingenieur: und Maſchinenmechanik keine Mas 
fhinenbaulehre oder Mafchinenbaukunft , fondern nur die Einleitung ober 
Vorbereitungswifienfhaft zu dieſer. Die Mechanik ſoll fich infofern zur 
Maſchinenbaukunſt verhalten, wie die barftellende Geometrie zum Maſchi⸗ 
nenzeichnen. Mac Erlangung der Kenntniffe der Mechanik und der bare 
fiellenden -Seometrie ſcheint es am zwecmaͤßigſten zu fein, den Unterricht 
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über Maſchinenbaukunſt und den über Mafchinenzeichnen in einem Curſe 
zu vereinigen. 

Vielleicht wird noch in Zweifel gezogen, daß es zweckmaͤßig fei, die In⸗ 
genieurs und Maſchinenmechanik in zwei Xheile, in einen theoretifchen 
und in einen angewandten, zu theilen. Wenn man berüdfichtigt, daß 
diefes Werk Unterricht Aber alle mechanifche Verhältmiffe der Bau⸗ und 
Mafchineniehre ertheilen fol, fo ſtellt fih die Nüglichkeit, oder vielmehr 
die Nothwendigkeit diefer Eintheilung von felbft heraus. Um ein Bau- 
wert und zumal um eine Mafchine vollftändig beurtheilen zu können, find 
. oft die verfchiedenften Lehren der Mechanik, 3. B. die der Reibung, die 
der Seftigkeit, die der Zrägheit, des Stoßes, bed Ausfluffes u. ſ. w. in An⸗ 
fpruch zu nehmen, es ift alfo das Material zum mechaniſchen Studium 
eined Bau: ober Mafchinenmwerkes faft aus allen Xheilen der Mechanik 
zufammenzulefen. Da es nun aber für den praktifchen Gebrauch viel 
zweckmaͤßiger ift, die mechanifchen Kehren über jede Mafchine im Zuſam⸗ 
menhange ftudiren zu koͤnnen, als fie aus faft allen Theilen der Mechanik 
zufammentragen zu muͤſſen, fo möchte die Nüglichkeit der gemachten 
Theilung außer allem Zweifel fein. 

Immer die Anwendung im Praktiſchen vor Augen habend, bin ich beim 
Auffegen dieſes Werkes ſtets bemüht gemwefen, bie vorgetragenen Lehren 
durch paffende Veifpiele aus dem Leben foviel wie möglich zu erläutern. 
Mit Recht kann ic) aber auch behaupten, daß fich dieſes Merk durch die 
große Anzahl und paffende Auswahl ducchgerechneter Beiſpiele vor vielen 
ähnlichen Werken auszeichnet. Naͤchſtdem hoffe ich auch, daß die große 
Anzahf der forgfältig ausgeführten Figuren dem beabfichtigten Zwecke diefer 
Schrift fehr förderlich fein werde. Endlich muß ich es der Verlagehandlung 
noch beſonders Dank wiſſen, daß fie dem Werke in aller Hinficht die vor- 
züglichfte Ausflattung hat zu Theil werben laſſen. Auf die Richtigkeit 
der Rechnungen iſt eine befondere Sorgfalt verwendet mworben; in der 
Regel ift jedes Beifpiel, und zwar nicht von einer und berfelben Perfon, 
dreimal burchgerechnet worden. Es möchte daher nicht fo leicht fein, we⸗ 
fentliche ober anfehnliche Fehler in benfelben aufzufinden. In den Beifpielen 
ſowie in den Formeln habe ich immer das preußifche Maag und Gewicht 
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zu Grunde gelegt, in der Erwartung, daß die größere Zahl der Lefer mit 
diefem zu rechnen gewohnt fein werde. Aber auch in Hinſicht auf die 
Correetheit des bier fo ſchwierigen Drudes möchte wenig zu wuͤnſchen 
übrig bleiben. Die bis jegt gefundenen Schreib= und Drudfehler find 
dem Buche beigefügt. Ich glaube nicht, daß noch eine größere Ergänzung 
zu dieſem Verzeichniſſe nöthig fein werde. Eine nähere Prüfung der 
Beichnungen Wird die Ueberzeugung herbeiführen, daß auch bei Ausführung 
diefer mit Sorgfalt zu Werke gegangen if. Größere Zeichnungen , und 
zumal folche, weiche Gegenftände nad) allen brei Raumdimenfionen abbils 
den, find nach der von mir zuerft abgehandelten aronometrifchen Projece 
tionsmethobde (f. polytechn. Mittheilungen, Band I., Tuͤbingen 1845) aus- 
geführt. Diefe Zeichnungsmethobe hat mit ber ifometrifchen Perfpective 
gleiche Vorzüge, zeichnet fi) aber von dieſer noch dadurch aus, daß fie 
nicht nur ſchoͤnere, fondern auch ſolche Bilder liefert, welche die Vorſtel⸗ 
ung bes abgebildeten Gegenftandes leichter er medien, als bie ifometrifche 
Derfpective. In der Regel find die Zeichnungen im Buche fo ausgeführt, 
daß die Breiten» oder Tiefendimenfionen bei gleicher Größe im abgebilbes 
ten Gegenftande nur halb fo groß erfcheinen, als die Rängen» und Hoͤhen⸗ 
dimenfionen. 

Weſentlich zur Gorrectheit diefes Werkes haben die Revifionen bes 
Heren Ernft Röting, Stubirenden an der hiefigen Bergakademie, beis 
getragen, weshalb ich nicht unterlaffen Kann , meinen Dank hier Öffentlich 
auszufprechen. 

Endlich ift es nöthig, dem Leſer noch anzuzeigen, bag er in dem Buche 
viel Neues und manches, dem Verfaſſer Eigenthümliches vorfinden wird. 
Ohne mic auf viele Beine Artikel, die faft in jedem Kapitel vorkommen, 
einzulaffen, will ich den Lefer nur auf folgende umfaffendere Gegenftände 
aufmerffam machen. Eine allgemeine und leicht ausführbare Beſtimmung 
der Schwerpunkte ebener Flaͤchen und ebenflädigen Polyeder wird man 
in den Paragraphen 107, 112 und 113 finden, eine angenäherte For: 
mel für bie Kettenlinie in dem Paragraphen 148; Ergänzungen zur 
Arenreibung in den Paragraphen 167, 168, 169, 172 und 173. Die 
Lehre vom Stoße wird namentlidy durch die Paragraphen 277 und 278 
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eine toefentliche Ergänzung erhalten haben, da man feither den Stoß unvolls 
kommen elaftifcher Koͤrper zu wenig berüdfichtigt und den Kal, wenn ein 
vollkommen elaftifcher Körper mit einem unvollkommen elaftifchen Körper 
zufammenftößt, gar nicht betrachtet hat. Die meiften Ergänzungen und 
zum Theil ganz neue Geſetze wird man allerdings in ber Hydraulik mits 
getheilt finden, da ich dieſen Theil fchon feit einer Reihe von Jahren zu 
einem &egenftande meiner fpeciellen Studien gemacht habe. Die Geſetze 
der vom Verfaſſer zuerft beobachteten unvolllommenen Gontraction ber 
Waſſerſtrahlen, treten bier zum erften Dale in einem Lehrbuche der Mes 
chanik auf. Ebenfo werden die für die Praris fehr wichtigen Hauptrefultate 
der Verfuche des Verfaffers über den Ausfluß des Waſſers durch Schieber, 
Hähne, Klappen und Ventile mitgetheilt. Endlich führt der Verfaſſer 
auch die Hauptergebniffe feiner neueften Verſuche, betreffend den Ausfluß 
des Waſſers durch fehiefe Anfagröhren, gebrochene, krumme und lange 
gerade Röhren u. f. w. hier auf, obgleich das dritte Heft feiner diefe Ver: 
fuche umfaffenden »Unterfuhungen im Gebiete der Mechanik 
und Hydraulik«; dem Drude noch nicht hat übergeben werben können. 
Den Kapiteln über die fließenden Waſſer, über das Waffermeffen und 
über den Mafferftoß find ebenfalls durch den Verfaffer einige Bereicherun: 
gen zu Theil geworden. 

Uebrigens kann ich dem Leer nicht bergen, daß ich jest, nach Beendi⸗ 
gung bes erften Bandes, aud bin und wieder Einiges anders aufgefaßt 
oder behandelt zu haben wünfche,; doch muß ich hinzufügen, daß ſich wer 
fentlihe Mängel mir noch nicht berausgeftellt haben. Wenn hie und da 
noch Manches vermißt wird, fo muß ich auf den zweiten Band vermeifen, 
weicher nicht bloß zufällig, fondern meift abfichtlih Ergänzungen zum erften 
Bande nachbringen wird, wie auch ſchon im erſten Bande an vielen Stellen 
angedeutet wird. Der Drud bes zweiten Bandes wird nun feinen un⸗ 
unterbrochenen Sortgang haben, fo daß fich erwarten laͤßt, daß das ganze 
Bud am Ende diefes Jahres in den Händen der Lefer fein werde. Auch 
wird nun bald das unter dem Namen »der Ingenieur« in der Mechanik 
eitirte Hülfsbuch, welches in einee Sammlung von Formeln, Regeln und 
Zabellen der Arithmetik, Geometrie und Mechanik befteht, erfcheinen. 
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Es follte mir eine große Beruhigung und Freude gewähren, wenn mit 
diefem Werke das erreicht wird; mas ich damit bezielt habe, nämlich 
Praktikern ein nüßlicher Rathgeber in Fällen der Anwendung, Lehrern 
der praßtifchen Mechanik ein brauchbarer Leitfaden beim Unterrichte, und 
Studirenden des Ingenieur⸗ und Mafchinenweiene ein willkommenes 
Hülfsmittel zur Erleenung der Mechanik zu fein. 


Freiberg, den 19. März 1846. 
Julins Weisbach. 
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Die vorliegende zweite Auflage vom erſten Bande der Ingenieur⸗ 
und Maſchinenmechanik iſt in der Methode und Anordnung nicht weſent⸗ 
lich von der erſten Auflage verſchieden. Nur der innere Ausbau dieſes 
Werkes hat mit dieſer zweiten Auflage manche Veränderungen und Ver⸗ 
vollftändigungen erlitten, auch ift die Ausdehnung beffelben nicht unbes- 
beutend größer geworben. Ueberdies hat fich der Verfaſſer bemüht, die 
bemerften Mängel und Unrichtigkeiten fo viel wie möglich in diefer zwei: 
ten Bearbeitung zu befeitigen. Die größere Ausdehnung diefer Auflage 
ift befonders aus drei Zugaben erwachſen. Die erfte derfelben befteht in 
einer gedrängten und möglichft populären Darftelung des fogenannten 
Infiniteſimalcalcuͤls am Kopfe des ganzen Werkes, und ift befonders des⸗ 
halb hinzugefügt worden, um verwidelte und zugekuͤnſtelte Entwideluns 
gen mittel® des niedern Calcuͤls zu vermeiden, und um zugleich dem Leſer 
mehr Setbftftändigkeit in der Mechanik zu verfchaffen und ihn auf einen 
höheren Standpunkt in biefem wichtigen Gebiete zu flelen. Dur Ans 
wendung ber in dieſem Vorcurs enthaltenen Lehren aus der Analyſis ift 
es möglich geworden, auch ſolche praktifh wichtige Gegenflände mit in 
ben Vortrag aufzunehmen, melde fid) entweber gar nicht, oder nur fehr 
unvollſtaͤndig mitteld ber elementaren Algebra und Geometrie behandeln 
laſſen. Um aber Denfenigen, welche ſich mit den vorausgeſchickten Ele⸗ 
menten der Differenzial⸗ und Integralrechnung nicht bekannt gemacht ha⸗ 
ben, keine Stoͤrungen zu bereiten, ſind alle diejenigen Paragraphen, in 
welchen die Anwendung dieſes Calcuͤls vorkommt, durch ein Sternchen (*) 
beſonders ausgezeichnet worden. 
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Die zweite Zugebe beſteht in einem neuen Kapitel in der Hydroſtatik, 
und behandelt die Molecularwirkungen des Waſſers. Da die Kenntnig 
der Molecularkräfte (Gapillarität) bei hydrauliſchen und pneumatifchen 
Beobachtungen und Meflungen von Wichtigkeit ift, fo hat es der Verfaffer 
für zweckmaͤßig gehalten, in einem befonderen Kapitel die Hauptlehren 
über dieſe Kräfte des Waſſers hier einzufchalten. Endlich ift dem ganzen 
Werke noch ein Kapitel über die Schwingungen und Wellenbewegungen 
ale Anhang beigegeben worden. Der Verfaſſer hat ſich dazu bewogen 
gefunden, weil eine nähere Kenntniß der Schwingungen für den Inge: 
nieur von großer Wichtigkeit ifl. Der große Einfluß, welhen die Schwin⸗ 
gungen auf ben Bang und auf die Haltbarkeit und Dauerhaftigkeit der 
Maſchinen und anderer Bauwerke ausüben, ift ein Gegenftand, dem 
man nicht zuviel Aufmerkfamleit ſchenken kann! Ueberdies verbanfen 
wir den Schwingungsbeobachtungen die neueften Beftimmungen ber für 
die Praris fo fehr wichtigen Elaſticitaͤtsmodule. Auch der magnetifchen . 
Kraft habe ich in dem Anhange gedacht, vorzüglich weil diefelbe der Ins 
genieur beim Deientiren in untericdifchen Räumen, und an Orten, weiche 
feine freie Ausficht gewähren, nicht entbehren kann. Die Theorie der 
Wafferwellen, welche den Schluß diefes Bandes ausmacht, gehört ganz 
in die Hydraulik; ihre Aufnahme in diefe Schrift bedarf daher keiner 
weiteren Mechtfertigung. Leider laͤßt fie nur noch Vieles zu wuͤnſchen 
übrig! 

Was den Übrigen Theil dieſer Schrift anlangt, fo hat vorzüglich das 
Kapitel über die Elaftieitde und Feſtigkeit umfänglichere Veränderungen 
und Ergänzungen erfahren; nächftdem ift aber auch der Hydraulik durch 
die fortgefegten Verſuche des Verfaflere manche Ergänzung und Berich⸗ 
tigung zu Theil geworben. 

Möchte auch diefe zmeite Auflage fi) der Beachtung und des Bei: 
falles erfreuen, womit bie erite Auflage aufgenommen und ber Verfaffer 
in der weiteren Bearbeitung diefed Werkes aufgemuntert worden ift. 

Sreiberg, den 15ten Mai 1850. 

Zuline Weisbach. 
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Sälfsiehren ans Der Analyfis. 


Art. 1. Die Abhängigkeit einer Größe y von einer anderen Größe z 
wird ducch eine mathematifche Formel, 5. B. y = 322, oder y == az“ 
u. f. mw. angegeben. Man fhreibt allgemein y = f(x) oder z = 9 (Y) 
u. ſ. w. und nennt y eine Funktion von w, fo'wie 2 eine Funktion 
von y. Die Zeichen f, @ u. f. w. deuten nur allgemein an, daß y von 
F, oder z von y’abhänge; fie laſſen die Abhängigkeit dieſer Größen von 
einander ganz unbeflimmt, fchreiben alfo die afgebraifche Operation, durch 
welche y aus x, oder z aus % hervorgeht, nicht vor. 

Eine Zunttion y = f (x) iſt eine unbeflimmte Gleichung; es giebt 
unendlich viele Werthe von o und y, welche derfelben entfprechen, giebt 
man jedoch die eine (m), fo ift Die andere(y) durch die Funktion beftimmt, 
und verändert man die eine, fo erleidet die andere ebenfalls eine Veraͤnde⸗ 
rung. Dean nennt deshalb die unbeſtimmten Größen und / Variable 
oder veränderliche Größen, dagegen die gegebenen ober als gegeben 
anzufehenden Größen, die alſo die Operation vorfchreiben, durch welche Y 
aus = hervorgeht, Conftanten ober beftändige Größen. Won den 
veränderlichen Größen beißt diejenige, welche willtürlich anzunehmen ift, 
die Utvariable, und dagegen biejenige, welche ale Funktion der legteren 
durch eine beſtimmte Operation aus diefer beflimmt wird, bie Abhängig: 
variable. In y= ax” find a und m die Conftanten und es iſt © 
die Urs, Dagegen y die Abhängigvariable. 

Die Abhängigkeit einer Größe z von zwei anderen m und y wird durch 
das Zeichen z = f(z,y) ausgedrädt. Es ift in diefem Falle z Funktion 
von © und zugleich, und man hat es daher bier mit zwei Urvatiablen 
zu thum. 


Art. 2. Jede durch eine Funktion oder Formel y — f(z) ausgedrüdte 
Abhängigkeit einer Größe y von einer anderen Größe m Läßt ſich durch 
L 1 


2 oe. oo... - .npüßfslchren aus der Analyfis. 
eine tete Gutos ober krumme Linie APO, Fig. 1. und Fig. 2., darſtellen; 
don; vrrſchicdendir Merchen. der · Urvariablen z entſprechen die Abfciffen 
AM,AN uf. w., und den verſchiedenen Werthen der Abhaͤngigvariablen 

Big. 1. dig. 2. 













| | J | Fr 4 | 
y die Ordinaten MP, NQ u. f. w. der Eure. Die Coordinaten 
(Abfeiffen und Ordinaten) der Curve ftellen alfo die beiden Variablen der 
Sunftion vor. Die graphiſche oder bildliche Darftellung einer Funktion 
ober die Zuruͤckfuͤhrung derfelben auf eine Curve, vereinigt mehrere Vor: 
theile in fih. Sie liefert uns erftens einen Ueberblid von dem Zuſam⸗ 
menhange zwifchen zwei veränderlichen Größen, fie erfegt uns zweitens 
die Stelle einer Tabelle, oder eines Inbegriffes von je zwei zufammenges 
hörigen Werthen einer Funktion, fie verfhafft uns drittens die Kenntniß 
von ben mannichfaltigften Eigenfchaften und Beziehungen der Funktionen. 
Der mit dem Halbmefjer CA=C B=r befchriebene Kreis AD B, Fig. 3., 
Big. 3 " welcher der Funktion y = Y2rz — a2 
| entfpriht, gewährt uns z. B. nicht allein 
eine Ueberfiht über die verſchiedenen 
MWerthe, welche diefe Sunktion annehmen 
fann, fondern macht uns auch mit ande⸗ 
ren Eigenthuͤmlichkeiten diefer Funktion 
bekannt, da die Eigenfchaften des Kreifes 
auch ihre Bedeutung in der Funktion ha⸗ 
ben, wie wir befonders im Folgenden fes 
ben werden. 


Art. 3. Die Naturgefege laffen fi in der Regel durch Funktionen zwi⸗ 
ſchen zwei oder mehreren Größen ausdrüden und find deshalb auch meift 
einer graphifchen Darftelung fähig. Beim freien Fallen der Körper im 
Iuftleeren Raume hat man 3. B. für die Fallgefchwindigkeit y, welche der 
Fallhoͤhe z entſpricht, y= Y29x; diefe Kormel flimmt aber auch mit 
der Gleichung y = Vpz= der Parabel überein, wenn man den Para⸗ 
meter (P) ber letzteren gleichfegt der doppelten Befchleunigung (29) der 
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Ehwere, daher laͤßt ſich auch das Fallgefeg durch eine Parabel APQ 
dig. 4., mit dem Parameter p = 29 graphiſch darftellen. Die Adfeiffen 
AM, AN. . dieſer Curve find natürlich die 
Fallraͤume, und die entfprechenden Ordinaten 
MP,NO.. die zugehörigen Gefchwindig: 
keiten. 

Iſt a ein gewiſſes Luftvolumen unter ber 
| Preffung von 1 Atmofphäre, fo hat man bem 
| Mariotte’fchen Gefege zu Folge das Vor 
lumen derfelben Luftmenge unter der Preflung 


Fig. 4. 





von X Atmofphären: y = * 
Für — 1 iſt q, =, y= > eil,y=- 


» s—=l0 »y= 100 ya »z=o,y=0; 


man fieht alfo, daß 5 Volumen immer Heiner und Heiner wird, je groͤ⸗ 
Ser die Spannung ift, und daß, wenn das Mariotte’fche Geſetz bei 
allen Spannungen richtig bliebe, einer unendlic großen Spannung m ein 
unendlich Meines Volumen y entfpräce. | 

Ferner z=yY, gebtty=2a, —Y,. giebty=da, 

=Yo ” y=10a, z=0, » y=owa, 
je Eleiner hiernach die Spannung wird, je größer faͤllt auch das Volumen 
aus, und wenn die Spannung unendlich klein ift, fo flellt fih das Volu⸗ 
men unendlih groß heraus. 

"Die Curve, weldye diefem Gefege enefpricht, ift in Sig. 5. abgebildet; 
AM, AN.. find die Spannungen oder Abfeiffen, MP, NQ.. die ent 

Big. 5. fprechenden Volumen oder Drbina: 
U ten. Man fieht, diefe Curve nähert 
ſich alimälig den Aren AX und AY 
der Coordinaten, ohne fie je zu er: 
reihen. 

Die Abhängigkeit der Erpan» 
ſivkraft y des gefättigten MWaffer- 
dampfes von der Temperatur z läßt 
fi) mwenigftens innerhalb gemiffer 
Grenzen durch die Formel 


y= +2 ) Atmofpbören 


m ‚ausdrüden, 2 es ift erfahrungs⸗ 
; mißig, —— innerbats gewiſſer Grenzen, a — 75, 5b = 175 und 
1 « 








4 Hulfslehren aus der Analyſis. 


m = 6. Wenn wir hiernad.y = re) fegen, und eine unbes 
ſchraͤnkte Richtigkeit biefer Formel annehmen, fo erhalten wir: 
für x = 1000, y= (=) —= 1 Atmofphäre, 
12590 


——— 26 — 0,006 » 
» = —T5), y= (2) = 0,000 ” 
- 6 

ferner fürz = 120%, y= (7; — 1,914 » 


= 150, y- 22) 4517 » 


» 2 = 2000, y = 2) — 15,058 » 
Fig. 6. Die entfprechende Curve führt PO, 
EZ ———— Figur 6., vor Augen, man fiebt 
diefelbe geht in einem Abflande AO 
— — 75 vom Anfangspunfte A der 
Coordinaten durch bie Abfeiffenare, 
und in einem Abftande AS = 0,006 
von eben diefem Punkte durch die Or: 
dinatenaren; ferner einer Abfeiffe AM 
<. 100 entfpriht eine Ordinate MP 
unter 1 und einer Abfciffe AN > 100 
gehört die Ordinate NQ > 1 zu; 
auch ift wahrzunehmen, daß nicht nur 
y mit © in’s Unendliche waͤchſt, fon» 
dern auch, daß die Curve immer ſtei⸗ 
* Sr) | | ler und ſteiler anfteigt, je größer z 
Art. 4. Wenn man die Urvariable einer er Funttion oder Abfciffe AM =, 
Fig. 7. und 8. auf folg. &., der entſprechenden Curve um eine unendlid) 
Beine, ®ünftig duch dx zu bezeichnende Größe MN wadılen läßt, fo 
geht die entfprechende Adhängigvariable oder Ordinate MP=yin NO 
= y, Über, und wird um ben durch dy zu bezeichnenden unendlich Bei: 
nen Wertb RQ —= NO — MP größer. Beide Wahsthümer dx und 
dy von z und y nennt man Differenziale oder Elemente der 
Veränderlichen oder Coordinaten = und Y, und es ift nun unfere Haupt: 
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aufgabe, für die am Häufigften vortommenden Funktionen die Differenziale, 
ver vielmehr die Verhaͤltniſſe zwifchen den zufammengebörigen Elementen 


Fa. 7. Rig. 8. 





ihrer Variablen 2 und % zu finden. Sept man in der Funktion 
y= f(x), wo bie Abfeiffe AM und y die Ordinate MP vorftellt, 
fot zo + de = AM + MN=AN, fo erhält man 
ftatt y, ray ER0- NQ, alfo 
und zieht man biervon den erften Werth von y ab, fo bleibt das Element 
oder Differenzial der Variablen y, d.i. dy=df)=flr +dx)— f(x) 
übrig. 

Dies if die allgemeine Regel zur Beftimmung des Differenziales 
einer Funktion, aus welcher fich durd Anwendung auf verfchiedene Funktio⸗ 
nen wieder andere mehr oder weniger allgemeine Regeln ableiten laffen. 

SR 3.8. y= 22, fo hat man 

dy= (x + da)? — x, oder, da 
(x + de? = 2? +2x0dz + da? zu fegen iſt, 
dy=2zdz + da =(!z + da) da; 
und einfacher, da dx als unenblic Meine Größe gegen 22 verfchwinbet, 
oder 2x buch Hinzuteitt von dx nicht angebbar verändert wird und 
deshalb unbeachtet gelaffen werden kann, 
dy = d(e?) = 2xda. 

Es entfpriht y== a0? dem Inhalte eines Quadrates ABUD, Fig. 9., 

gig. 9. deffen Seite AB=AD=xif, und e läßt 

u  fic auch aus der Figur entnehmen, daß durch Zus 
nahme der Seite um BM=DN = dx, das 
Quadrat um zwei Rechtede BO und DP=2rdz 
und um ein Quadrat OP= (dr)? wähft, daß 
alfo bei einem unendlich Beinen Wahsıhum dæ 
von &, das Quadrat y — 7? um das Element 
2x2dz zunimmt. 





6 Huͤlfolehren aus der Nnalyiie. 
Art. 5. Die gerade Linie PQ, Sig. 10.und 11., welche duch zwei un: 
endlich nahe liegende Punkte Pund () einer Eurve geht, heißt Tangente 
Fig. 10. Fig. 11. 





oder Berührungslinie biefer Curve und giebt die Richtung derfelben 
zwifchen diefen Punkten an. Dan giebt die Richtung ber Zangente durch 
den Winkel PTM = « an, unter welchem die Abfciffenare AX von 
diefer Linie gefchnitten wird. Bei einer concaven Curve wie APQ. 
Fig. 10., liegt die Tangente außerhalb der- Curve und Abfeiffenare, bei ei⸗ 
ner conderen Cure APQ, Fig. 11., hingegen: befindet fie ſich zwifchen 
der Curve und Abfeiffenare. 

In dem unendlich Beinen rechtwinkeligen Dreiede POR, Fig. 10. und 
11., mit den Katheten PR = dx und RQ= dy ift der Winkel O PR 
gteich dem Tangentenwintel PTM=e«, und ba 

lang. QPR= Ss: ift, 
fo hat man aud) 
lang. « = ay 
dx’ 
e8 giebt alſo das VWerhältniß oder Der Quotient der beiden Ele⸗ 
mente dyund dx bie trigonometrifhe Tangente bes Tan— 
gentenminfelsan. 

3. B. für die Parabel, deren Gleihung y? = px ift, hat man, wenn 
man YP=pr=3 fest, d—=(yHdP?— Pf +2ydy+dy— y 
—= 2ydy-+ dy?, oder da dy? gegen 2ydy ua was auf e eins her: 
ausfommt, dy gegen 2, verſchwindet, 

dz = 2ydy, und ebenfo 
dz =pla+dae) - pr=pde. 

Es ift hiernah 2ydy = pdz, und daher für den Tangentenmwinfel 

der Parabel: 


——— 
a ze 2y 20y 28 














Sülfslehren aus der Analyſis. 7 


In der Regel nennt man das beftimmte Städ PT der Berährungs: 
linie zwifchen dem Beruͤhrungspunkte P und dem Durchſchnittspunkte 7 
mit der Abfciffenare, Tangente, und bie Projection TM deflelben in 
der Abfeiffenage, Subtangente, und hat baher . 

subtang. TM = PM cotang. PTM 


dz 
=y coang.a=y dy’ 


3. B. bei der Parabel sublang. = y. u — ?r. Es ift alfo hier 


die Subtangente der doppelten Abfciffe gleih, und hiernach die Lage ber 
Zangente für jeden Punkt P der Parabel leicht anzugeben. 
Art. 6. Fuͤr eine Sunttiny= a + m/(z) hat man 
dy=[a+mf(c+dx) — [a +mf(a)] 
= a — a+mf(x + da) — mf(z) 
= m[f(c+dx) — f(a)]; 
d. i. . d la +mfa)])=mdf(x), 
3. B. d (5 4300) = Ile -0 — a2) 3. 22000* ——— 

Es iſt ebenſo dA - —Ydd)= — Y,l(z+dx)’— ao] 
= —Y,3+32de+32d +-IR — a) —=— 1, Irrde=— Yard. 

Wir können hiernach folgende: wichtige Regel aufftellen: Die con: 
fanten Slieder (a, 5) einer Funktion verfhwinden beim 
Differenziiten, und die conflanten Faktoren (m,3) bleiben 
bierbei unverändert. 

Die Richtigkeit diefer Megel laͤßt fi auch graphifcy darthun. Für die 
Curve APQ, Big. 12., deren Koordinaten ein Mat AM = x und 
MP=y= f(&). und ein anderes Mat AM, =x und M.P=a+y 
= a+f(e) find, it PR= dz und RQ = dy= df(x) und audı 
=d(a+y) = d[a+f(z)]; und für die Euren AP,Q, und APQ, 
Fig. 13., deren zufammengehörige Ordinaten MP, und MP, To wie 

Fig. 12. Sig. 13. 





NQ, und NO ein gewiſſes Verhältniß zu einander haben, ift auch das 
Verhaͤltniß zwiſchen den Differenzialin Q, A, = NQ, — MP, um 
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" QR = NQ — MP beſtaͤndig baffelbe, if alfo MP = mMP= mf(z), 
fo hat man auch ARQ, = mRQ,Dd. i. d[mf(©)) = mdf(e). 

HM y=fla) + Pla), fo bat man 

.dy=f(e+de) + p(z+da) — f(z) — Pa) 
= f(©+da) — fe) + p(a+da) — Y(e), 
d. i. I. dA FH) = dfla) + dp). 

Es ift alfo das Differenzial von der Summe aus weite 
ven Funftionen gleich der Summe von den Differenzialien 
der einzelnen Funktionen. 

3.38 d (20 +3 0) Y%,arda 

Big. 14. = (2? +62 — Ya?) de. 

m Die Richtigkeit diefer Regel ift auch aus der 
Betrachtung einer Curve A PO, Fig. 14., abzulei: 
tn. St MP=f(a) md PP=pg(a), fo 
bat mn MP =y=f(2) +9p (a), un 
dy=RQ, = RS+SQ = RQ+SQ, 
= df(z) + dp(z), da P,S parallel zu PQ 
| gelegt werden und deshalb AS —= RQ und 
QS == PP, gefegt werden kann. 


Art.7. Die Funktion y = @* ift die wichtigſte der ganzen Analpfis, 
weil man faft bei allen Unterfuchungen auf diefelbe flöße.. Wenn man 
dem Erponenten n alle möglichen Werthe, pofitive und negative, ganze und. 
gebrochene u.f. w. beilegt, fo liefert fie auch die verfchiebenartigfien Curven, 
wie duch Fig. 15. a. f. S. veranfhaulicht wird. Es ift bier A der Null⸗ 
oder Anfangspunkt der Coordinaten, XX die Abfeiffens und YY die 
Drdinaten: Are. Sept man iny—=a", æ = 1, fo erhält man au 
y = 1, macht man daher bie Coordinatn AM und MP= 1, oder con 
ſtruirt man aus AM = AN = 1 ein Quadrat, fo erhält man in dem 
Ed P deſſelben den Punkt, durch welchen die Curve ſtets gehen muß, mel: 
ches auch der Erponent n fein möge. Nimmt man n = 1, fest man 
alfo y = x, fo befommit man die von beiden Axen AX und VP gleich- 
viel abweichende Gerade (1 A1); nimmt man n _ 1, fo erbält man con: 
vere Curven, fest man dagegen n < 1, fo ergeben fich concave Curven; 
jene laufen anfangs unter und von P aus über der geraden Linie (1 A 1) 
bin, bei diefen iſt das Umgekehrte der - Fuͤr nl iſt / —1. 


und fuͤr n o fiy—= x2®% a7 °, alfo umgeht & — P—1; 
der erften diefer beiden Gleichungen entfpricht die Gerade (BPO) und der 
zweiten die Gerade (no Po) Man fieht, die Gurven, welche pofitiven 
Werthen von n. entfprechen,, ziehen fih anfangs unter, und von P aus 
über der Geraden (0 PO) hin, die Curven, weiche aus negativen Werihen 
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wrpnfuliren, laufen bingegen erft über, und jenſeits P unter (0 P0) 
> dur jene Gurven iſt fr = auch — O und fuͤr æ — oc 

Fig. 15. 


auh y = ©, für dieſe hingegen fr = 0, y=o un fuͤr 2 — o 
y=V. Während ſich jene immer mehr und mehr von den Coorbinaten: 
aren XX und F 7 entfernen, je weiter man fie verfolgt, nähern fich diefe 
einerfeit6 immer mehr und mehr der Are XX und andererfeit6 der Axe 


rr F. ohne fie jedoch wirklich zu erreichen. 


Die Zunktionen yaz“, x’ x rn. ſ. w., d. i. 


y=vs, Ve= Taufe 


geben für jedes & einen pofitiven und einen glei großen negativen, für 
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ein negatives © aber einen imaginären Werth; deshalb finden ſich auch 
die entſprechenden Curven nur im erſten und zweiten der von den Axen 
XX x und FF begrenzten Quadranten. Die Funktionen 


ya zu Pr z"ufw., d. i. 


85. Ya, V u. ſ. w. 


geben fuͤr jedes negative & auch ein negatives .y, weshalb bie entſprechen⸗ 


den Gurven außer dem erften Duadranten X A Y noch den dritten X A r 
einnehmen. Die Zunttionen 


‚y=ao, x, 2’ 
ya, * Var u. ſ. w. 
ahalten ſelbſt bei negativem & pofitive y, und deshalb bleiben die zugehoͤ⸗ 


rigen Eurven ſtets Über der Abfeiffenare xXX X oder im erften und vierten 
Quabranten. 


Art. 8. Wenn wir in der Funktion y= x" , ® um dx wachen 
laſſen, fo erhalten wir den Werth yv=(+ d x)”, und daher das 
Differenzial oder Element dy=y—y=(z + da)" — a". 

Der binomifchen Reihe 


+2" = ar tn" + en) Fu 4 
. n n— 1) n—2) n 
| + 1.2.3 "+... 
zufolge ift aber | 
nz VeTtger., 


(x +da)" =a" + na” dat 
daher erhalten wir denn . \ 
n (n — 1) n— 2 


ne 15°? dı? +.. 
= (na” 42 2’ de +.) dr: 





.2 


- 


.2 


nn—1) n—2 da -+.. wegen der unendlichen Kieinheit von 


1.2 
dx gegen na" verfchwindet, d(x") = nz" dx. 
8.2. die‘) = Satda, d(Yo) = de = hr r da. 


d (z) = =4d(e "= — 82 "de; ferne 


oder da 
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dı I  — R en 


® 
—“ 2rde— 22dze _ (r—a)dz 
i u 2rc — ı? 
80 Aus ber wichtigen Formel d(a”) = nı" — dx folgt nun auch die 
mel für den Zangentenwintel der entfprechenden und in gig. 16. abge 
u Fig 16. | | 
{ 


wer 


BEER 


- — — 
Sildeten Curven; es iſt naͤmlich lang. « = ———— 
ideten 
Hiernach hat 
Steihung Yy = 


lang. 
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Art. 9. Wenn man in dem Elementeverhaͤltniß oder in der Kormel 


für die Tangente des Tangentenwinkels für x nad) und nad) verfchiedene 
Werthe febt, fo erhält man durch diefelbe die verfchiedenen Ragen der Be⸗ 
rührungslinie. Nimmt man x = 0, fo erhält man die Tangente des 
Tangentenwinkels im Anfangspunft, nimmt man & = @, fo erhält man 


dieſelbe für einen unendlich entfernten Punkt der Curve. Am midhtigften find 
. die Punkte, wo die Zangente einer Gurve mit der einen oder der anderen 


Goordinatenare parallel Läuft, weil hier in der Regel. die eine oder die andere 
der Goordinaten x und y ihren größten oder Fleinften Werth hat, 
oder, wie man fagt, ein Marimum oder Minimum if. Für den Paralles 


lismus mit der Abfciffenare hat mana= 0, alfo auch tang.« = 0, und 


für den mit der Ordinatenaxe « —= 90°, alfo tanga = 00; und biernad) 
folgt die Regel: man findet diejenigen Wertbe der Abfciffe 
oder Urvariabten ©, weldhen die Marimals oder Minimal» 
werthe der Drdinate oder Abhängigvariablen y entfpres 


hen; wenn man daß Differenzialverhaͤltniß 0. oder 


— © ſetzt, und die erhaltenen Gleichungen in Hinficht —— 
aufloͤſt. 

Z. B. fuͤr die Gleichung y- =612 — Li + as, — der Gurve 
APOR in Fig. 17. entfpricht, ift 


REN (2 —ı), 
und es folgt durch Nullfegen von ay 1-0! md? — 0., 


da’ 


Big. 17. 
Fig. 18. 





dL..z=lwzr=?2. Dieſe Werthe in die Fermel 
y=6r—%x° + 0 
gefeßt, ergiebt fich ver Maximalwerth von y; MP =6 —y%,+1=Y 
und der Minimalwertb NO = 17? — 18 +8 = 2. 
Ferner für die Curve OPQ, Fig. 18., dern Gleichung y—=a+ (© — 5) Ya 
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‚ und um nun den 





ft, hat man = = Y (5) = — 
* 3Yyc—b 
Minimalwerth M P von y zu finden, ſetzt man — =o, 


d. i. — = o, 3V— — O, di z=b Der ent⸗ 
39y5 —b 

ſprechende Minimalwerth fi y = a; nimmt man dagegen z = 0, fo er 

halt man y = a + Yb%, und nimmt man z = 2b, fo flellt ſich eben. 

file y= a alſo in beiden Fällen ein größerer Werth von y 

heraus. 

Art. 10. Sowie bei einer vom Anfangspunkte A aus aufſteigenden Curve 
ymit x wädft, und deshalb dy pofitiv ift, bei einer niederfleigenden 
hingegen y abnimmt, wenn © größer wird, und deshalb dy negativ auds 
fallt, und endlich an der Stelle, wo die Curve mit der Coordinatenare AX 
parallel laͤuft, dy Null ift, ebenfo find die gleichen Abfciffen » Elementen 
de=MN=NO=PS=DOQ0T... entſprechenden Ordinaten⸗ 
Eemente SO = PS tang. OPS, d. i. dy,= dx .tang.a,, 

TR= QT tang.RQT, d.i. dy= dx. tang.o, u. f. w. 
und alfo auch die Tangentenwinkel &,, &, u. f. w. bei einer converen Curve 
‚APR, Fig. 19. im Wachſen und bei einer concavm Curve APR, Fig. 20., 

Fig. 19. Rig. 2%. Big. 21. 





m br Abuehmen seien, es ift folglich im erften Falle 
d (lang a) == d (22) poſitiv, 


und im zweiten d (lang.a) = d (42) negativ, und man hat endlid) 


auh für den Wendepunkt Q, Fig. 21., d. i. für die Stelle Q der 
Curve, mo Sonverität in Concavität Übergeht, ober das Umgekehrte ftattfin: 
det, auch OS — RT, und daher 


(lang.e) = d (22) = Null. 


14 Hülfslehren-aus der Analyſis. 


Es gilt alfo die Regel: ift das Differenzial der Tangente des 
Tangentenwintels pofitiv, fo befigt die Eurve Gonveri: 
tät, iſt e6 negativ, fo bat diefelbe Concavität, und ift 
es Null, fo bat man es mit einem Wendepunfte der Curve 
zu thun. 

Auch ift hiernach leicht Folgendes zu ermeffen. Die Stelle, wo die Curve 
parallet mit der Adfeiffenare läuft, für welche alfo Lang. = 0 ift, ent- 
fpricht einem Minimo, Maximo oder Wendepunkte der Curve, 
wenn dieſe conver, comcav ober feines von beiden, wenn alfo 

d (teng.«) pofitiv, oder negativ oder Null ifl. 

Dagegen die Stelle, wo eine Curve mit der Ordinatenage parallel Läuft, 
alſo tang.a =  ift, entfpricht einem Minimo, Marimo oder Wen: 
depunßte der Curve, wenn dieſelbe concav, conver oder theils concav, theile 
conver, wenn aiſo d (tang. «) vor und nad) biefer Stelle negativ, \ 

»n an mn. »  pofitiv, oder 
vor diefer Stelle ein anderes Zeichen bat als — derſelben. 

Ein Curvenſtuͤck mit Wendepunkt O der erſten Art führt Figur 22., 
und ein folches mit einem Wendepunkt der zweiten Art Figur 23. vor 
Augen. Man flieht, die entfprechende Ordinate NO ift weder ein Mari» 
mum nod) ein Minimum, denn es find in keinem alle die benachbarten 
Drdinaten MP und OR beibe größer oder Meiner als NO. 


Fig. 24. 
Fig. 2 —_ Big. 23. 





Art. 11. Die der Abſciſſe AO — z, Fig. 24., entfpredhende Orpdinate 
OP= y läßt fich aus unendlich vielen ungleichen Elementen dy = FB, 
GC, HD, KE... zufammehfegen, die lauter gleichen. Elementen 
de=AEFE=FL=EM=MN... entſprechen. Wäre daher 
dy=9(e). da gegeben, fo würde man / durch Summation aller der: 
jenign Werthe von dy finden, die ſich herausftellen wenn man in 
p(x).dx ſtatt æ nach und nah dx, 2dz,3dx, Ada. bende= x 
einfegt. Diefe Summation deutet man durdy bag fogenannte Integral: 
jeihen / an, welches man vor den allgemeinen Ausdrud für die zu 
fummirenden Elemente fegt, ſchreibt alſo flatt 











Hüljslehren aus ber Analyſis. 15 


y=[p(dz) +Yy(2da) Ky(lddz) +... + Y(a)ldr, 
y=/ ale) da. | | 
Aud nennt man im diefem Falle y das Integral von ꝙ () d, fo wie 
9(z)dz das Differenzial von y. 

Zumeiln kann man das Integral /p (x) dx durch wirkliches Summi⸗ 
cm der Reihe pda), P(2dx), P(I3dx) u. ſ. w beflimmen, viel eins 
facher ifl e6 jedoch bei Ausmittelung eines Integrals eine der im Folgenden 
entwnidelten Regeln der fogenannten Intregralrehnung in Anwendung 
ju bringen. 

Für das Differenzial dy = mxda bat man 5. B. das Integral 
y=/mode =mds(dze +2de +3dc+.. +0) - 


=(1+2+3+.. . +) mdaz, 


oder, da 1, 2,3... * eine gewoͤhnliche arithmetiſche Progreſſion bildet 


( Ingenieur S. 141.), deren erſtes Glied — 1, letztes Glied — IE unb 


Anzahl der Glieder ebenfalls = I ift, 
.„ zZ) 2_ 
fmedao=Y, (: + 12) ga mies 
und einfacher, da 1 gegen die unendlich große Zahl F verſchwindet, 
2— 
/Smede= 4(2-) ‚mda? = 1,ma%. 


Art. 12. Aus der Formel d[a + mf(a)] = mdf(e) folgt durch Um⸗ 
trug /mdf(e) = a + mf()= a + m/dfle), 
de d fix) = o(z). dx geſetzt, 
ı. fmy(a)de = urm/yp(a)dr; 
und hieraus folgt, daß der conflante Faktor m beim ntegriren fowie 
beim Differenzüiren unverändert bleibt, und daß durch bloßes Inte⸗ 
griren ein etwa vorhandenes conftantes Glied a nicht beftimmt 
werden fann; daß alfo das Integriren allein ein noch unbeflimmtes 
Integral liefert. Um das conftante Glied zu finden, muͤſſen zwei zufam: 
mengehörige Wertbe von z und y=/gY(x)dz bekannt fein. Iſt für 
T=c,y= k, und hat man y = /pla)dz = a + fr) gefunden, 
fe muß auch k = a+f(e) fein, und es giebt daher die Subtraction 
y—k=f(&)—f(c), alſo in diefem Falle 
y=/Sya)daa=k+f@)—fle; 
und man hat hiernady die Conftante a = k—(c). 
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Menn man z. B. weiß, daf das unbeftimmte Integral 


y= Jada =  fa=1, y= 3 giebt, 


fo hat man bie nöthige Genfante a=3 — Y, = %,, und daber das 
Integral 

' 0? 5+ 2 

Selbſt die Gonftantenbeftimmung läßt das Integral noch unbeftimmt, 
weil noch für z als Urvariable jeder beliebige Werth angenommen werden 
kann; will man aber einen ganz beflimmten Werth k, des Integrales has 
ben, der einem beftimmten Werth c, von @ entfpricht, fo muß man nod 
biefen in das gefundene Integral ein«, alfo k, =  k + ft) — f(d) 
fegen. 


So giebt 3. 3. y=/ad.- "tt, fra = 5, y= 15. 


Meift ift derjenige Werth von m bekannt, bei welchem — 0 ift; in 

diefem Falle hat man alfo k = 0, und es führt daher das —— 
Integral (œ) dæ = f(x) auf das beftimmte k, = fc) — le), 
das alfo gefunden wird, wenn man in den Ausbrud f(x) für das unbe: 
ftimmte Integral bie beiden gegebenen Grenzwerthe c, und c von x eins 
fegt, und die erhaltenen Werthe von einander fubtrahirt. Um dies an: 
zudeuten, fchreibt man flatt /p(a)d, f. 9 


’ (x) dx, wenn alfo 





z. 8. Syade=" if, . P(a)da — 4 


Die Umkehrung der Differenzialformel d[ f(x) + p(z))=df(@)+dp(x) 
giebt die Integralformel /[df(@) +Ap(z)] = f(x) + Pla), oder 
wenn man df(©) = Yla)dz und dp(z) = x(x)dz fekt, 

1. [Y@a)dz+xa)da]) =/SY(a)dz + Syla)de. 

Es ift alfo biernady das Integral von einer Summe mehre— 
ver Differenzialien gleih ber Summe von den Integralen 
der einzelnen Differenzialien. 

3.8./(3 +52)dz = [Id +f5rde = 35 + %x8 


Art. 13. Die wichtigſte Differenzialformel des Artikels 8, 


d(2”")= na" da, 
führt dur) Umkehrung ebenfalls auf die wichtigfte Integralformel. Es 


ift hier [na dze=x"”, ober n/a dae= x”, ode 


”“ 
I dz = ——, fest man ao n — 1 = m, und biernad 
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a=m + 1. fo erhält man folgendes wichtige Integral: 
1 
\ T 
Sx dz m m+1 D 
das allein in der Anwendung mindeftens eben fo oft vorfommt, als alle 
übrigen zufangnen. 

Diefe Korm des Integrales weift auch darauf bin, daß diefes dem in 
Art. 7. abgehandelten und in Fig. 15. abgebildeten Curvenſyſteme ent- 
ſpreche. 

Hiernach iſt z B. Sad =5 (Soda = Y,ar; ferne 

SV dx —/a” de =}, a’ =), Var; 
" Y 
d Urn. a 
Ä VA = Ss / de=nT = vr; 
(A — 622 + 5)da = SAde — S6ardz + Sbrtde 
= 4W/dc—tb/rdc+H5/ de = In — 20° +75; ferner, 


wenn man 3 —2=u, alfo Idx = du, ddr de = = einfegt, 


Va de, = fuf = = — * = Yyu 
=% vY(30%—2P; 


endlich, wenn 27°—1=—u, alfo Andz=— du,d i. ade = n geſetzt wird: 


SE pade yfu Ya en 


= 1%, Yaa—ı)%. 
Durch Hinzufügung der Grenzwerthe laſſen ſich dieſe unbeflimmten 
Integrale fogleicy in beflimmte verwandeln, 3. B. 


N 500da = ya1y = Y.(16-1) = 189, 
dx far | 
— VI —vi=1i, 
S: 2Vz ‚voove: 
-2.d =% (Vi — VI) = Y(64 — 1) = 1A. 


Wäre z. B. /(A—62? +5 RN dz = 7 für = = 0, fo hätte man 
algemein: (6 +s5)dz = T +4 — 209 +2. 











Art. 14. Die binomiſche Reihe: 
n__ n S en me 
L 2 
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giebt, wenn man n unendlich groß fegt, fo daß 1, 2, 3 u. f. w. gegen n 
verſchwindet, 


n 2 3 
d-+2) =1+ TE + Zt rt... 


Setzt man ferner = dx, und flat n= Iz fo erhäft man 


=_,,8® BUEA VENEN GA 
Mrd) =1r 7, detT, a) dar +52) do’ +... 
x 0? 23 a8 
—147 tra tms tıasatı 


nehmen wir endlih = = 1, fo erhalten wir 
r i 
rd" ei tHti tn ++ . .. = 2,711828..., 
eine Zahl, melche ſtets durch den Buchftaben e bezeichnet und die Baſis 
des nathrlihen oder byperbolifhen Potenzen: oder Loga» 
ritbmen:Spflemes genannt wird. 
€ 1 
— — 10 
D(ii+dn” — [« +do)" | = e”, fo hat man hier: 
nad) für die fogenannte Erponentialfunktion e” die Reihe: 
= zT — a gi ’ 
e-Äilrı tiatrast ini 
Segt man a = e“ fo iſt Ym = Log. nat. a, d. i. der natür: 
liche oder buperbolifße Logarithme von a, und daher 


"= — 02 


Sept man y= a” — e”, fo hat man umgekehrt 
x = Log., y und = —Log.nat.y, daher . 
Log., y = m Eog.nal. y, fo wie umgekehrt‘ 
Log nat.y ober Loq. y = _ Log. %: 
Die Zahl m heißt der Modul des der Grundzahl a entfprechenden 
Logarithmenfpftemes. Es laͤßt ſich alfo mit Huͤlfe deffelben der natürliche 


Logarithme in jeden kuͤnſtlichen, und umgekehrt ein ſolcher in den natuͤr⸗ 
lichen verwandeln. Kür das Briggifche Logarithmenſyſtem ift die Bafıs 
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a == 10, daher Ym = Log. nat. 10 = 2,30258... ., und umgelehrt 
der Motu m— — — 
| — = 3429... 
Es ift alfo Log. y — 0,43429 Log. nat.y, und 
Log.nat.y = 2,30258 Log. y. 
(Vergleiche Ingenieur, Seite 136 u. f. w.) 


Art. 15. Der £auf der Gurven, welche den Erponentiatfunftionen 


z 
y=e oder y= 10” entſprechen, wird durch Fig. 25. veranfchauticht. 
Fig. 25. Kür z=0 if in beiden 
| Faͤllen / eo ao1, 
deshalb gehen denn auch beide 
Curven PR und OS durch 
denfelben Punkt (O) in der 
Ordinatenare. Für x = 1, 
giebt y = er —= 2718.., 
und y = 10” = 10, für 
x = 2, giebt 
y = e" =2,118%==7,389 
und y= 10” =10?=100 
u. f. w.; es fleigen alfo auf 
der pofitiven Seite der Ab» 
feiffenare beibe Curven, zus 
mal aber bie legtere, fehr 
ſtark an; dagegen ift für 
az — 1: 
1_ 04 
| 7184: 
= 0,368 und - 
10—= 10 '= 01; 
229 
ferner rc = — 2, 
= -2 
e=e = 2,718 = (0,135 
und 10” —10 = 0,01; 
endlih für 2 = — wo, ge: 
ben beide Gleichungen 


z — 
e =e 





Es nähern ſich alfo beide Eürven auf der negativen’ Seite der Abſciſ⸗ 
5 
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giebt, wenn man n unendlich groß fest, fo dag 1,2,3 uf. mw. gegen. 
verfchmwinber, 


n 2 
40 FT er 


Sest man ferner x — dx, und fat n = — ſo erhaͤlt man 


eE_ 0, © 1 (x \? 1 (z\,, 
are) 14 det; —— — — 
a0? 23 ar 
=1+-— — — — — 
Tat 1.2.34 7 

nehmen wir endlih æ — 1, fo erhalten iwir 4 
1 
Ada" =1+1+ 1,4 + Ya +. = — 
eine Zahl, weiche ſtets durch den Buchſtaben e bezeichnet und bie 


des natärlihen oder boperboliſchen Potenzen⸗ 
rithmen-Spſtemes genannt wird 















I 
— Ir 


z 

Da (1 + dx)“ = P + da)“ = ee” fo bat mia 
nach für die fogenannte Erponen tialfunftion e” bie Reihe: 

= Br ie? a z* 
2 — rm 1.2 tıas t 1.2.3.0 50 
- Ym Zr Ir TORE . | 
Sept man ae”, fo ift Yın — Log. nat. a, di. deep 
liche ober byperbolifche Fo garıcthme von a, und baber 


= 


= _ Um m_ 1(2) ee) — fa 
a = (e’”) — —— 5* *5 m 175 m/ 


Setzt man — af — e“*, fo hat man umgekehrt 
TE 
= — = Log. nat. y, baber 
x = Log. y und - Log. nat. y 
Log., y= m Log.nat. y, fo wie umgekehrt 
A⸗ 1 | 
Log nat.y ober Lgg.,y= * Loq. 


Die Zahl m heißt dee Modul des der Grw 
Logarithmenſpſtemes. Es läßt ſich alfo mir Hi 
Logarithme in jeden kuͤnſtlichen und umgefchg 
lichen verwandeln. Für das Briggif 





— 
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se 
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Art. 9. Wenn man in dem Elementeverhättniß Fe. oder in ber Kormel 


für die Tangente des Tangentenwinkels für = nad) und nach verfchiedene 
Werthe febt, fo erhält man durch biefelbe die verfchiedenen Lagen der Bes 
rührungslinie. Nimmt man & = 0, fo erhält man die Zangente des 
Tangentenwinkels im Anfangspunft, nimmt man = = o, fo erhält man 
dieſelbe für einen unendlich entfernten Punkt der Curve. Am wichtigſten find 
. die Punkte, wo die Zangente einer Curve mit der einen.oder der anderen 
Coordinatenaxe parallel laͤuft, weil hier in der Regel. die eine oder die andere 
der Coordinaten z und y ihren größten oder Fleinften Werth bat, 
oder, wie man fagt, ein Marimum oder Minimum ift. Für den Paralle: 
lismus mit der Abfcifjenare hat man «= 0, alfo auch fang. = 0, und 
für den mit der Drdinatenare « = 90", alfo bang. a = @; und hiernadh 
folgt die Regel: man findet diejenigen Wertbe der Abfciffe 
oder Urvariabten ©, welchen die Marimal: oder Minimal: 
mwerthe der Ordinate oder Abhängigvariablen y entfpres 


hen; wenn man dad Differenziatverbältniß 3 — 0, oder 


— © fegt, und die erhaftenen Sleihungen in — auf x 
auflöft. 

38. für die Gleihung y =67 — Er + as, ER der Gurve 
APOR in $ig. 17. entfpridht, ift 


en we 
und es folgt durch Nullfegen von = 1— ce 0m? —r=(, 


Big. Zn 


Big. 18. 





t’.’.zelwmxre=2 | Diefe Werthe in die Kermel 
Y == 62 — X? 4 Pag 
geſetzt, ergiebt fich der Marimalwerth von y; MP = 6 —%, + 1 = Ya 
und der Minimalwertb NO = 12 — 18 +8 = 2. 
Ferner für die Curve OPQ, Fig. 18., deren Bleihung y= a + (0 — 5) Ya 
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ift, bat man u = 2%, —b) Y = ren und um nun den 
7 3ya—b 

Minimalwerth MP von y zu finden, ſetzt man ni = o, 

vi. ung ao, sYce—b=0, vi z=—=b. De mt 


3 Ya — B 
ſprechende Minimalwerth ift y = a; nimmt man dagegen © = (), fo er» 
hätt man / — a + Yb% und nimmt man 2 —= 2b, fo flelt ſich eben 
file y= a + %b?, alfo in beiden Fällen ein größerer Werth von y 
heraus. 

Art. 10. Sowie bei einer vom Anfangspunkte A aus aufſteigenden Curve 
ymit = wädft, und deshalb dy poſitiv iſt, bei einer niederfteigenden 
hingegen y abnimmt, wenn a größer wird, und deshalb dy negativ auss 
fällt, und endlich an der Stelle, wo die Curve mit der Coordinatenare AX 
parallel Läuft, Ay Null ift, ebenfo find die gleichen Abfeiffen = Eiementen 
dıe=MN=NO=PS=DOT... entſprechenden Ordinaten⸗ 
Eemente SO = PS tang. OPS, db. i.dy.= dz.tang.a,, | 

TR==0QTtang.RQT, d.i. dy= dx. tang.o, u. f. w. 
und alfo audy die Zangentenwintel «,, &, u. f. w. bei einer converen Curve 
APR, Sig. 19. im Wachſen und bei einer concaven Curve APR, Fig. 20., 
Aig. 20. Fig. 21. 





— 


m Abnehmen begriffen, es iſt folglich im erſten Falle 
ee —— 
d(lang «) d ( =) pofitiv, 


und im zweiten d (lang.a) = d (+) negativ, und man hat endlid) 


auch für den Wendepunkt Q, Fig. 21., d. i. für die Stelle Q der 
Curve, wo Converität in Concavität Übergeht, oder das Umgekehrte ſtattfin⸗ 
det, au OS — RT, und daher 


(lang.c) = d (22) — Null. 


14 Hülfslehren- aus der Analyſis. 


Es gilt alfo die Regel: ift das Differenzial der Tangente des 
Tangentenwinkels pofitiv, fo befigt die Curve Gonveri> 
tät, ift es negativ, fo bat diefelbe Concavität, und ift 
es Null, fo hat man es mit einem Wenbepunfte der Curve 
zu thun. 

Auch ift hiernach leicht Folgendes zu ermeffen. Die Stelle, wo die Curve 
parallet mit der Abſciſſenaxe läuft, für welche alſo kang. = 0 ift, ent: 
fpriht einem Minimo, Marimo ober Wendepuntte der Gurve, 
wenn bdiefe conver, concav ober keines von beiden, wenn alfo 

d(tang.«) pofitiv, oder negativ oder Null ifl. 

Dagegen die Stelle, wo eine Curve mit der Orbinatenage parallel Läuft, 
alſo tang. « —  ift, entfpricht einem Minimo, Marimo oder Wen: 
depunßte dee Curve, wenn bdiefelbe concav, conver oder theil® concav, theile 
conver, wenn alfo d (Lang. «) vor und nad) dieſer Stelle negativ, \ 

2 » » ».'» » pofitiv, oder 
vor dieſer Stelle ein anderes Zeichen bat als nach berfelben. 

Ein Curvenſtuͤck mit Wendepunft O der erften Art führt Figur 22., 
und ein ſolches mit einem Wendepunkt der zweiten Art Figur 23. vor 
Augen. Man fieht, die entfprechende Ordinate NO ift weder ein Maris 
mum nody ein Minimum, denn es find in keinem Falle die benachbarten 
Drdinaten MP und OR beide. größer oder Heiner ats NO. 

Fig. 24. 








a N 

Art. 11. Die der Abſciſſe AO — z, Fig. 24., entfprechende Ordinate 
OP= y läßt fich aus unendlich vielen ungleihen Elementen dy = FB. 
GC, HD, KE... jufammehfegen, die lauter gleichen Elementen 
de=AF=FL=LEM=MN... entſprechen. Wäre daher 
dy = 9(x). dx gegeben, fo würde man % durch Summation aller ders 
jenign Werthe von dy finden, die fi) herausftellen wenn man in 
p(a).da ſtatt æ nach und nah dx, 2dx,3dx,Ada..bende= x 
einfegt. Diefe Summation deutet man durdy das fogenannte Integral: 
jeihen / an, welches man vor den allgemeinen Ausdrud für die zu 
fummirenden Elemente fegt, ſchreibt alfo ftatt 











Hülfslehren aus ber Analyfie. 15 


y=[p(daz) +y(2da) HK YPlI3dz) +... + YPlz)lda, 
y= S N (&) dz. 
Auch nennt man in diefem Falle y das Integral von p(x)dz, fo wie 

p(z)dz das Differenzial von y. 

Zuweilen kann man das Integral /@ (x) dx duch wirkliches Summi⸗ 
rm der Reihe (dx), 9 (2dx), P(3dx) u. ſ. w beſtimmen, viel ein» 
facher iſt es jedoch bei Yusmitelung eines Integrals eine der im Solgenden 
entwickelten Regeln der fogenannten Intregralrehnung in Anwendung 
ju bringen. 

Für das Differenziat dy = mxda hat man z. B. das Integral 
y=/medz =mde(de +2dae +3dc+..+2) - 


=(142+3+.. +) mdar, 


oder, da 1, 2,3... Fr eine gewoͤhnliche arithmetifche Progreffion bildet 


(f. Ingenieur S. 141 ) deren erſtes Glied — 1, letztes Glied —= I unb 
Anzahl der Glieder ebenfalls = =, ift, 
/meds = (1 + Z) I mdar, 
und einfacher, da 1 gegen die unendlich große Zahl __ verfhwindet, 
/mode=) (>). mda® = Y,maR. 


Art. 12. Aus der Kormel d[a +mf(z)] = mdf(z) folgt durch Um⸗ 
kehtung /mdf(az) =a + mfia)=a +m/dfie), 
oder dfla) = pa). dx geſetzt, 
. /my(a)dao=urm/Spla)dz; 
und hieraus folgt, daß der conftante Faktor m beim Integriren fowie 
beim Differenziiren unverändert bleibt, und daß durch bloßes Inte⸗ 
griten ein etwa vorhandenes conftantes Glied a nicht beſtimmt 
werden kann; daß alfo das Integriren allein ein no unbeflimmtes 
Jutegral liefert. Um das conftante Glied zu finden, müffen zwei zuſam⸗ 
mngehörige Werthe von z und y= /p(x)dx bekannt fein. Iſt für 
zzeoy= k, und hat man y=/p(a)dz = a+ fe) gefunden, 
fe muß auch k == a+f(e) fein, und es giebt daher die Gubtraction 
y—k = f(@)—f(e), alfo in diefem Falle 
y=/Syadae=k+f@)—f(o; 
und man hat hiernach die Conftante a = k—f(c). 
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Wenn man z. B. weiß, daß das unbeflimmte Integral 


y= [ıds =  fea=1, y= 3 giebt, 


fo hat man die nöthige Gonfante a=3 — NY, = %,, und daher das 
Integral 

" — 540 
V a +7 = * 

Selbſt die Conſtantenbeſtimmung laͤßt das Integral noch unbeſtimmt, 
weil noch für © als Urvariable jeder beliebige Werth angenommen werden 
ann; will man aber einen ganz beflimmten Werth k, des Integrales has 
ben, der einem beflimmten Werth c, von @ entfpricht, fo muß man noch 
diefen in das gefundene Integral ein», alfo = k + f(c) — fe) 
fegen. | 


So giebt 5. 2. y=/ad="t7, frao=5, y= 15. 


Meift ift derjenige Werth von F bekannt, bei welhem y= 0 if; in 

diefem Kalle hat man alfo k = 0, und es führt daher das — 
Integral Splz)dz —= f(x) auf das beſtimmte k, = f(c) —f(e), 
das alfo gefunden wird, wenn man in den Ausdrud f(x) für das unbe 
ftimmte Integral die beiden gegebenen Grenzwerthe c, und c von © eins 
fegt, und die erhaltenen Werthe von einander fubtrahirt. Um dies ans 


zudeuten, fchreibt man ftatt /p(a)dx, f. . P(z)dz, wenn alfo 

. c 2_. 
z3. B. Soa)de= = iſt, f. P(z)de = A 5 e., 

Die Umkehrung ber Differenzialformel d[ f(x) +Ypl@))= df(z)+ dp) 
giebt die Integralformel /[df(x) +dp(©)] = f(x) + Plz), oder 
wenn man df(z) = Yla)dz und dp(z) = x(a)da fest, 

1. [dad +x@)da] Sx(a) dx. 

Es ift alſo hiernach das Integral von einer Summe mehre: 
ver Differenzialien gleih der Summe von den Integralen 
der einzelnen Differenzialien. 

3. B. /(3 +52)dz = /Idx +%x8 


Art. 13. Die widtigite Differenzialformel des Artikels 8, 
d(2@”")=na"" da, | 
führt dur) Umkehrung ebenfalls auf die wichtigfte Integralformel. Es 


ift bie /na* dze=x=", ven/a de=ao”, oe 





”“ 
fa" da =: fegt man alſo n—1 = m, und hiernad 
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a=m + 1.-fo erhält man folgendes wichtige Integral: 
m „rt! 
Ja dae= m+i’ 
bas allein in der Anwendung minbeftens eben fo oft vorfommt, als alle 
übrigen zufangmen. 

Diefe Form des Integrales weift auch darauf bin, daß diefes dem in 
Art. 7. abgehandelten und in Fig. 15. abgebildeten Curvenſyſteme ent- 
ſpreche. 

Hiernach iſt z B. /5 ; ferne 


SV da=/a" da =y, — Var; 
d 
ya = = ja han = va; 
(4 - 622 +5) de = Mlde—sswrda + FSrtda 
= A A—2— ; ferner, 


wenn man 3c—2=u, alſo 3dx = du, oder de = = einfest, 


V3s—2 ds, = fu” zZ — 1% — % Ey 
=Y%vVv@r— 29; 


endlich, wenn iu, alfo Inder du,d.i.zde= = geſetzt wird: 


VE fade — = = 13/, 2/u2 


= 1%, Yaar—ı). 
Durch Hinzufügung der Grenzwerthe Laffen fi dieſe unbeſtimmten 
Integrale fogleich in beflimmte verwandeln, 3. B. 


Si 5042 = y,2@—19) = Y.(16—1) = 18%, 
dx Far 
— - = VI — V4 =141, 
S 2Vx vo—va: 
[vs -2.dıe = y% (Vi — VI) YA — 1) = 1. 


Wäre z. B./A—6r — 7 fir x = 0, fo hätte man 
allgemein : Ju—batsda=Trin 20m. 





Art. 14. Die Sinnmifäe Reihe: 


n__ n + en n(n—1) —eS 


L 2 
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giebt, menn man n unendlich groß fegt, fo daß 1, 2, 3 u. f. w. gegen n 
re 


3 


Segt man ferne x = dz, und fltt n = 17 fo erhält man 


* 1/2\,,.. 4 3 
(1+da)* =1+2.d2+(4.) dar+ (Z das+... 
=i+T7t7 tms tıasat 


nehmen wir enblih x = 1, fo erhalten wir 
1 


Atda" tt mt: = 2T18R8..., 
eine Zahl, welche ſtets durch den Buchftaben e bezeichnet und bie Bafis 
des natärlihen oder hyperbolifhen Potenzen- oder Logas 
rithbmen:Spflemes genannt wird. 

1 


— HL 


Da (i + da“ = ſa 4 da)“* = e”, fo bat man bier: 


nach für die fogenannte Erponentialfunktion e” die Reihe: 


& x ar a8 af 
e-irTtiatTast ins 


Segt man a = em fo ift Ym = Log. nal.a, d. i. der natür- 
liche ober hoperboliſche Logarithme von a, und daher 


u > meer =1+ Nor Or =) rd 


x 
Sept man y= a” — e”, fo hat man umgekehrt 
x = Log. y und = =="Log.nat. y, baher 
Log.,y = m Log. nal. y, fo wie umgelehrt 
Log nat.y ober Log., y = 7 Log. Y: 


Die Zahl m beißt der Modul des der Grundzahl a entfprechenden 
Logarithmenfpftemes. Es laͤßt ſich alfo mit Huͤlfe deffelben der natürliche 
Logarithme in jeden kuͤnſtlichen, und umgekehrt ein folher in den natuͤr⸗ 
lichen verwandeln. Für das Briggifche Logarithmenſyſtem ift die Bafıs 
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a = 10, daher Ym — Log. nat. 10 = 230258... ., und umgefehrt 


der Mobul m — 


1 
Log.nat. 10 


— 0,43429 ... 


Es ift alfo Log. y — 0,4342) Log. nat. y, und 


Log.nat.y = 2,30258 Log. y. 


(Vergleiche Ingenieur, Seite 136 u. f. w.) 


Art. 15. Der Lauf der Gurven, welche den Erponentiatfunftionen 


z 
y=e ober y = 10” entfprechen, wird durch Sig. 25. veranfchaulicht. 
Big. 25. 





Fur z=0 iſt in beiden 
Faͤllen / ⸗ eo ao ⸗ 1, 
deshalb gehen denn auch beide 
Gurven PR und QS durch 
denfelben Punkt (O) in ber 
Drdinatenare. Fuͤr =1, 
getty=e — 2718.., 


und y — 10° = 10, für 
x 2, giebt 

y = e* =2,1182—=17,389 
und y= 10” =10?=100 
u. f. w.; es fleigen alfo auf 
der pofitiven Seite ber Ab- 
feiffenare beide Curven, zu: 
mal aber Die le&tere, fehr 
ftart an; bagegen ift für 
a — 1: 


ee — eg! = : 
= 2,718... 
= (0,368 und 
10— 10 '= 01; 
ferner rc = — 2, 
x -2 1 
Pe = 2790135 
und 10° —=10 ? — 0,01; 
endlich für 2 = — w, ges 
ben beide Gleichungen 
-a _ 1 4 


Es nähern fi) alſo beide Curven auf der negativen Seite ber Adfeif- 


2* 
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fenage diefer Are immer mehr und mehr, und zwar bie legtere mehr als 
die erftere; jedoch findet ein wirkliches Zuſammentreffen mit dieſer Axe 
nie Statt. 


Da aus y= e”, x — Log. nat. y und ebenfo 
aus y=a”,a— Log., y folgt, 


fo geben diefe Curven auch eine Scala der natärlichen und Briggifchen 
Logarithmen ab; es find nämlich die Abfciffen die Logarithmen der Ordi⸗ 
naten; es ift 5. 2. AM= Log.nat.MP == Log. MQ un. ſ. w. 


rt. 16. Das Differenzial der Erponentialfunftion y= a” ergiebt 
fidy durch Anwendung der allgemeinfter Regel- be Differenziisend: 


dy=at®_ a "a. a’. Log a‘ ee 
da aber bie Erponentialreihe | on 
"=1+.+%ln es 
rer 
giebt, und der legte Werth ai je = geſetzt werden kann, ſo 


erhaͤlt man hiernach dy = a (1 + * — 1): d. i. 


l. d(a”) = em 





= In.a.a”d x, und a=e, ſo w wie m—11 geſeht. 


1*). d (42) = e”da. 
Der Tangentenwinkel & der Erponentialeuroe r Folglich beſtimmt durch 
die einfache Formel: 


d ad a 
lang .E nal. a. 


Bei der Curve OS, $ig.25., ift folglich die Subtang.=y colg.a=m, 
alfo conftant, und bei ber Gurve PR if fie ftets = 1. 
Durdy Umkehrung giebt bie erfte ber beiden Differenzialformeln : 


dae=m. da aw), oder ftatt z, y geſetzt, 
a” 
y 

dy=mia) 
a’ 


nun if ade für — 0’, y= Log., ©, daher hat man: 
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m It _ __GE__ 
x “a Log.nat.a’ 
1*%. d(Zog.nat x) —— 
Mittels dieſer vier Regeln ſind nun leicht folgende Beiſpiele durchzu⸗ 
rechnen. 
d (et) tg (30 +1)=3E"t!az. 


aya _ dc") _ „x "ds _de 
d (Log.nat. Ya) = — * ==, 7 — 


u. d(lg, 2) = fo wie 








oder auch — — nal.x) = = Yad(Log. nat. =: 


—=d (Log. (2 4 x) — Log 2] 
4 Log. (2 +2) — d Log. (02) 





_ da _„de__(dta)da 
2 "a 0 0 ER +e) 


Art, 17. Wenn man die Differenzialformeln des vorigen Artikels um: 
kehrt, fo ſtoͤßt man, wie folgt, auf andere wichtige Integralformeln. 


= _ a”’de Naẽ dæ ⸗ 
Aus d(a) = m’ pie (= a ‚di 
1. [a”dz = ma” = a” : Log. nal. a, und baher 
I). fe" da = e”. 
g mdx mdx 
Ferner aus d (Log., x) = —, vo [Er ung, z,d.i. 





dz 1 
11. S- zen Log, x — Log. nal. x, und baffelbe giebt auch 


die Formel d ( Log. nat. 2) = “= 


Hiernad) laſſen ſich leicht folgende Beifpiele berechnen. 
Je” ldiı= „fer! döc—1)=% er, 


3dz _ d7co+2) __ 
7c+2 = "cr —= %, Log. nat. (7x +2) 


— Ser rn) 


= /ıdaı + füry2 JERTN — tn +2 Zog.nal.(c—1). 
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et 
Die erſte Integralformei / =” dx — — laͤßt das legte Integral 
unbeflimmt, denn m—=— 1 geſetzt, folgt 

= = Sa 'd= z + eine Eonftante = oo + Gonftante; 


fegen wir aber m —= 1 + u, alfo de = dü, fo erhalten wir 





en eltern )adu, und daher 
2 nn = /lU-utw— urn Dre 


= Sdu— Sudu +/wdu—/[wdu +. 
u?. 43 
| =u-5 45-54: Bu 
es läßt ſich alfo auch Zog.nat. (1 +uy=u-5 + z — + „oder 


(1%) (0-1)? 
+ got 


II. Log.nat. 2—=(0— 1)— er 


fegen. 


Mit Hätfe.diefer Reihe laffen fich die Logarithmen folcher Zahlen be- 
rechnen, welche. wenig von 1 abweichen, hat man aber von größeren Zah⸗ 
len bie Logarithmen zu finden, fo fohlage man, folgenden Weg ein. 

Nimmt man u negativ, fo giebt die vorleßte Reihe: 

u us WM. 
Log. nat. U-)=—u— — — 7 —.3; 
und es folgt nun durch die Subtraction beider Reihen: 


Eog.nat. ragen Wert + < +..), bi. 
Log. nat. te) =? („+3 + +2 +. .). oder 
re =xg, alſo u = = gefegt, 


c—1 (c—1\? 
IV. Log.nal.zo = rl) +, =) +. J 
Dieſe Reihe ift auch zur Beſtimmung der kogatithmen — von ſolchen 


—1 
—* 





Zahlen zu gebrauchen, welche bedeutend von 1 abweichen, da — ſtets 


unter 1 iſt. 
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Es ift auch Zog.(@+y)— Log.x== Log. + Ey) 10g. (1 + » 


EROOR 


— y (_I_Y 
— + 
und daher 


Diefe Kormel iſt anzuwenden, um aus einem Sogariämen einen naͤchſt 
größeren zu berechnen. 


2—1 

3.8. bogaa2= 2 [371 + 4. — + | 
er +Y%. mtb: Wat -:) 
0,33333 
0,01234 
0,00082 
. | 0,00007 
genauer . == 0,69314718.. 
Log nat.8 — Log.nat.2? = 3 Log. nat. 2 iſt hiernach — :2,0794415, 

und endlich nach ber legten Formel 
Log.nat.10 = ; Log.nat. (8&+2) 


= Log. nal. s+2 — Ca) *. ] 


= 2,0794415 + 0,2231436 = 2,302585. 
(Vergl. Artikel 14.). 











—2 = 2. 0,34656 == 0,69312, 


Art. 18. Von praßtifcher Wichtigkeit find endlich noch die trigonome: 
teifhen und Kreisfunktionen, weshalb wir deren Differenziale und 
Integrale ebenfall& noch kennen lernen müffen. 


Die Funktion y=sin.z giebt fr 0, y=0; 
ri = — =(0,185.. y= v * 0,707, 


4 
fr 2 = * yal, frıo=n, 0; 
hen, y=—IA, fra =2z, y=0Puf.m.. 


trägt man daher © als Abfeiffen AO und y als die entfpredenden Dr: 
dinatn OP auf, fo erhält man die fehlangenförmige Eurve (APBC 2x), 
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Fig. 26., welche fi nad) beiden Seiten von A ins Unendliche fortfegen 

laͤßt. Die Funktion y= 008.2 giebt fr 0, 1, fr = — 
Fig. 26. 





Vm fltc= 7’ Ey, fra=ı, — fuͤr = Ya,y=0, 


fr x—=2m, y= ri u. . w.; ihr entfpricht daher genau diefelbe Schlangen: 
linie (+ 1 PZ De = ) wie der Sinusfunktion, nur iſt dieſelbe 


auf den er. um 1,x = 1,570... weiter vor oder hinter der 
Sinuscurve. 

Ganz anders ſind aber die geſtaltet, welche den Funktionen 
y= lang. x und y== colang. entſprechen. Setzt man in y=lang.z, 
=, Yr, Yr, fo erhält man y== 0, 1, o, und daher eine Curve 
(AQE), welche fich einer durch den Theilpuntt (2) der Abfeiffenare AX 
gehenden Parallele zur Ordinatenare A Y immer mehr und mehr nähert, 
ohne fie je zu erreichen. Nimmt man ferner x = z X, Y,r, fo er: 
hält man y = — 0,0, + ©, und daher eine Curve (Fr G), die fi 
den Parallelen durch (2) und (%,7) bis ins Unendliche nähert, ober 


wie man fagt, diefe Parallelen zu Aſymptoten hat, 
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Dei ferneren Annahmen für zo wiederholen ſich diefelben Werthe von y, 
und deshalb wird alfo aud, der Funktion y — fang. x durch lauter 
Curden wie (Fr G), welche um x in der Richtung der Abfeiffenare von 
einander abſtehen, entfprochen. - 

Die Funktion 


y=colang.x, ‚giebt fuͤr = 0, = 


4' 8 
daher neſpticht derſelben eine Curve (KO 7 L), welche von der Tan⸗ 
genteneturve nur der Lage nach verfchieden iſt; auch iſt leicht einzuſehen, 
daß noch unendlich viele Curvenzweige, wie z. B. (M N) uf. w. 
diefer Funktion angehören. 


a 0. 1,0, —o, 


Art. 419. Die Differenziale der trigonometrifchen Linien oder Funktionen 
ergeben fi ch durch Betrachtung ber Sigur 27., in welcher 


Fig. 27. CA=CP=CQ=1, Bog. AP=2, PO= da, 
ferner 
'PM = sın.x CH =cos. a, AS= lang.z, 
j endlich 
00 = NQ—MP = Sin. p4 do) —- sın.x 
== dsm.x, 


OP=—(CN—CM) =—c0s.(c+dx)—cos.x 
= —dcos.x, und 

ST=AT—AS = tang.(x + dx) — tang.z 
== d tang.o ifl. 

Da das Bogenelement PO rechtwinkelig auf 
dem Halbmeffer CP fleht, und der Winkel PCA 
zwifchen zwei Linien CP und CA dem Winkel 
POO zwiſchen ihren Perpendikeln PQ und OO 
gleich ift, fo find die Dreiede CPM und QPO 
einander ähnlich, und es iſt: 
oQ _ d sin. __ C08. X 











POT . i. ds —, daher 
I. d4d Sin. æ cos.x.dx; ebenſo auch 
OP_ PM di —deos.z _ sin.z d. i 
PO” CP' da 71 °'7°7 
ll, d (cos. ) = — sin. zde. 


Man erfieht hieraus, daß Meine Kehler im Bogen oder Winkel auf den 
Sinus um fo mehr Einfluß haben, je größer cos. x, je Bleiner alfo der 
Bogen oder Winkel ift, daß dagegen biefeiben den Cofinus um fo mehr 
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verändern, je größer san. x ift, je mehr alfo der Bogen fich 3 näbert, 


und daß endlich das Differenzial des Coſinus das entgegengefegte Zeichen 
von dem des Bogens bat, alfo, wie bekannt, eine Zunahme von 2 eine 
Abnahme von cos. © liefert, und umgekehrt eine Abnahme von x ein 
Wachſen von cos. x giebt. 
Legt man SR rechtwinkelig auf OT, fo erhält man ein Dreied SAT, 
welches wegen der Gleichheit der Winkel ATS und CON oder  CPM dem 
Dreiecke C PM ähnlich ift, und weshalb man hat: 








.ST_ECR |, ding no - 1 
SR CH "m TSR 7 cos® 
PQ CS.dx 
Nun tft aber auch = GP d. i. SR — — und 
0S= sean.ıc = —, daher SR = dz und 
C0S.% 1 COS. X 
| _ 4% 
1. de(tang.x) = (cos z)° 
gäbe man flutt x, > — x, alfo ftutt dx, d (3 — 2)=—dz 


ein, fo erhalt man 


d tang. (= — I-- d. i. 
(7: 


dx 
IV. d (colg.a) = — (in.a 
Durch Umkehrung geben diefe Formeln fhr das Differenziat des Bogens : 
dsin.x d d eos. & 

da= Lo m“ = (cos. 2)? d tang. æ 

= — (sin. 2)? d eotang. x, 

oder 
du MI _ _ _ d cos. x — d lang. & 
. Yin. VY1— (cos.z2”%?_ 1tllang.o)? 
_ d cotang. x | 
1-Heotang 2)? 


Bezeichnet man nun sin. z buch) y, und X durch arc. (sin. = y), fo 
erhält man: 





dy 
V. dare.(sn.=y)= ‚ und auf gleiche Weife findet man 


"VE dare. (os.=y) = — — ‚ endlich 


Vi 


Hülfslehren aus der Analyſis. 27 
VII. d arc. (lang. = y) = Ip fo wie 
_4y_ 
i+y 
Art. 20. Die Iegten Differenziatformeln geben durch Umkehrung folgende 
Integralformein 


. /cos.xdx = sin.z, 


VI d are. (cotang. = y) = — 











l. [sn.zde = — cos.z, 
dz 
II. = . 
05.08 tang.z, 
dz 
IV, — — — — .W, 
sin. x? colg. = 
ferner: 
Vv. ds = arc. (sin. = %) = — arc. (cös. = x), 
Ya 
— 





= Orc. (tang. : = x) = — art. (cotang, = x), 


und hierzu —5 id) leicht noch folgende finden. 
Es iſt d(LZog.nal.sin.z) = dsin.z = cos. nd _ = colg.o..dz, 
folglich 
VII. /cotq. æ dx = Log.nat.sin.a, ebenfo 
VII ftang.xdx = — Log.nal.cos.x; 





d tanqg. _ da 
ferner d (Log nal.tang. x) * Tanga = 608.22 tang.& 
_ dz 4020) 
sin. 008.2 sSin. 20 
IR, daher d (Log.nat.tg. In) = ine und 
da 
— 3 > Log. nat. lang. — 2, ebenfo 
dx z X 
xl, — * Log. nat. tang. (= + =) 
r & 
== Log. nat. cotg. (= — =) 
i _-a do _cei—a)+bi+n) 
FT ige t IE ran ee 


fly 1=a(1— x) + b(1+0). Nimmt man 1 +20, alſo = —1, 
ſo ehlıt man hiernach 1 —= a(1 + 1), daher a = Y,, und nimmt man’ 
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1—2=P0, alſo 2 —= 1, ſo ergiebt fih 1 = 25, daher 6 = = Ya und 


1 _M_ 1 
Im” 1+z + T1_z’ endlich aber 


dx dx 
Ta —e nr JS +2 + If 1—ıx 
me, Log.nat.(1 + x) — YLog.natl.(1— x), 








d. i. 
dz 1 
a ( = 1% Log. nat. (= , und ebenfo 








d 

x. ) ———— = % 109. nat. —9. 

Endlich iſt 
x S- — = Log.nat. (© + V1-+22) fo wie 








XV, NE = Log.nat. (0 + va?—-1). 





dx 
Ir. zu finden, darf man nur 

1 - durch Divifion in. eine Reihe verwandeln. und dann Glied für 
Glied integriren. Man erhätt fo 


— —.., u 


Art. 21. Um are. (tang. x) = 


a 








1+2 | 
dz 
IE = Sds— [dr +/ ade — [eds +.. 
7 
1. are. (lang. =a) =x -— _ + zZ — T — PD. 


= = arc. (tang =1)=1— * %— "ht B —.. alfo den 
Halbkreis — dl — art Y—Yt+tY—..), ode 
> = arc.(tan. = Yzy YU—hNYt+Y My Vr+..), 


folgih = 6 Yy YA + Y— Yo + -:) = 31415926 ... 
Auf gleiche Weife erhält man aus 
1 


In 1-1 Yu Hy + NH. 
⸗ Sdac+Y,/adao+Y/xtda + Y/da+.., d.i. 


12% 1.327 193.50 
are. (sn. =a)=0 +57 3 t373 t35371, 7 + 
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z. B. * = u¶ro. Ein. m 1/.) = 1 (1 4 4 — 4 16 4 . .), alfo 
1,04167 

3 3 0,00468 ? — 3,141... 
0,00070 


Ferner iſt, wenn man 
sin. = At 4A + A202 + A208 + 4A +... fest, 


x = 





RN) — = A + 2Ac + 3A + Am +... 

EEE — ginn = 24,4 2.340 + 3.4400 +... 

Am _ _ 008.0 = 2.3.4, +2.3.4.A0 +... 
d(cos.2) _ 2 —_ 

- 7, mom=234A+.. 





Run ift aber für © —= 0, sin.z = 0, und 608.0 — 1, daher folgt 

aus der erften Reihe A, = 0, aus ber zweiten A, = cos.0 — 1, aus 

ı , 1 j \ 

237° aus ber fünften | 

A=0uf.w. und wenn man biefe Werthe in bie fingirte Reihe ein- 
fest, die Sinusreihe: 


der dritten A, = 0, auß der vierten A, = — 





In. sn.a=7T 173 + 1305 — — —— 
Auf gleiche Weiſe ergiebt ſich | 

IV. cos.x = 1-7 + —— — 23 755 + ic., ferner 
V. uga=+ +4,09 +...m 

VI. cotang. x =—— — ——— — xx. 


Gergl. Ingenieur, Seite 225.) 


Ar. 22. Iſt / (œ) ꝙ (A), d. i. ein Produkt von zwei Funktionen 

der Urvariablen , fo hat man für das Differenzial 
dy= fa +da)py( +da)—f(a)p(z), oder 

fa + da)=/[(@) +dfa) und ga +da)=y(X) +dypz) 
fubftituirt, | 
‚ 4y=[f(@) + dfl@)) [pı@) + dpla)] — GW) ), alfo, wenn 
man die Multiplication ausführt, und (a) P(m) gegen fa) P(z) hebt, 
dy = pla).dfl@) + fio).dylm) + df(@). dpi), und endlich, 
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wenn man df(z).dgp(x) ars ein Produkt zweier Elemente ober unend- 
lich Heiner Größen auffallen läßt, 


. di / pa) = Pla)df(@) + fla)dp(a). 
3.8. d(@®Log.nat.x) = Log.nat.x.d(x) Log. nat. 


= Log.nal.x.2xdz +2. =: = (2Log. nad.c+1)adı. 
Ferner 
da —1) VRFII= VT +92—1) dj +1)" 
dz 222 —c +1 
= Var+i1.3dr + 0 —1). —eE_ — ZIERT gg. 
Vertt Bde 4 Ba). a ag de 
Umgefehrt giebt diefe Formel 


dlfix) p(@)) — pa) dfiz 
(X) 





dpa) = ‚ oder fÜ) PR) = Hm) 


und Feigich (x) = T& Ga geſetzt, 


dv(o) — Sn df(«) , 
dp(&) = 7) ‚bi. 
Ya) _ ads a vadf@ 
fa) fo)? 
a | _ re de -erd 
2.4 — (© +2} 
_ a+N22de— (a? —I)dze +40 +1 d 
— (© +2? .,&+2% 


Durch Umkehrung ber vorlegten Differenziatformel erhält man endlich 
noch folgende unter dem Namen der Rebuctionsformel befannte In⸗ 
tegralzegel: f(m) pa) = Sypla)dfi@) + fa) dp), oder 

11. Sp(a)df(a) = . 

3.8. [Log.nat.x.da = Log.nat.x. x — Sx.dLog.nat.x 


— vlLog.nal.x — md 





—= x (Log.nal.= —1). 


[eide=me — fe. 22dae= are —2/n.e da 
= me’ — 2 — Stdn) = re — re" — e”) 
— (02 — 20 +2) e*. 
Art. 23. Eine Fläche ABC, Fig. 28., welche von einer Gurve AB und 


ihren Coordinaten AC und BC begrenzt wird, laͤßt fi durch unendlich 
viele Ordinaten wie MP, NO u f. w. in lauter ftreifenförmige Elemente 
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von der conftanten Breite MN = dx und der veränderlihen Länge 
MP y zerlegen, fegen wir daher biefen Slädhenraum ABC = F, fo 
haben wir für fein Eiement MNOP: dF=ydz, 
und daher für ihn feibft: - F=/Syda. 

3. 3. für eine Parabel mit dem Parameter p iſt ? — Pz, und Bayer 
für die Flaͤche derfelben 


F=/SVpxdz= VpJa"de = vro\ _ — — = Yayı 


Die Parabeiflihe ABC ift alſo zwei Drittel von dem ſie umſchließenden 
Rechtecke ACBD. 


Big. 29. 





Dieſe Formel gilt auch für ſchiefwinkelige, unter einem Winkel & zuſam⸗ 
menfloßende Coordinaten, 3. B. für die Flaͤche ABC, Fig. 29., wenn nur 
Ratt BC = y der Normalabftand BN = ysin.a eingeſetzt wird; man 
bat alfo hier F = sin.a/fydz, 3. B. bei der Parabeifläche, wenn bie 
Abfeiffenare AX einen Durchmeffer und die erg AY eine Tan⸗ 


gente der Parabel bildet, alfo Y = px = I —— ift (f. Ingenieur Seite 


243.), F= ?,2ysin.a, d. i. Flaͤche ABC —=%/, Parallelogramm ABC D. 
Fig. 30. Fuͤr eine Flaͤche B CE,B, = F zwifchen 
. Ä den Abfciffen AC, = c, und AC = c, Fig. 


c 


30., iſt nad Artikel 12, F= J, ydı. 
a? . ce a?dz 
3.8 fry=—iF= er 


= a? (Log. nat. c, — Log.nat. c), b. i. 


F = a? Log. nat. 4 





2 
Der Gleichung — entfpricht die oben in 
Artikel 3 kennen geletnte Curve PO, Fig. 31. (f. folgd. Seite), und wenn 
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daher AN == cı md AM == e iſt, fo giebt F= a? Log. nat. (%t) 


Big. 31. ben Stächeneaum von ANOP an. 

— Nimmt man nod der Einfachheit 
men, a=c= 1, fo hat man 
F == Log. nat. x; es find bier: 
nach die Slähenräume (1 M Pi), 
(1NOt)u. f. w. die natürlichen 
Logarithmen der Abſciſſen AM, AN 
u. f. w. Die Curve ſelbſt ift eine 
fogenannte gleichfeitige Hyperbel, 
und die Geraden AX und AP, wel: 
chen fich die Curve inımer mehr und 
2 mehr nähert, ohne fie zu erreichen, 
find die Afymptoten derfelben. 
Wegen diefes ———— zwiſchen den Abſciſſen und den Flaͤchen⸗ 
raͤumen, werden die natuͤrlichen Logarithmen ſehr oft hyperboliſche Loga⸗ 
rithmen genannt. 





Art. 24. Man kann auch jedes Integral /ydaz = Sp * x gleich 
dem Inhalte einer Fläche F fegen, und wenn fi nun die Integration 
ducch eine der bekannten Regeln nicht vollziehen läßt, fo Tann man es 
wenigftens annähernd finden, wenn man durch Anmendung der befannten 
geometrifhen Hälfsmittel den Inhalt des entfprechenden Flaͤchenraumes 
ausmittelt. 

Kür eine Flaͤche APON, Fig. 32., die durch die Grundlinie AN = & 

Fig. 32. und durch die drei gleich weit von einander ab⸗ 
. ſtehenden Ordinaten AB= y, MP=y, und 
N? = y beftimmt ift, hat man = trapezoidalen 


Theil ABQN=F, =(y + yo) Z und den feg- 


PA mentförmigen Theil BPOS, wenn z BPO als 
| _ anfieht, 
— 2,PS.BR= Y(MP—MS). AN 


= % (y— Vor) z, 
daher die ganze Flaͤche 
F=R+Rn=| 444% (u %+#)] o 


= Y,Yyty)tyyla= (Ytiyty). 7: 








Bi 2 — 
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Führt man eine mittlere Orxbinate y ein, und fest F=xy, fo erhält 
man biernadh für diefelbe: 

Y = 

Um nun hiernach den Inhalt einer Flaͤche MABN, Sig. 33., zu fin- 
eig. 33 den, welche über einer gegebenen Grund» 

5 linie MN = x fteht, und durch eine 

* — ungerade Anzahl von Ordinaten %,, 

Yır Yo» Ya - .. Yu beflimmt ift, durch 
biefe alfo in eine gerade Anzahl von 
gleich breiten Streifen zerlegt wird, bes 
darf es nur einer. wiederholten Anwen» 
dung ber lebten Regel. Es iſt die 


Breite eines Streifene — — und 
hiernach die Fläche 

+4y,+y% 22 
des erſten Streifenpaaree = —— — 


Yt Fyı + Ya 
6 





n 
» zweiten » ytrinty 2% 

6 n’ 
» dritten —* —— = u. ſ. m.;. 


alſo der Inhalt der erſten ſechs — oder erſten drei Streifenpaare, 
da hir n = 6 iſt: 


F=(yv+t4iyt?yt+4y +2y, +r4y + Yes) 3 


= [y+y +4 tut) + 2 ty) 75; 
und nun leicht zu ermeffen, daß der Inhalt einer in vier Streifenpaare 
jerlegten Flaͤche 
F=lyt+ytiy ty tut +2 tut Hl 35 
und daß allgemein für eine Stäche aus n Streifen 


F=Wyoty.+ tt tu) +2 Wet yat + Yen] zu if 
Auch iſt die mittlere Höhe einer ſolchen Flaͤche 
yaytytiy tut ——— 
3n ua 


wobei n flets eine gerade Zahl fein muß. | 
Diefe unter dem Namen der Simpfon’fchen Regel befannte Kormel 
(f. Ingenieur &, 254.) findet ihre Anwendung bei der Beſtimmung eines 
l. 3 
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Integrales J. ei yda= J. 1) (z)dx, wenn mnz=c — c 
in eine gerade Anzahl n gleiches. Theile theilt, bie Ordinaten 


Y=Plo), ı=Y (+), Y=9 (4423). 


3 
Vz — 9 (« +2)... ie Y=p(z) 
beeechnet, und diefe-Werthe in. die Kormel 


I yaa=f, p (2) dx u B | . 
= Ytytiyıtyt- Hu) +2 ty +. EL 
einſetzt. 
1 


B. — * Dgiebt, da hier ge —2211 und 6 27 
iſt, wenn man n = 6, alſo = = ri —= 1, nimmt, 
1 1 " 1 
y=T= 1,0000, y, = Zu ya, == 0,1500, 
1 


- 6 
y=3;5 78 0, 6666, ur = 0,6000, 3*5* 0,5454 


und y, = 0,5000, daher 
Y+y=1,5000, y+Yy+Yy = 2,0692 und y+Yy,— 1,3500, 
und F geſuchte Integral 
12,4768 


fr: — ‚5000-+4.2,0692+2.1,3500). = — 7 ==0,69315. 


Nach Artikel 17. ift aber f® — == Log. nat, 2 — Log. nat. 1 


= 0,693147, 
alfo bie —E die erwuͤnſchte. 


F. 25. Im Folgenden ſoll noch eine andere Regel mitgetheilt werden, 
welche audy bei einer ungeraden Anzahl n von Streifen angewendet wer 
den Tann. Behandelt man ein fehr gedrädtes Segment AMB, Fig. 34., 

"Fig. 38. als ein Parabelfegment, fo Bat man 
nach Art.23. für den Inhalt deffelben 
F=%,AB.MD, oder, wenn AT und 
BT Zangenten an den Enden A und B 
find, und deshalb CT= 2 CM if, 


F=% ar, — Y, de 
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Dreieckes ATB = des gleichhohen gleichſchenkligen Dreiedes ASB, 
und alſo ah = yAC.CS=Y,AC? . tang. SAC. Der Winkel 
SAC=SBCit= TAC + TAS=TBC— TBS; fest man 
daher bie Meinen Winkel TAS und TBS einander glei, fo nu man 
für diefelben 





TS=TB5 = Ze in 
SAC= rac + BEZ TAC _ TacH IBO SHE, 


wenn man die Tangentenwinkel ZAC und TBC durd) d und & bezeichnet. 
Da nun noch AC= BC=1,AB = % Sehne s tft, fo hat man 
ö+e 








F= Y, 8? tang. 


Diefe Formel laͤßt ſich nun auch auf das Klächenftüd MABN, Fig. 35., 
anwenden, deffen Tangentenwinkel TAD —= « und TBE = ß gegeben 
Fig. 35. find; fegt man naͤmlich nod den Sch» 
 nenmwintee BAD =- ABE= =6,f 
bat man 
TAB=d = TAD—-BAD=a— 6 
und 
TBE=s:=ABE—TBE=o—B, 
daher 
ö6+E = a—ß 
und das Segment über AB: 

F = 1, 82 tang. (ZB), 
oder, wegen ber Kleinheit von & — B, 
— 8* 8 ( tang.a—lang.f 
er a u VAN: + tang. tang. ß 
und B nicht bedeutend von einander abmweichen und deshalb in 
lang. & tang.ß ftatt @ und B der Mittelmerth © eingefegt wird, 

2: lang. — tang. ß 
"= Ya. 1 + lang. 
und alfo flatt s cos. .die Grundlinie MN —=:r fubflituirt, 





‚ oder, wenn a 


— Yn 82 008.0 (lang.e — tang.ß), 


F= 2 „ (lang. & — lang.ß), 


und daher das ganze — MABN, wenn y, und y, deſſen Ordi⸗ 
min MA und NB — 


FR = . 3%) 3 + (tang. « — tan. 17. 
3* 
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Stoͤßt an das vorige Flaͤchenſtuͤck noch ein anderes VRCO mit einer 
gleichen Grundlinie NO = 2, den Drbinaten BN und CO = y, und 
"Yo und den Tangentenwinkeln SBEF= B md SCG =, fo bat man 
für * den Inhait 


= (+ y) > 7 + ang.ß — lang. nz 
und daher F das Ganze, da ſich — tang. ß gegen 4 "ang. ß — 
F=FR+R=(Yyp+YytYy)z + (tang.a — tang.y) 5 
Für eine Flaͤche aus drei gleichbreiten Streifen ift ebenfo, wenn a ben 
Zangentenwinkel des Anfangs » und Ö den bes Endpunttes bezeichnet 
F=(%y+tYyıtYyat+'%Y) © + (lang. æ — tang. 6) 5 


und allgemein fuͤr eine durch die Abfeiffen — x = ‚ * ... D, die 

Ordinaten yo, Yı> Ya --- y, und bie Tangentenwinkel a, &ı » .. a, be: 

ſtimmtes Flaͤchenſtuͤck 

F=lyyotYıt yet +9, +44) + Ya lt9- ige) —2 
ein Integral 

"ya = |." p (a) de 


c c 


= Yyotyıt atty,_ı +49) E+ Yalga-1g0,) (2) 
wird hiernach gefunden, wenn man = = 2 c ft 
Y=P(d), ı=PY (c+ =) Yz==P9 ( +22 
=, +) nase). 
fo wie lang.a = 2, — v (0), = % (c) und Lang. eo =v (c,) be 
rechnet, und diefe Werthe in diefe Gleichung einfegt. 


2 
3.8. fü Si: dz bat man, wenn n==6 angenommen wird, da hier 
mamemini=imyre=, iſt, 


1 
0 7*1, * =Y% y=% ä M %= 9% 


d 1 
Y = 9%, und % = %n, ferner da ſich NY — = I— za be 


ausfleflt, an. —Y=— 1 und kan, ya = — Ya — Y,, und 
daher ift 
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NEU Hrn NN HH Ya 
0 y Yıp Ya = 0,69487 — 0,80173 == 0,6931. 
(Vergleiche das Beifpiel des vorigen Artikels.) 


$. 26. Aus der Steihung y —= f(x) zwiſchen ben Coordinaten 
AM=xz und MP=y ($ig. 36.) einer Curve muß ſich auch eine 
Fig. 36. Gleichung zwifchen. dem Bogen 
— — 8 und der einen ober der 
anderen der beiden Goordinaten 
, ableiten laſſen. Laͤßt man x 
um MN=PR= dæ madı 
fen, fo nimmt y um RQ = dy 
und s um das Element ds 
‚zu, und es ift dem Ppthagoraͤi⸗ 
ſchen Eehrfage zu Folge 
| PR = PR+ÖOR,d i. 
ds? = da? + di£, alfo 
ds = vdaz?+dy?, und hiernach des Saunen ſelbſt 
s—/vVdarR+dy. 
3.8. für die Neil’fche Parabel (f. Fig. 15.), beren Seigung — 
iR, hat man Zaydy = 3a2dz, daher 
322 da =. dar 9% d 22 
2ay 


hiernach ds? —= ( + 2) da? und ‚ | | 
* Y : , 
= Wı+% + er d(72 
_ 30 Ya — 0, ya) — Y.c\3 
= fü du= Yu — (6148 
Um die hierzu noͤthige Conſtante zu finden, wollen wir s mit x und y 
zugleich anfangen laffen. Wir erhalten dann 
— 0 vis + Eon., alfo Con. = — %, a und 
— 3 | 9% 5 — ] 
= [VG + BJ - 1] 
z. B. für das Stud AP, deſſen Abfciffe © = a ift, 


= ma VW? — 1] = 1,136 a. 
Führt man noch den Tangentenwintet OPR= PTM= « ($ig. 36.) 
ein, fo hat man auch 








dy= 
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OR = PQ.sm.QO PR und PR= PO cos. OPR, b. i 
dy = ds sin.a und da = ds cos.a, 


und alfo außer fang.« = Sy (f. Art. 5.) aud 


na dy _ da hr 
sin. & 7: und cos.a = Ts’ fo wie noch 


— a _ 
s=/Vitlang.a. m sin.ea J cos. 
Iſt nun die Gleichung zwifchen zwei der Größen x, y, s.und @ geges 
ben, fo ann man hiernach auch Gleichungen zwifchen je zwei anderen 
a 8 
di ö d B. cos. = —————,, fo bat man 
iefer Größen finden. Iſt z. 0 — ſo h t ma : 
dz = ds cos. ee und | 


= (en —ı, = ud Aral fu *duzu du 


— VR+E2 + Con., wenn nun © und 8 zugleid Null find, 
= V 2+832— c. 
$. 27. Eine Geräde winkelrecht zur Tangente PT, Sig. 37., ift auch 


normal zur Berührungsftelle P der Curve, weil die Zangente die Richtung 
Bi 37. 





— —— 








dieſer Stelle angiebt. Das Stůe PK diefer Linie vom Berührungs: 
punfte P bis Abfeiffenare, heißt Normale ſchlechtweg, und die Projecs 
tion MK deffelben in der Abfeiffenare Subnormale. Fuͤr die legtere 
bat man, da der Winkel MPK dem Tangentenwinkel PTM = « gleich 
ft, ME=MP.tang.a, d. i. 


Subnormale = ytang.a = y er j 
3. B. für die Parabel, wo — = pe, alſo dy —— iſt, 


Subnormale = y 2, = 3. alſo — 
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Errichtet man ferner in einem zweiten, dem P unendlid nahen Punkte 
Q eine andere Normallinie OC, fo erhält man in dem Durchſchnitts⸗ 
puntte C zwifchen beiden ein Centrum für einen durch beide Beruͤhrungs⸗ 
puntte P und O zu befchreibenden Kreis, den fogenannten Kruͤm⸗ 
mungsfreis, und es find die Städe CP und CO der Normallinien 
die Hatbmeffer dieſes Kreifes oder die fogenannten Kruͤmmungshalb⸗ 
meffer. Jedenfalls iſt diefer Kreis derjenige unter allen durch P und Q 
zu legenben Kreiſen, welcher fi am meiften an das Gurvenelement PO 
anfchmiegt, und deshalb anzunehmen, daß fein Bogen PQ mit bem Eur: 
venelemente PO zufammenfalle. 

Bezeidmen wir den Kruͤmmungshalbmeſſer CP= CQ burd r, den 
Curvenbogen AP durch s, alfo fein Element PO durd ds, und den 
Tangentenwinkel oder Bogen von PTM buch «a, alfo fein Element 
SUM — STM,».i. — UST=— PCQO, durd da, fo haben mir 
einfach, da PO = CP. Bog. des Winkels PCQO if, d= — rde, 
und folglidy den Krömmungshalbmeffer r=— =. j 

Gewöhnlich läßt fi & nur mittels der Goordinatengleichung beftimmen, 


indem man feßt fang.a = 4 Nun ift aber. noch “rang. = * 





md cos. En, daher hat man 


de=coa.ding.a= 


dd . 
* Tard tang. 
Durch Umkehrung dieſer Formeln kann man auch wohl die Curve ſelbſt 
rectificiren, alfo s ſelbſt finden. 
She die Coordinaten 40 = u und OC == v des Kruͤmmungemit⸗ 
telpunktes C bat man 
u= AM + H=x+ CP sin CPH,». i. 
u=xc-+rsina, fo wie 
ve=00=MP— HP=y- CP.os. CPH, d. i. 
= V — Tr cos. 0. 
Die ftetige Folge der Krümmungsmittelpunfte giebt eine Curve, welche 
die Evolute von AP genannt wird, und beren Lauf durch bie Coordi 
naten u und v beſtimmt wird. 


(. 28. Viele Funktionen, welche in der Anwendung auf die Praris 
vetommen, laſſen ſich aus den oben kennen gelernten Hauptfunktionen 


—X e⸗* und y Sin. . y == cos. = u. f. m. zuſammen⸗ 
feten, und find daher auch die Eigenfchaften, entfprechend der Tangenten⸗ 


da 
de. .d tang. ° und 
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lage, Quabratur, Kräömmungshalbmeffer u. f. w. leicht mit Hülfe der vor⸗ 
fiehenden Lehren aufzufuchen, fo wie auch die entfprechenden Curven zu con⸗ 
ſtruiren, wie folgendes Beifpiel zeigen wird. 

Big. 38. Die Gleichung fei 


— (2-1)=2 — 02, 
Für fie ift ERBE EN folglich 
tang. ———— daher die Tan⸗ 


gente ber Abſeiſſenaxe parallel, für #2, 
d. i. & — O und ?, ferner if 
 dtang.e=2(2—1) dx, und daher für 
zselw yayk—1=— en 
Wendeyunkt. Ferner fe noch 
ds? = dx? + (2? —2x)?dıa? 
= [1 +(&@— 22)%]da2, 

und daher der Krüämmungshalbmeffer der 

[1-+@—20)) 
fi Me) Em 
wei 


FR u für 5220., = = yflam1, 


M 


Gun: r=— 





Bro, frc=2ı, r=—Y,0o=3, 
Er — — 7,905 u. f. w. 

# Die entfprechende Curve führt Fig. 38. 
vor Augen. Es ift XX die Abfeiffens 
und YTY’die Drbinatenare, A aber ber An: 
fange» oder Nullpunkt. Durch diefen geht 
nicht nur die Curve KAP, melde ber 


Gleichung yı = = entfpricht, fondbern auch 
die Cure ZAQ, welche der Gleichung 
V2 —— 28 angehört. Da y= 2a, 


fo findet man einen Punkt R der Curve, 
welcher diefer Gleichung entfpricht, wenn 
man 9==NQ von y„=NP abjiebt, alfo 
NR== NP-—NO madıt. Dies an vielen 
Stellen ausgeführt, erhält man die gefuchte 
Gurve SAWMOR, weldye bei W einen 
Wendungspunft bat, bei A und O die ae trifft, und bei A und 
M parallel mit diefer ar läuft. 
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Art. 29. Wenn für eine Funktion y = au + Bu eine Reihe von 
zufammengehörigen Werthen der Variablen u, v und y durch Beobachtung 
oder Meffung gefunden worden find, fo kann man nach denjenigen Werthen 
der Conſtanten « und 4 fragen, melche von den kleinen zufälligen und un: 
regelmäßigen Beobachtungs⸗ oder Meflungsfehlern möglichft befreit find 
und daher auch den Zufammenhang zwifchen den Größen u, v und V, wo⸗ 
von u und v auch bekannte Funktionen einer und derſelben Variablen z 
bedeuten koͤnnen, möglichft genau ausdruͤcken. Unter allen Regeln, welche 
man zur Beantwortung biefer Srage, d. i. zur Ausmittelung der möglich 
oder wahrfcheinlicy richtigften Werthe der Conftanten anmenbet, ift die fo: 
genannte Methode der Fleinften Quadrate die allgemeinfte und 
wiſſenſchaftlich begründetfte. 


Un U Yı 
Un Un Ya 
Un Uy % 


Sind die der Funktion y=eu-+ ßv entſpre⸗ 


U,, Un, Yu 


chenden Refultate der Beobachtung, fo hat man für die Beobachtung: 
fehler und deren Quadrate folgende Werthe: 


2 = Yyı — (eu, + Ppv,) 
% =Y — (ww + Pv,) 
3 =Yy — (au + Po, 
. . . . und 


= Yy— (au, + Br.) 
22m yl— 2auyı — 2Buyı + u? + 2aßuv, + P?v2 


22 = y?— 20% — 2ßoYy + u + 2aßu,r, + v⸗ꝰ 
= yl— 20uy%— 2ßv;Y + au? + 2aßu;v, + B?v 


2* Ya — au ya — 28 V +reun+ 2aßuntn + Pro? 


und erhält nun für die Summe der Fehlerquadrate, wenn man fich der 
Abkürzung wegen des Summationszeichens Z bedient, um eine Sammation 
3** 
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gleichartiger Größen anzuzeigen, af y + yr + y? +. +y2=El), 
vy tra ty t--.- + my = Zloy) feet, uf. w. 
2 (2?)= Z(1P)-2a Z(uy)- 2BE (vy)+a22& (u) +2aß3 (uv)+Pß?E (v2). 
In biefee Gteihung find natuͤrlich außer der als Abhängigvariabten zu 
behandelnden Fehlerquadratfumme S(22) nur die hier als Urvariabele anzu⸗ 
fehenden Conſtanten @ und 4 der Zunttion y= «u + Bv unbekannt. 
Die Methode der Meinften Quadrate fordert nun, ſowohl & als auch B fo 
zu wählen, daß die Quadratfumme I (3?) zum Minimum werde; und des: 
halb müffen wir die gewonnene Funktion für (2?) ein Mal in Beziehung 
auf & und ein Mal in Beziehung auf ß differenziiren, und jeden der ſich 
berausftellenden Differenzialqubtienten von (2?) gleih Nul fegen. Da⸗ 
durch ftößt man auf folgende zwei Beflimmungsgleihungen für & und ß 
— Z(uy) + aZ(u2) + BE(uv) = 0, 
— Z(uy) + BZW) +0. Z(ur) = (0; 
deren Auflöfung auf folgende Ausdrüde führt: 
__ Z(v) Z(uy) — Z(un)Z(vy) 
— Zu) 23(v2) — Z(uv) (ur) 
_ Zw) Z(vy) — Z(uv) Z(uy) V 
B= ZW)ER) - Zwv)Flue) (Vgl. Ingenieur, S.131.) 
Dieſe Formeln gehen für eine Funktion y = «+Pßv, da bier u = 1, 
alſo (uv) (v), Zuy)=E(yudzw) = A1+1+H1+... = 
d. i. die Anzahl der Gleichungen oder Beobachtungen ift, in folgende über: 
_ Z(v) Z(y) — E(v) E(vy) 
al) — Zw)Zlw) ' 
= nZä(vy) — Z(v)&(y) 
nF) — Zw)&lo) 
Für die noch einfachere Funktion y —= Bv, wo «— Null ift erhält man 
= 2 (vy) 
Z(v?) ' 
und endlich für den einfachften Fall / = «, wo es fi alfo um die Aus: 
mittelung des mahrfcheinlichften Werthes einer einzigen Größe handelt, iſt 
—— 
alſo dieſer Werth das arithmetiſche Mittel aus allen durch Meſſung oder 
Beobachtung gefundenen Werthen. 
Beiſpiel. Um das Geſetz einer gleihförmig befchleunigten Bewegung, d. i. 
deren Anfangsgefchwindigfeit ce und Beſchleunigungsmaaß p kennen zu Iernen, hat 


man bie verfchiedenen Zeiten &,, &,, t, u. f. w. entfpredhenden Räume s,, s,, s, 
u. ſ. w. gemeffen, und dabei Folgendes gefunden: 


und 


9 
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Mmuns=ct+ das dieſer Bewegung zu Grunde liegende Bewegungs⸗ 
geſetz, fo handelt es ſich um die Ermittelung der Conſtanten c und p. Sept 
man in bie obigen Bormeln u = und » = M, ſowie a — c, ß = 4 und 
y= s, fo erhält man zur Berechnung von c und p folgende Formeln: 
_ ZWEI — ZW) , 
= FAZ IDIN 
pr _ ZU)Zle — ZUN)E(st) 
2 ZA Z() — (1) 2(t°) ’ 
wonach fi folgende Rechnung führen laͤßt. 


; | de | «> ı* | 8 | st sit? 
i 1 1 1 5 5 5 
3 9 27 81 20 
5 25 125 625 38 
7 49 343 2401 58,5 
10 100 1000 10000 101 





184 1496 13108 222,5 1674,5 | 14101,5 
= zM| = ze) = zZ | = 6) | = ls) | = El. 


Summen 


Hieraus beftimmt ſich 
13108. 1674,5 — 1496. 14101,5 85340 
184. 13108 — 1496.16 17386 
j 184.14101,5 — 1496 .1674,5 8I62 
AP = —I87.13108 — 1406.1306 — Tran — 9155 Buß, 

und daher ‚folgende Zormel für die beobachtete Bewegung 

s = 4,%08t + 0,5155... 

Nach diefer Formel bat man 


e = 


— 4,908 Fuß und 





für die Zeiten: 0 1 | 3 5 | 7 10 Ser. 


die Räume: | 0 — * [10.6 


37,43 | 39,62 1063 Fuß. 











Die allgemeinen Lehren der Mechanik. 


en 


Erfter Abſchnitt. 


Phoronomie oder rein mathematiſche 
Bewegungslehre. 


— — — 
Erſtes Kapitel. 
Die einfache Bewegung. 


$.1. Jeder Körper nimmt im Raume einen gewiſſen Ort ein, und use un Ve⸗ 
ein Körper ift in Ruhe (franz. repos, engl. rest), wenn er feinen Ort "" 
nicht Ändert; er iſt hingegen in Bewegung (fr. mouvement, engl. mo- 
tion), wenn er aus einem Orte nad) und nach in andere übergeht. Ruhe 
und Bewegung eines Körpers find entweder abfolut oder relativ, je 
nahdem man den Drt beflelben auf einen Raum bezieht, dee felbft in 
Ruhe oder in Bewegung ift, oder darin gedacht. wird. 

Auf der Erde giebt es keine Ruhe, denn alle Körper auf der Erde nehmen 
an ihrer Bewegung um die Sonne und um ihre eigene Are Antheil; denken 
wir uns aber bie Erde in Ruhe, fo find für uns auch alle diejenigen Erd» 
koͤper in Ruhe, welche ihren Drt in Beziehung auf die Erde nicht Ändern. 

2. Die ftetige Zolge von Dertern, welche ein Körper in feiner Bemegungt. 
Bewegung nach und nad einnimmt, bildet einen Raum, den man den 
Weg (franz. chemin, trajectoire, engl. way, trajectory) des bewegten Koͤr⸗ 
pers nennt. Der Weg eines bewegten Punktes iſt eine Linie. Der Weg 
eines geometrifchen Körpers iſt zwar wieder ein Körper, man verfteht aber 
unter demfelben gemöhnlich diejenige Kinie, melche ein gewiſſer Punkt, 
z. B. der Mittelpunkt des Körpers, bei der Bewegung befchreibt. 

Eine Bewegung ift geradlinig (franz. rectiligne, engl. rectilinear), 

wenn ihe Weg in einer geraden Linie befteht; fie ift aber krummlinig 
(franz. curviligne, engl. curvilinear), wenn der Weg des bewegten Kir: 
pers eine krumme Linie ift. 

In Beziehung auf Zeit (franz. temps, engl. time) ift die Bewegung 
entweder gleichförmig ober ungleihförmig. 

$. 3. Eine Bewegung ift gleihförmig (fr. uniforme, engl. uniform), 
wenn durch dieſelbe in gleichen und beliebig Beinen Zeittheilchen gleiche. 
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Berosgungt, Wege zurüdgelegt werden; fie ift ungleihförmig (franz. varıe, engl. 
variable), wenn dieſe &teichheit nicht flatt hat. Werben mit dem Ab⸗ 
laufen der Zeit die in gleichen Zeittheildhen burchlaufenen Räume immer 
größer und größer, fo heißt die ungleichförmige Bewegung befchleunigt 
(franz. accelere, engl. increasing), nehmen diefe aber immer mehr und 
mehr ab, fo heißt fie verzögert (franz. retarde, engl. decreasing). 

Bon der gleichfärmigen Bewegung iſt die periodifche Bewegung 
(franz. periodique, engl. periodie) dadurch unterfchieden, baß bei diefer 
nur innerhalb gewiffer gleicher Zeiträume, die man Perioden nennt, 
gleiche Räume durchlaufen werden. 

Das befte Beifpiel der gleichförmigen Bewegung giebt die fcheinbare 
täglihe Umdrehung des Firfternhimmels; naͤchſtdem das Kortrüden der 
Zeiger einer Uhr. Beiſpiele der ungleichförmigen Bewegung geben fals 
lende und in die Höhe geworfene Körper, der fintende Wafferfpiegel beim 
Ausflug des Waſſers aus Gefäßen u. f. w. Für die periodifche Bewe⸗ 
gung findet man Beifpiele an den Pendelſchwingungen, an den Kolben 
fpielen einer Dampfmaſchine u. f. w. 

Sriäfsrmige 5.4. Geſchwindigkeit (franz. vitesse, engl. velocity) ift Die Stärke 
oder Größe einer Bewegung. Je größer der Raum ift, welchen ein Kin 
per innerhalb einer gewiſſen Zeit durchläuft, deſto flärker ift auch feine 
Bewegung , ober defto größer ift auch feine Gefchwindigkeit. Bei einer 
gleichförmigen Berwegung-ift die Gefchwindigkeit unveränderlich, bei einer 
ungleihförmigen Bewegung hingegen ändert fie ſich in jedem Augenblide. 
Das Maaß der Gefhmindigkeit in einem gewiffen Zeitpuntte ift der 
Weg, den der Körper von diefem an innerhalb der Zeiteinheit oder Sex 
cunde entweder wirklich zuruͤcklegt oder zuruͤcklegen würde, wenn von bie 
fem Augenblide oder Zeitpunfte an die Bewegung in eine gleichförmige 
überginge, alfo die Geſchwindigkeit unveränderlich bliebe. Gewöhnlich nennt 
man diefes Maaß fchlechtweg Geſchwindigkeit. 

$. 5. Wenn ein Körper in jedem Zeittheilhen den Weg 0 durchläuft, 
und die Zeitfecunde aus nn (fehr vielen) ſolchen Zeittheilchen befteht, fo ift 
der Meg Innerhalb einer Secunde die Geſchwindigkeit oder vielmehr bas 
Geſchwindigkeitsmaaß: 

cæn. G. 

Am Laufe einer Zeitet (Secunden) verfließen net Zeittheilchen, in je⸗ 
dem wird aber der Raum 6 zuruͤckgelegt, es iſt daher der ganze Weg 
(feanz. Pespace, engl. the space), weicher der Zeit d entfpricht: 

santc=notNi, 
l. s=ct. 

Beider gleihförmigen Bewegung ift alfo der Raum (s) 

ein Product aus Gefhmwindigkeit (c) und Zeit (f). 
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Umgekehrt ift: 
II. c=—_ um IH, It 
t c 


Btleihförmuge 
Bewegung. 


Beiſpiele: 1) Gin Dampfwägen, welcher mit einer Geſchwindigkeit von 


30 Zuß fortrollt, legt in 2 Stunden — 120 Minuten — 7200 Secunden ben 
Weg (s) von 30.7200 — 216000 Fuß zurück. 2) Wenn zum Herausjichen einer 


Tonne aus einem 1200 Fuß tiefen Schalte eine Zeit von 4%, Minuten = 


270 Secunden naunig if, fo hat man bie mittlere Geſchwindigkeit dieſes Körber: 


gefäßes (v) -11- © - = 4, = 4,444... Buß anzunehmen. 3) Ein Pferd, 


welches fid mit 6 Buß Befätinpigeil fortbewegt, braucht zum Zurüdlegen eines 
Weges von einer Meile oder 24000 Buß eine Zeit von 24000 _ 4000 Seruns 


6 
den oder 1 Stunde 6 Minuten und 40 Secunden. 
6. 6. Vergleicht man zwei verfchiedene gleichförmige Bewegungen mit 
einander, fo ftößt man auf Folgendes: 
Die Räume find s— ct und s, — cl, es iſt daher ihr Verhaͤltniß 
8 ct 


ee. 
— ——, Segt man nun ht, fo hat man — = —; nimmt man 
si 77 81 ci 





Ge, fo erhaͤlt man = * iſt endlich s, =s, fo folgt _ * 4. 
71 

Die in gleihen Zeiten ducchlaufenenRäume verhalten fidh 
alfo bei verfhiedenen gleihförmigenBemwegungen wie bie 
Gefhmindigfeiten; bie mit gleihen Geſchwindigkeiten zu: 
thdgelegten Wege dagegen wie-die Zeiten; bie gleichen 
Räumen entfprehenden Geſchwindigkeiten find endlich den 
Zeiten umgekehrt proportional. 


6.7. Eine Bewegung ift gleihförmiig verändert (franz. uniforme- Stihtärmig 


veränderte Be» 


ment varie, engl. uniformly variable), wenn ihre Geſchwindigkeit innerhalb" wegung. 


gleicher, beliebig Eleiner Zeittheilhen um gleichviel zu⸗ oder abnimmt. 
Sie ift entweder gleichfoͤrmig befhleunigt (franz. uniformement 
accelere, engl. uniformly aecelerated), oder gleichförmig verzögert (franz. 
uniformement retarde, engl. uniformly retarded) ; im erften $alle findet ein 
allmäliges Wachsthum, im zweiten ein Abnehmen an Geſchwindigkeit Statt. 
Steichförmig beſchleunigt faͤllt ein Körper im Iuftleeren Raume, gleich: 
förmig verzögert würde das Steigen fenkrecht in die Höhe gemorfener 
Körper erfolgen, wenn die Luft keinen Einfluß auf den Körper ausübte. 
6.8. Die Stärke oder Größe der Veränderung in der Gefchmwindigkeit 
eines Körpers heißt Acceleration oder Befchleunigung (franz. accelera- 
ton, engl. acceleration); fie ift entweder pofitiv (Befchleunigung) oder 
negativ (Verzögerung), je nachdem eine Zu: oder Abnahme der Ge: 
ſchwindigkeit flatthat. Je größer die Zu⸗ oder Abnahme der Geſchwindig⸗ 
keit innerhalb einer gewiſſen Zeit ift, defto größer ift auch Die Acceleration. 
Weisdach“s Mechanik. 2te Aufl. J. Bd. 4 
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Steihfermig, Bei ber gleichförmig veränderten Bewegung ift die Acceleration unverän= 


Bewegung. derlich; es läßt fich daher auch diefelbe durch diejenige Zus oder Abnahme 
an Gefchwindigkeit meffen, welche im Laufe einer Zeitfecunde flattfindet. 
Bei jeder andern Bewegung hingegen ift das Maaß ber Acceleration dies 
jenige Zu- oder Abnahme an Gefchmwindigkeit, melche ein Körper erhalten 
wuͤrde, menn von dem Augenblide. an, für welchen man Xecceleration ans 
geben will, diefelbe ihre Weränderlichkeit verlöre, die Bewegung alfo in 
eine gleichförmig veränderte Überginge. 

Sehr gewöhnlich nennt man dieſes Man felbft die Acceleration oder 
Befchleunigung. 

$. 9. Wenn die Geſchwindigkeit einer gleihförmig befchleunigten Be⸗ 
wegung in einem fehr Eleinen (unendlich Pleinen) Zeittheildhen um x zu⸗ 
nimmt, und bie Zeitfecunde aus nn (unendlich vielen) ſolchen Zeittheildyen 
befteht, fo ift die Zunahme an Gefchmwindigkeit in einer Secunbe, oder die 
fogenannte Acceleration 

p n x, 
und die Zunahme nach! Secunden =nt.x—=nat=pt. 

Iſt die Anfangsgefhmwindigkeit (im Augenblide, wenn man die 
Zeit I zu zählen anfängt) = c, fo hat man hiernadh die Endsef ch win⸗ 
digkeit, d. i. die am Ende ber Zeit erlangte: 

v=c+pt. 

Fuͤr die ohne Geſchwindigkeit anfangende Bewegung ift c — 0, daher 
v — pt, und für die gleihförmig verzögerte, negative Acceleration (—p) 
befigende Bewegung ft — c— pi.. 

Beifpiele 1) Die Acceleration eines im Luftleeren Raume frei fallenden 
Körpers ift = 31Y, = 31,25 Fuß; es erlangt daher ein folder nah 3 Secun⸗ 
den die Geſchwindigkeit = pt = 31,25 x< 3 — 93,75 Fuß. 2) Eine von 
einer fhiefen Ebene herabrollende Kugel hat im Anfang fon die Gefchwindig- 
fit ce — 25 Fuß, und erlangt beim Herabrollen in jeder Secunde noch 5 Fuß 
Zufap an Geſchwindigkeit; es ift daher ihre Geſchwindigkeit nach 21, Secunbe: 
= 23 +5X< 25 = 25 + 1235 —= 37,5 Buß, d. h., fie wird, von dem 
legten Zeitpunfte an gleichförmig fortgehend, in jeder Secunde 37,5 Fuß Weg zurüds 
legen. 3) Gin mit 30 Fuß Geſchwindigkeit fortgehender Dampfwager wirb fo 
gebremf't, daß er in jeder Secunde 3,5 Fuß an Gefhwindigfeit verliert, feine 
Ncceleration alfo — 3,5 Fuß beträgt; es iſt deshalb feine Befchwinbigfeit nad) 
6 Secunden: —= 30 — 35x76 = 30 — 21 = 9 uf. 

6.10. Innerhalb eines unendlich Heinen Zeittheilchens z läßt fich die Ge: 
ſchwindigkeit einer jeden Bewegung ald unveränderlich anfehen; man fann 
daher den in diefem Zeittheilchen durchlaufenen Raum 0 = v . Tr fegen, 
und erhält fo den in einer endlichen Zeit  ducchlaufenen Raum, wenn 
man die Summe diefer Eleinen Räume ermittelt. Nun ift aber für 
ale diefe Räumchen die Zeit z eine und diefelbe, es läßt fich daher auch 
ihre Summe gleichfegen dem Producte aus eben diefen Zeittheilhen und 
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aus bee Summe ber, gleichen Intervallen entfprechenden Geſchwindigkeiten. Vieihförmis 


leunıgte 


Bei der gleichförmig befchleunigten Bewegung ift aber die Summe —* 


(0 + ©) der Geſchwindigkeiten im erſten und legten Augenblicke fo groß 
als die Summe pr + (vd — pr) ber Geſchwindigkeiten im zweiten und 
vorlegten Augenbiide, auch gleich der Summe 2pz + (v — 2pr) ber 
Geſchwindigkeiten im dritten und vorvorlegten Augenblide u. f. w., und 
diefe Summe überhaupt. gleich der Endgefchwindigkeit v; es ift daher hier 


die Summe aller Geſchwindigkeiten gleich dem Produkte ( =) aus der 
Endgeſchwindigkeit v und aus ber halben Anzahl aller Zeittheilhen, ber 
burchlaufene Raum aber das Produkt (v > : ) aus der Endgeſchwin⸗ 
digkeit v, det halben Anzahl der Zeittheile und der Größe eines folchen. 


Nun giebt endlich die Groͤße (T) eines Zeittheilhens, mit der Anzahl derſel⸗ 
ben multiplicirt, die ganze Zeit £, deshalb ift denn der innerhalb ber Zeit L 


geihförmig befchleunigt zurüdgelegte Raum s’— *. 


Bei der gleichförmig - befchleunigten Bewegung fällt hiernach der Raum 
ebenfo groß aus, mie. bei der gleichförmigen Bewegung, wenn deren Geſchwin⸗ 
digkeit Halb fo groß ift, als die Endgefchwindigkeit der erfleen Bewegung. 

Beifpiele: 1) Wenn ein Körper innerhalb 10 Sekunden durch gleichförmig 
befhleunigte Bewegung eine Geſchwindigkeit o von 26 Fuß erlangt Hat, fo if 


ver zu gleicher Zeit zurüdgelegte Weg s = 0 = 130 Fuß. 2) Ein Wa⸗ 
gen, weldyer bei feiner gleichförmig befähleugigten Bewegung im Laufe von 2%, 
Sekunde 25 Fuß zurüdgelegt Hat, ent am Ende mit ber Geſchwindigkeit 

2.25 





50 
v ⸗ 2,25 = H_mnm., . Buß fort. 


$.11. Die beiden Srundformeln der gleichförmig befchleunigten Bewegung: 
. v=pt mb MI. *. 


weiche ausdruͤcken, daß hier die Geſchwindigkeit ein Product aus 
Acceleration und Zeit, und der Raum ein ſolches aus der 
halben Geſchwindigkeit und Zeit iſt, ſchließen noch zwei andere 
Hauptformeln in ſich, die man erhaͤlt, wenn man aus beiden Gleichungen 
ein Mal v und ein zweites Maltt eliminirt. Es folgt nämlich: 


‚2 
IM. Bl und IV. =, 


p 
Hiernach ift. alſo der gteihfdemig befchleunigt zurüdgelegte 
Weg ein Product aus der halben Acceleration und dem Qua: 
dbeate der Zeit, und-aud der Quotient aus dem Quadrate der 
Endgefhmwindigkeit und der doppelten Befchleunigung. 
4* 
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— Dieſe vier Hauptformeln geben durch Umkehrung, je nachdem man bie 
Berrgung. eine ober die andere der in ihnen enthaltenen Größen abfondert, noch acht 
andere Sormeln, und man findet diefelben im »Ingenieur Seite 372 und 
373« in einer Tabelle zufammengeftellt. 
Beifpiele: 1) Cinmit der Acceleration 15,625 Fuß bewegter Körper legt 
15,625 >< (1,5)? x 
in 1,5 Sekunde, den Weg — — 15,625 Y,.—= 17,578 Fuß zuräd. 


2) Gin durch die Mcceleration p = 45 Fuß in die Geſchwindigkeit v—= 16,5 Fuß 


verjeßter Körper hat den Raum s — Gr — 30,25 Fuß zurüdgelegt. 


$. 12. Bei der Vergleihung von zwei verfchiedenen gleichförmig be: 
fhleunigten Bewegungen mit einander ftößt man auf Solgendes: 
Die Gefchwindigkeiten find v — = pt und dv, — Pıl, die Räume hin: 


2 
gegen Ss — * und s, = Pill 5 , es folgt hieraus: 





v_ Hm rt _rd 
u Pl 7 u Te 7 u up 
s v 
Setzt man nun I, = Lt, fo erhält man — — — — —— es ver⸗ 
5 dj Pı 


halten ſich alfo bei gleichen Zeiten die durchlaufenen Wege 
wie die Endgeſchwindigkeiten, oder auch wie die Beſchleu— 


nigungen. 
Nimmt man ferner p, = p, fo ergiebt fi dh 

— und — — —. 

vu MS Ss 12 v2 


bei gleihen Befhleunigungen und alfoaud beieiner und 
derfeiben gleihförmig befchleunigten Bemegung find alfo 
die Endgefhmwindigleiten den Zeiten und die burhlaufenen 
Räume den Quadraten der Zeiten, oder auch den Aurdraten 
der Endgefhmwindigfeiten proportional. 

Ferner %, = v angenommen, giebt = = 4 und — 7* —; bei 

1 N 

gleihen Endgefhwindigfeiten find die Accelerationen den 
Zeiten umgekehrt, die Räume aber den Zeiten direct pro= 
portional. 2. 

Endlih 8, = S gefeßt, giebt m = ya? e6 verhalten fich 

1 


alſo bei gleihen Räumen die Accelerationen umgekehrt wie 
bie Quadrate der Zeiten und direct wie bie Quadrate ber 
Endgefhmwindigkeiten. 

6.13. Fuͤr die mit der Geſchwindigkeit c anfangende 
gleihförmig befchleunigte Bewegung hat man nad $. 9: 
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lv=c+pt 
und da der unveränderliden Geſchwindigkeit c der Raum ct, der Accele⸗ 


2 
ration p aber der Weg 2 zukommt, 


u. s=ct + er. 


Entfernt man p aus beiten Gleichungen, fo erhält man: 


ce+tv_ 
ll. s= 
2 2 





und befeitigt man {, fo ftellt fich 
V.s= 
Beifptele: 1, Gin mit der Anfangegefchwinbigtei ce = 3 Fuß und mit der 
Acceleration p = 5 Buß bewegter Körper legt in 7 Secunden den Meg 
s=-3.7+95. — — 21 + 1225 = 143,5 Fuß zurüd, 


2) Ein anderer River. welcher innerhalb 3 Minuten, — 180 Secunden, feine 
Geihwindigfeit 2", Buß in die von 77% Buß umändert,. macht in biefer Zeit 


ten Weg von er, 180 = MW Fuß. 
$. 14. Für die mitder Geſchwindigkeit ce anfangende gleid: 
förmig verzögerte Bewegung gelten bie Formeln: 
. v=c—pt, 


2 
Il. s= Bl, 


vu — 0? 
heraus. 








002 
IV s= Th 
weiche aus den Gleichungen des vorigen $. fogleich hervorgehen, wenn man 
darin p negativ fegt. Während bei der gleichförmig befchleunigten Be: 
wegung die Gefchwindigkeit ohne Ende wählt, nimmt bei der gleichförmig 
verzögerten Bewegung bie Gefchwindigkeit bis zu einem gewiſſen Zeit- 
punfte ab, wird in demfelden — Null, und fällt fpäter negativ aus, 
d. h. es geht fpäter-die Bewegung in umgekehrter Richtung vor fich. 
Segen mir in der erften Formel v — 0, fo erhalten wir pl = c, alfo 





bie Zeit, zu welcher die Geſchwindigkeit Null geworden ift, E — re fegen 


mir endlich diefen Werth von in die zmeite Gleichung, ſo erhalten wir 
den Raum, welchen der Koͤrper zu dieſem Zeitpunkte zuruͤckgelegt hat: 
c? 


er 


Suicförmig 
beichleunigte 
Bewegung. 


Steichförmig 
befchieunigte 


Bewegung. 


Freier Gall 


der Körper. 
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Iſt die Zeit groͤßer als ro fo fänt der Raum Meiner als 5 aus; iſt 


die Zeit — > fo ift der Raum Null, es iſt alfo dee Körper nach ſei⸗ 
nem Ausgangspunkt zuruͤckgekehrt; ift endlich die Zeit noch größer als 
*. fo iſt s negativ, db. h. es befindet ſich der Körper vom Anfangspunkte 
aus auf der entgegengefegten Seite. 


Beifpiel. Bin Körper, welder mit 40 Fuß Anfangsgefhwindigfeit -auf 
einer ſchiefen Ebene hinaufrollt, buch welche er eine Verzögerung von 8 Fuß 


pro Secunde erleidet, fleigt nur rn — 5 &efunden lang und —* — 100 Fuß 


hoch, rollt dann zurück, kommt nach 10 Secunden mit 40 Fuß Geſchwindigkeit in 
den Anfangspunkt zurück und gelangt nad 12 Secunden ſchon um 40 x 12 — 
4 >< 12% oder — (40 2 + 4>x<2N = 96 Fuß unter den Anfangepunkt, 
wenn fich tie Ebene auch abwärts erfiredt. 


$. 15. Der freie oder ſenkrechte Fall der Körper im luftleeren 
Raume (franz. mouvement vertical des corps pesanis, engl. vertical 
motion of bodies) gibt das wichtigſte Beifpiel der gleihförmig beſchleu⸗ 
nigten Bewegung. Die duch die Schwerkraft (franz. gravite, engl. 
gravity) erzeugte Acceleration dieſer Bewegung bezeichnet man durch ben 
Buchſtaben und hat den mittleren Werth von 
9,81 Metern | 
30,20 parifer Fuß, 
32,20 englifchen Fuß, 
31,03 wiener Fuß, 
311/, = 31,25 preußiſchen Fuß. 
Menn man einen biefer Werthe ſtatt g in die gefundenen Formeln 
[2 v2 . — 
vgl, = I und s— yo v—V2gs 
einfuͤhrt, ſo kann man alle Fragen, welche ſich in Anſehung des freien 
Falles der Koͤrper vorlegen laſſen, beantworten. Fuͤr das preußiſche Maaß 
laͤßt ſich gleich fogen: 
v—31,25 . 17,906 Vs; s—=15,63 . R—0,01602 
und 20,032 v— 0,253 Vs. 


Beifpiele: 1) Bin Körper erlangt beim ungehinderten Ballen in 4 Secunden 
die Geſchwindigkeit = 31,25 >< A —= 125 Fuß und durdläuft in biefer Zeit den 
Weg s=15,625><4" = 2350 Fuß. 2) Ein von der Höhe = I Fuß herabgefal- 
lener Körper hat die Geſchwindigkeit — 7,906. vo⸗ 23,72 Fuß. 3) Gin mit 
10 Fuß Gefchwindigfeit vertifal aufgeworfener Körper ſteigt auf, ee Hoͤhe 
s = 0,016. 10° = 1,6 Fuß und braucht dazu bie Zeit € = 0,032 . 10 = 0,32 
oder ungefähr Y, Secunde. " 
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8. 16. Wie ſich beim freien Fall der Koͤrper die Bewegungsverhaͤlt⸗ 
niſſe im Laufe der Zeit geſtalten, wird durch folgende Tabelle vor Augen 
gefuͤhrt. 


Seit iSſe12231415 16172 Is Io vw 


kunden. 
Seſcn "|o 19 | 29 | 39 | Ag | 55 | 69 | 79 | 89 | 99 109 
Peg. 0 |12 42| 92 16 9125 9/36 2149 264 9/81 2 2 
eg 12145 95,16 525 296 2149 264 2815 11005 
Differenzen. | 0 | 13] 35) 53 73921112113 3]152]173 | 195 


Die legte Horigontalcolumne diefer Tafel gibt die Wege an, welche 
der frei fallende Körper in den einzelnen Secunden durchläuft. Man ſieht, 
daß ſich diefe Wege wie die ungeraben Zahlen 1, 3, 5, 7 u. f. w. zu ein: 
ander verhalten,-während die Zeiten und Gefchwindigkeiten wie die natür: 
tichen Zahlen 1, 2, 3, 4 u. f. w. und bie Kallräume wie deren Qua: 
drate 1, 4, 9, 16 u. f. w. wachſen. Hiernach iſt 3. B. die Geſchwindig⸗ 
keit nad) 6 Secunden 6 g — 187,5 Fuß, d. h. der Körper würde, wenn 
ee von diefer Zeit an gleichfärmig fortginge, etwa auf einer ihm keine 
Hinderniſſe darbietenden Horizontalebene feine Bewegung fortfegte, in je: 
der Secunde den Weg 6 g— 187,5 Fuß durchlaufen. Diefen Raum 
durchläuft er im Laufe der folgenden oder fiebenten Secunde aber nicht 
wirklich, fondern derfelbe beträgt genau nach der legten Columne 


13.2 — 13 . 15,625 = 203,125 Zuß; in der achten Secunde iſt er 
fogar 15. = t5 . 15,625 —= 234,375 Zuß, u. ſ. w. 


Anmerfung:. Biele deutſche Schriftſteller bezeichnen den Raum von 15,625 
Fuß, welcher vom frei fallenden Körper in ber erſten Secunde durchlaufen wird, 
durch g und nennen ihn wohl auch Beſchleunigung der Schwere. Sie haben 
dann für den freien Zall der Körper die Formeln: 


eig 2 gs, - 
8 "= 
= 1 —_ VE. 
29 9 


Dieſer mur in Deutſchland vorfommente Gebrauch fängt nun auch an, allmälig 


Freier Fall 
der Körper. 
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Frei Geh zu verſchwinden, und wegen ber oft vorfommenben Misverftändnife und dadurch 
De Ken herbeigeführten Fehler if dies auch ſehr zu wünſchen. 
$. 17. Geht der freie Fall der Körper mit einer gewiffen Anfangs⸗ 
gefhmindigfeit |(franz. vitesse initial, engl. initial- velocity) c vor 
fi, fo nehmen’ die Formeln folgende Formen an: 
v=c+ gl=c + 31,25, ud v= Ya + 2ys = ve + 62,5.8, 


l? ur—c? 
s=ct+ 97* ct + 15,6251?, auch == 5 = 0,016 (9 —.c?). 





Wird hingegen der Körper mit der Geſchwindigkeit c fenkrecht in die 
Höhe geworfen, fo hat man: 
v=c — ge = c— 31,25 L, aud) v=vye—ig= Ve — 62,58, 


[2 a —v? 
sc — I,-d— 15,6252, ah s—= 29 — 0,016 (® — v?). 





Betrachtet man eine gegebene Geſchwindigkeit c als eine duch den 

freien Fall erlangte Endgefchwindigkeit, jo nennt man den entfprechenden 
2 

Fallraum 5 = 0,016. 2 „bie Gefhwindigfeitshöhe (franz. 

hauteur de la vitesse, engl. height of velocity). Durch Einführung ders 

ſelben laffen fich einige, der obigen Formeln einfacher ausdruͤcken Bezeich- 


net man bie Gefchwindigfeitshöhe ek der Anfangsgefhwindigkeit 


ce durch Ah und bie der Enpgefehwindigkeit, alfo = er durch h,, fo hat man 


für fallende Körper: 
h=h-+s un s=h, —h' 
und für fteigende 
h=h—s mw s—h—h, | 

Es iſt alfo der Fall» oder Steigraum ftets gleich der Diffe: 
ven; der Geſchwindigkeitshoͤhen. 

Beifpiel: Sind die Gefkhwinvigfeiten 5 Fuß und 11 Fuß, alfo die Ge⸗ 
(hwintigfeitshöhen — 0,016.5° = 0,4 Fuß und 0,016.11* = 1,936 Fuß, fo if 
der Raum, welcher während des Weberganges aus der einen Befchwindigfeit in 
die andere zurüdgelegt wird: s — 1,936 — 0,400 = 1,536 Fuß. 

$. 18. Aus der Formel s—=h—h, folgt aud) noch, daß der ſenkrecht 
in die Hoͤhe geworfene Koͤrper an jeder Stelle diejenige Geſchwindigkeit 
hat, die er, jedoch in umgekehrter Richtung, haben wuͤrde, wenn er von 
der noch uͤbrigen Steighoͤhe bis zu dieſer Stelle frei herabgefallen waͤre, 
die er alſo auch beim darauf folgenden Niederfallen dort wirklich beſitzt. 

Beiſpiel: Ein Körper wird mit 15 Fuß Geſchwindigkeit ſenkrecht empor⸗ 
geworfen und trifft bei 2 Fuß Steighöhe auf ein elaſtiſches Hinderniß, welches 
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ifa nomentan wit derſelben Geſchwindigkeit zurüdwirft, mit welcher er ange: s Beier Sal de 
troſſen bat. Wie groß ift nun dieſe Geſchwindigkeit und wie groß iſt die Zeit 
jum Etrigen und Zurüdfallen? Der Gefhwindigfeit ce — 15 Yuß entipricht die 
Etrighöfe k —= 3,60 Fuß, die Befhwindigkeitshöhe für den Augenblick des Ans 
ſteßes I nun A, = 3,50 — 2,00 —= 1,60, und folglich diefe Geſchwindigkeit 
ſelbit = 7,906 Vi, 6 —= 10 guß Die Zeit zum Steigen auf die ganze Höhe 
(3,6 Fuß) wäre: e = 0,032.0 — 0,032. 15 — 0,480 Sec., die Zeit zum Stei⸗ 
gen auf die Höhe 1,6 Fuß aber: 4, = 0,032 . 10 = 0,320 Ser., es bleibt dies 
im nad bie Zeit zum Eteigen auf die. Höhe von 2 Buß oder die Zeit vom 
Anfang bis zum Anſtoß: € — 8, = 0,480 — 0,320 —= 0,160 Sec., alfo endlich die 
ganze Zeit zum Steigen und Fallen = 2. 0,160 = 0,320 Sec. Diefe if alfo 


nur ber —** — Zte Theil von der Zeit, welche zum Aufſteigen und Zurück⸗ 


fallen nötig wäre, wenn der Körper unaufgehalten fliege und ſiele. Dieſer Fall 
Äindet beim Schmieden des glühenden Eiſens feine Anwendung, weil e6 hier we⸗ 
gen. des allmäligen Abkühlens darauf unfommt, in einer furzen Zeit fo viel. Ham⸗ 
merfhläge wie möglich erfolgen zu laflen. Wenn der Hammer durch eine elaſtiſche 
Frallvorrihtung zurüdgeworfen wird, fo kann er unter den im Beifpiele zum 
Grunde liegenden Berhältnifien in derfelben Zeit ziemlich dreimal fo viel Schläge 
thun als beim ungehinderten Auffteigen. 
Anmerfung 1. Das Umfeßen der Geſchwindigkeit in Geſchwindigkeitshöhe, 
fe wie auch das Umſetzen ber letzteren in bie erflere, iſt ein in der praktiſchen 
Nechanik und namentlich in der Hybraulif fehr oft vorkommendes Gefhäft. Bine 
Tafel, wodurch dafjelbe in ein dloßes Nachſchlagen verwandelt wird, leiftet des⸗ 
halb dem Praktiker ſehr nügliche Dienfte. Eine fih auf das preußifche Fußmaaß 
besiehende Tabelle dieſer Art entbält der »Ingenieur, Seite 374 und 375«. 
Anmerfung 2. Die im Borhergehenden entwidelten Formeln find aller» 
dings nur für den freien Fall im Iuftleeren Raume fireng richtig; fie laſſen fi 
jevoh auch beim freien Ball in her Luft mit einer noch erträglichen Benauigfeit 
gebraudhen, wenn bie fallenden Körper in Beziehung auf ihr Volumen ein großes 
Gewicht haben, und wenn die Geſchwindigkeiten nicht fehr groß ausfallen. Uebris 
gene werben fie auch noch unter anderen Umfländen und Berhältnifien in vielen 
anderen Fällen gebraucht, wie in ber Folge gezeigt werden wird. 
$. 19.*%) Die Formel s — ct ($. 5.) für die gleihformige Bewegung ungleis 
git auch für jede ungleihfärmige Bewegung, wenn man flatt 5 Sen 
ein Zeitelement ober unendlidy Meines Zeittheitchen di, und flatt Ss das eerdeupn. 
innerhalb dieſes Zeittheilchens zurüdgelegte Raumelement ds fegt, da 
anzunehmen iſt, daß innerhalb eines Augenblides die Gefthwindigkeit c, 
weiche hier durch v bezeichnet werben fol, fich nicht ändert, alfo die Bes 
wegung gleichförmig bleibt. 
Man hat alfo für jede ungleihförmige Bewegung: 
ıd= vdt. ſo wie v 24 
Es iſt alſo die Geſchwindigkeit (v) für jeden Augenblick 
durh den QDuotienten aus dem Raum: und aus dem Zeit: 
tlemente beftimmt. 








Ungleichfür⸗ 


miae Bewegung 


überhaupt. 
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Ebenſo iſt bie Formel v pt ($. 11) für die gleichfoͤrmig bifchleunigte 
Bewegung auch für jede ungleichförmige Bewegung überhaupt giltig, 
wenn man flatt 2 und v das Zeitelement di und ben innerhalb beffelben 
erlangten unendlich Beinen Geſchwindigkeits zuwachs dv fubftituiet, da fich 
die Beſchleunigung p innerhalb eines Augenblide® (di) nicht angebbar 
verändert, alfo die Bewegung während. beffelben als gleichförmig befchleus 
nigt angefehen werden kann. 

Hiernad hat man für alle Bewegungen: 

I. dv = pdi, fowiep= S 

Es ift alfo. die Acceleration, (p) für jeden Augenblid der 
Bewegung gleich dem Quotienten aus bem Geſchwindig— 
Peit6= und dem entfprehenden Zeitelemente. 

Durch Verbindung der Formeln I. und II. erhält man noch die in ber 
Folge fehr wichtige Gleichung : 

III. vdv — pds, oder, da vdv — X > 
Geſchwindigkeit bezeichnet, welche dem Anfangspunfte des Raumes sentfpricht, 
 — 2=2/pds. 

Es iſt alfo hiernach die Differenz der Geſchwindigkeits— 
quadrate gleich dem doppelten Integrale von dem Pros 
ducte aus der Acceleration und dem Elemente ds, oder 
glei Dem doppelten Producte aus ber mittleren Accele: 
ration und dem Raume, welcher während deslleberganges 
der Gefhmwindigkeit aus ce in v zufüdgelegt wird. 

Der Lehre vom Größten und Kleinften zu Folge ift dee Raum ein 
Marimum, hat alfo die Bewegung ihre größte Ertenfion erlangt, wenn 


2 = v = Null if, und die Geſchwindigkeit am größten oder kleinſten 





e iſt, wenn c diejenige 


für * =p— Nu. 


Beifpiele. Mit Hülfe der vorfiehenden Formeln laſſen ſich bie mannigfal- 
tigften Fragen der Bhoronomie beantworten. Hier nur zwei Beiſpiele: 

1) Aus der gegebenen Gleihung s = 2+3:+- 4° für den Raum, folgt durch 
Differenziiren für die Gefchwindigfeit die Gleichung o=3 26, und für die Ac⸗ 
celeration p = 2; es ift alfo bie piere conftant, und bie Bewegung gleihförmig 
befchleunigt. Für ⸗ÿ0, 1, 2, 3... Secunden, bat man aber 

v=3,5,7,9. an und \ 
s—= 2,6, 12, 20. . (Buß). 
2) Aus der Formel o — 10 + 3: — e für die Geſchwindigkeit folgt durch 


Integriren die Gleichung ⸗10 de + S Bıdı — [erd= 10 + Y, e—_., 
dagegen durch Differenziiren die Formel p = 3 — 2. 
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Hiernach iſt für 3Z — 2e — O, d. i. = Y Secunden, die Acceleration 


Ungleichför« 
mige Brıwes 


Null und die Geſchwindigkeit ein Marimum (o —=12Y,), und für +38 ——=0, sur, über 





d.i. y, + YI+Y = + U —= 5 GSeeunden bie Geſchwindigkeit Rull 
und der Raum ein Marimum. 
= 0 1, %, 3, 4 5, 6 Secunden hat man 

p= 3, 1, — 1, — 3, — 5, —7,— 9 Bu, 

= 10,12, 12, W 6, 0--85u, 

s= (0, 11%, 23%, 34°, 42%, 45%, 42 Buß. 


$. 20. Bon der Sefchwindigkeit v — T (2) füreinen Augenblid oder 


während eines Zeitelementes ift dt(v) diejenige Sefhwindigkeit c =7 


verfhieden, welche ſich ergibt, wenn man ben Raum, melder wäh: 
tenb einer gewiffen Zeit, 3. B. während einer Periode einer periodifchen 
Bewegung durd-laufen wird, durch bie Zeit ſelbſt dividiet. Man nennt 
diefelbe die mittlere Geſchwindigkeit (franz. vilesse moyenne, engl 
mean-velocity) und kann fie auch als diejenige Geſchwindigkeit anfehen, 
die ein Körper Haben müßte, um in einer gegebenen Zeit (l) einen ges 
wiffen Raum (5) gleichförmig zuruͤckzulegen, der in Wirklichkeit in eben 
diefer Zeit ungleichfoͤrmig durchlaufen wird: So iſt z. B. bei ber gleich 
förmig veränderten Bewegung die mittlere Gefchwindigkeit gleich der hal 


ben Summe (5) aus der Anfangs» und Endgefchwindigkiit, denn 





2 


⁊ 


es iſt nach F. 13 der Raum gleich dieſer Summe (+°) multiplicirt 


duch die Zeit (A). 
Beifpiel. Während eine Kurbel glethförmig im Kreife UMON, Fig. 39, 
herumgebreht wird, geht die daran Hängende Laſt O. 
Fig. 39. 3. B. der Kolben einer Luft» oder Wafferpumpe u. f. w. 
ganz ungleichjörmig auf und nieder; die Geſchwindig⸗ 
feit diefer it im tiefiten und höchſten Punfte U und 
O am fleinften, naͤmlich Null, auf der halben Höhe, 
in M und N, aber am größten, nämlid) der Kurbels 
gefhwindigfeit glei. Innerhalb einer halben Ums 
drehung ift die mittlere Geſchwindigkeit glei der 
ganzen Steighöhe, d. i. dem Durdhmefier UO des 
Kreifes, in welchem die Kurbel herumgeht, bivi- 
dirt durch die Zeit einer halben Umdrehung. Seben 
wir den Halbmeſſer CU=CO des Warzenkreiſes = r, 
alfo jenen Durchmefier-— 2r und diefe Zeit = #, 
fo folgt demnach die mittlere Gefchwindigfeit der Laſt 


.& -- Die Kurbel ſelbſt macht in Liefer Zeit den 





dalbireis nr; es if daher ihre Gejchwindigfeit e— nn und folglih die mittlere 


haupt. 


Mittlere 
Geſ i 


chwindig⸗ 
kein. 


Grapkifcdhe 
Darftelung 


⸗ 
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Geſchwindigkeit der Laſt c, — — 0,6366mal fo groß als die unver⸗ 
änderlihe Geſchwindigkeit c der Kurbel. 


$. 21. Die im Vorigen gefundenen Bewegungsgefege laſſen ſich auch 
in geometrifhen Figuren ausdrüden oder, wie man fagt, grapbifd 
darftellen. Graphiſche Darftellungen überhaupt erleichtern die Auffaſſung, 
unterſtuͤtzen das Gedaͤchtniß, ſchuͤtzen wohl auch gegen Fehler und dienen 
ſogar zumeilen zur unmittelbaren Ausmittelung der gefuchten Größe; fie 
find deshalb der Mechanik von-geoßem Nugen. 


Bei der gleichförmigen Bewegung ift der Raum (8) das Product (ck) 
aus Geſchwindigkeit und Zeit, und bei einem Rechtecke (Mectangel) der 
Geometrie ift der Flächenraum ein Product aus Höhe und Grundlinie; 
man kann daher auch den gleichförmig durdlaufenen Raum s duch ein 
Rechteck ABCD Fig. 40 barftellen, deffen Grundlinie AB die Zeit (4) 

Fig. ‘40. und deffen Höhe AD=BC die Geſchwin⸗ 

D'N g digkeit (c) if, vorausgefegt, daß bie Zeit 

mit der Gefchwindigkeit in einerlei ‚Längen: 

| einheiten ausgebrädt, daß alfo durd eine 

| und biefelbe Linie ‚die Zeitfecunde und der 
| 8 Tuß zugleich vepräfentirt werden. 





$. 22. Während bei ber gleichförmigen 

Bewegung die Gefchwindigkeit (MN) zu je 

ber andern Zeit (AM) der Bewegung eine und diefelbe ift, fällt diefelbe 
bei dee ungleichförmigen Bewegung in jedem Augenblicke anders aus; es 
laͤßt fi) deshalb diefe Bewegung nur durch ein Viered ABCD Sig. 41 
Big 4. barftellen, welches zur Grundlinie AB die 

Z8Zeit (ft) und zur übrigen Begrenzung drei 

| andere Linien AD, BC und CD hat, von 


D_— | 
| ' denen die erſten beiden der Anfangs un 
| | Endgefchwindigkeit gleich find, die legte aber 

durch die Endpunfte (N) der. verfchiedenen 

Al — -- —E Geſchwindigkeiten in den Zwiſchenpunkten 
(M) beftimmt wird. Nach ben verſchiedenen 

Arten von unateifbrmigen Bewegungen ift die vierte Linie C D-entiwe: 
ber gerade oder krumm; ferner von Anfang aus auffteigend oder nieder: 
fteigend, enblidy entweder gegen die Grundlinie concav (hohl) oder conver 
(eehaben.) In jedem Falle aber ift der Flaͤcheninhalt diefer Figur dem 
ungleihfärmig durchlaufenen Raume \s) gleichzufegen, denn jener Flächen: 
raum ABCD Fig. 42 laͤßt ſich durdy Höhenlinien in lauter ſchmale, ale 
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Fig. 42. Rechtecke anzufehende Streifen wie MOPN 
’ zerlegen, wovon jeder ein Probuct aus einem 
— | Theile (MO) der Srundlinie und der dieſem 

| entſprechenden Höhe (MN ober OP) ift, und 
ebenfo laͤßt fih der in einer gewiſſen Zeit 
durchlaufene Raum aus Theilchen zufammen> 
fegen, wovon jedes ein Product aus einem 
Zeittheilhen und der mährend beffelben ſtatt⸗ 
findenden Geſchwindigkeit iſt. 

F. 23. Bei der gleichfoͤrmig veränderten Bewegung iſt die Zus oder 
Abnahme v — c der Gefchmwindigleit (pi, $. 13.) proportional der 
Zeit (2). Ziehen wir nun in Fig. 43 und Fig. AA bie Linie DE der Srunds 

Fig. 43. linie AB parallel, und fchneiden wir dadurch 
von den die Gefchwindigkeiten vorftellenden 
Linien BC und MN die ber Anfangeges 
ſchwindigkeit AD gleihen Stüde BE und 
MO ab, fo bleiben uns die Linien CE und 
. NO als Geſchwindigkeitszu⸗ oder abnahmen 
. übrig, für welche nady dem Obigen die Pro- 
portion - 

NO: CE=DO:DE gitt. 

Eine ſolche Proportion bedingt, daß N und 
fo auch jeder Punkt der ginie CD in der 
geraden Verbindungslinie zwiſchen C und D 
liegen, daß alfo jene, die verfchiedenen Ge: 
ſchwindigkeiten (MN) ‚begrengende Linie CD 
felbft gerade fein muß. 

Diefem zufolge läßt fich alfo ber gleiche 
förmig befchleunigt und gleihförmig verzögert 
burchlaufene Raum durch den Inhalt eines 

oo Trapezes ABCD darftellen, das zur Höhe 

AB die Zeit () und zu den (parallelen) 

Srundtinien AD und BC bie Anfanges und Endgeſchwindigkeit hat. Auch 
+0, 





ift damit die 6. 13. gefundene Formel s — in vollommener 


Uebereinftimmung. Bei der gleihförmig befchleunigten Bewegung fleigt 
die vierte Seite DE vom Anfangspuntte an aufwärts, und bei der gleich> 
förmig verzögerten Bewegung läuft diefe Linie abwärts. Bei der mit 
Null Geſchwindigkeit anfangenden gleichförmig befchleunigten Bewegung 
geht das Trapez in ein Dreied vom Inhalte %, BEX AB= ct Über. 

$. 24. Die mittlere Geſchwindigkeit einer ungleichförmigen 


Graykifder 
Darftellung. 








Darfte 
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— Bewegung iſt der Quotient: Raum dividirt durch Zeit; fie giebt 


alfo mittels Multiplication durch die Zeit den Weg und läßt ſich deshalb 
auch ale die Höhe AF==BE bdetjenigen. Rechteckes ABEF $ig.45 anſe⸗ 


Fig. 45. ben, das zur Grundlinie AB die Zeit £ hat 
„ 5 und an Inhalt dem den zurädgelegten Weg 
n z oder Raum meffenden Vierecke ABCND gleich 


if. Die mittlere Gefhmindigkeit ergibt fich 
demnach auch durch Verwandlung bed Vier⸗ 
edes ABCND in ein gleih langes Rechteck 





A 7 2 ABEF. Ihre Beftimmung iſt befonders 

bei periodifhen Bewegungen, melde 

faft bei allen Mafchinen vortommen, von Wichtigkeit. Das Gefeg diefer 

Bewegungen wird durch eine Schlangenlinie CDEF GHK $ig. 46 te 
Big. 46. 





präfentirt. Schneidet bie mit AB parallel laufende Gerabe ZM denfels 
bern Raum mie die Schlangenlinie ab, ift alfo ZM gleichſam die Are, 
um welche fi) CDEF.... windet, fo ift der Abftand AL=BM ywifchen 
beiden parallelen Linien AB und LM die mittlere Geſchwindigkeit der 
periodifchen Bewegung, AC, OE, BE u. f. w aber iſt die größte, 
und ND, PF u. f. w. die kleinſte Gefchwindigkeit einer Periode AO, 
OQ,QB u. f. w. 
$. 25. Auch die Acceleration oder ber in der Zeitfecunde erfolgte Zu: 
ſatz an Geſchwindigkeit Läßt fich in der Figur leicht nachweifen. Bei der 
gleihförmig veränderten Bewegung ift fie unveraͤnderlich; ſie iſt deshalb 
Sig. 47. Fig. 48. ‚die Differenz; PO 
cn. Sig. 47 und 48 zwi⸗ 
fchen. zwei Geſchwin⸗ 
„ digkeiten OP und 
MN, wovon bie 
eine einer um eine 
Secunde (MO) 
„ größeren Zeit ange 
bört ale die andere. 
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FR die Bewegung ungleihförmig verändert, alfo die Geſchwindigkeitslinie Gresitke 
CD eine Eurve, fo ift für jeden Zeitpunkt (M) die Acceleration eine ans Darhekun 
dere, und deshalb ift fie auch nicht die wirkliche Differenz PO zwifchen 
den um eine Secunde MO von einander abflehenden Geſchwindigkeiten 
ten OP un MN=OOQ $ig 49 und 50, fondern fie ift bie 
Fig. 49. 





Zunahme AQ der Geſchwindigkeit MN, welche eintreten würde, wenn 
von dem Augenblide M an die Bewegung in eine gleichförmig befchleu- 
nigte, alfo die krumme Geſchwindigkeitslinie NC in eine gerade Linie 
NE überginge. Nun ift aber die Zangente oder Berührungslinie NE 
diejenige Gerade, in welcher eine Curve -DN weiter fortgeht, wenn fie von 
einer gewiffen Stelle (N) an ihre Richtung unverändert heibehält; es faͤllt 
demnach die neue Gefchmwinbigkeitslinie ‚mit der Tangente zufammen, es 
it folhem nach die bis zu diefer Linie gehende Höhenlinie OR die Ge⸗ 
ſchwindigkeit, welche nad) einer Secunde eintreten würde, wenn die Bewe⸗ 
gung vom Anfang derfelben an in eine gleihförmig befchleunigte Überges 
gangen wäre, und endlich die Differenz RO zwiſchen diefer Geſchwindigkeit 
und der anfänglichen (MN) die Acceleration für den Augenblid‘, welcher 
durch den Punkt M in der Zeitlinie.AB gegeben ift. 


’ Zweites: Kapitel 


Iufammengefeste Bewegung. 


1.26. Ein und derſelbe Körper Bann gleichzeitig zwei ober mehrere Ver Butemmens 
gungen befigen; jede (relative) Bewegung beftcht ja aus der Bewegung Bebeshngen. 
innerhalb eines Raumes und aus der Bewegung dieſes Raumes; innerhalb 
Oder in Beziehung auf einen zweiten Raum. &o befigt fchon jeder Punkt 
auf der Erde zwei Bewegungen, denn er läuft täglich einmal um die Erd⸗ 
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Bnfanımen. are und mit diefer zugleich jährlich einmal um die Sonne. Eine auf dem 


fegung ber 
Bewegungen. 


Schiffe gehende Perfon hat in Beziehung auf die Ufer zwei Berwegungen, 
ihre eigene und die des Schiffes; das Wafler, weiches dur eine Boden⸗ 
oder Seitendffnung eines Gefaͤßes auffließt, das auf einem Wagen fortges 
fahren wird, hat zwei Bewegungen, die Bewegung aus dem Gefäße und 
die Bewegung mit dem Gefäße u. f. w. 

Man unterfcheidet hiernah einfahe und zufammmengefegte 
Bewegungen. Einfach (franz. und engl. simple) find die geradlini⸗ 
gen Bewegungen, aus welchen andere gerad: oder krummlinige Bewegun⸗ 
gen, die man aber deswegen zufammengefegte (franz. compose, engl. com- 
posed) nennt, beftehen oder beftehend gedacht werben können. 

Die Zufammenfegung mehrerer einfachen Bewegungen zu einer einzigen 
und die Zerlegung ‚einer zufammengefegten Bewegung in mehrere einfache 
werden im Folgenden abgehanbelt. 


$. 27. Erfolgen bie einfachen Bewegungen in einer und berfelben ge» 
eaden Linie, fo giebt die Summe oder Differenz derfelben die reſultirende 
zuſammengeſetzte Bewegung, erſteres, wenn die Bewegungen nach gleichen 
Richtungen vor ſich gehen, letzteres, wenn ihre Bewegungsrichtungen ent⸗ 
gegengeſetzt ſind. Die Richtigkeit dieſes Satzes leuchtet ſogleich ein, wenn 
man die gleichzeitigen Raͤume der einfachen Bewegungen zu einem einzigen 
vereinigt. Den gleichfoͤrmigen Bewegungen mit ben Geſchwindigkeiten c, 
und c, entfprechen bie gleichzeitigen Räume C,! und cet; gehen dieſe Be 
megungen in einerlei Richtung vor fich, fo ift demnady der Raum nad) L 
Seundn: s—= c,ht+ ot (c, + c,)t, und folglich ift die refultirende 
Geſchwindigkeit, mit welcher bie zufammengefegte Bewegung vor ſich geht, 
die Summe der Geſchwindigkeiten von den einfacher Bewegungen. Bei ent: 
gegengefegten Richtungen beider Bewegungen ift s= ca, t—ol=(, —o)t, 
bier ift alfo bie refultivende Geſchwindigkeit der Differenz der einfachen Ge⸗ 
ſchwindigkeiten gleich. 

Beifpiele: 1) An einer Perfon, welche fi mit 4 Fuß Geſchwindigkeit auf 
dem Berdede eines Schiffes in der Bewegungsrichtung befielben fortbewegt, wähs 
rend das Schiff ſelbſt 6 Fuß Geſchwindigkeit hat, feinen die Gegenflände an 
den Ufern mit 4-6 = 10 Fuß Geſchwindigkeit vorbei zu gehen. 2) Das Waſſer, 
welches aus der Seitenöffnung eines Gefäßes mit 25 Fuß Geſchwindigkeit aus« 
fliegt, während es mit dem Gefäße zugleich in der entgegengeſetzten Richtung mit 
10 Fuß Geſchwindigkeit fortgeht, hat in Beziehung auf die übrigen in Ruhe be⸗ 
findlihen Gegenflände nur 25 — 10 = 15 Fuß Geſchwindigkeit. 


§. 28. Dieſelben Verhättniffe finden auch bei den ungleichförmigen Bes 
wegungen Statt. Hat. ein und derſelbe Körper außer den Anfangsgeſchwin⸗ 
digkeiten c, und c, noch die conflanten Accelerationen p, und p,, fo find 
die entiprechenden Räume C, by, Cala, pl, Yapol?, und find nun Ges 
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ſchwindigkeiten und Acceleratien in gleicher Richtung, To iſt der ganze Raum, 324 
welcher dieſen einfachen Bewegungen entſpricht: KH 


s=(at@t + (2 +P) 5 —. 
St man nun utgo=emp+tpm=Pp: fo erhält man 
s=et +Pp— > „ und e6 folgt hiernach, daß nicht allein durch bie 


Summe der einfachen Geſchwindigkeiten die Sefchwindigkeit, fondern auch 
Fig. 51. durch die Summe der Accelerationen der einfachen Bewegun- 
| gen bie Acceleration ber reſultirenden oder zufammengefegten 

| Bewegung gegeben wird. 

Beiſpiel. Ein Körper auf dem Monde erhält von ber Monds 
maſſe die Acceleration p, — 5 Fuß und von der Erbe die Accele⸗ 
| ration p, = 0,01 Buß. We fällt daher ein Körper A, Big. Si, 

Ba außerhalb des Mondes M und der Erde E mit 5,01 Buß und ein 
| “ | | Körper B innerhalb M und E wit 4,99 Buß Beſchleunigung dem 
1 Mittelpunfte des Mondes zu. 








, 2 Hat ein Körper zwei in den Richtungen von einander abtweis Yaraiiis: 
chende Bewegungen zugleich, fo nimmt er eine zwifchen beiden inneliegenbe —— 
Vewegungsrichtung an, und find dieſe Bewegungen ungleichartig, iſt z. B. es 
die eine gleichfͤrmig und die andere gleichfoͤrmig beſchleunigt, fo iſt bie 
Kihtung an jeder Stelle der Bewegung eine andere, die Bewegung felbft 
alfo eine krummlinige. 

Ban findet den Ort O Fig. 52, welchen ein nad) den Richtungen AX 

Fig. 32. und AY zugleich bewegter Körper nad) 
einer gewiſſen Zeit (£) einnimmt, wenn 
man den vierten Eckpunkt (O) des Pa- 
rallelogrammes AMON aufſucht, das 
durch die gleichzeitigen Wege AM == x 
und AN = y, fowie durdy den Win- 
tel XAF gegeben ift, um melden die 
Bewegungsrichtungen von einander ab: 
weichen. Bon ber Richtigkeit dieſes 
Verfahtens wird man uͤberzeugt, wenn 
man die Wege 2 und y als nicht auf einmal, ſondern nach einander zu⸗ 

tüßgelegt annimmt. Vermoͤge der einen Bewegung durchlaͤuft der Körper 
dm Weg AM —= x, und vermöge der andern von .M aus in der Rich⸗ 
tung AF, alfo in einer mit A Y paralleien Zinie MZ, den Weg AN = y. 
Dat man nun MO —= AN, fo befommt man in O ben Drt des Koͤr⸗ 
pers, weicher beiden Bewegungen x und y zugleich entfpricht und der, der 
Conftruction zu Kolge, dee vierte Eckpunkt eines Paralelogrammes AMON 
Veisbachs Mechanik. ie Aufl. 1.82. 5 Ä 
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—8 ft. Auch kann man ſich vorſtellen, daß der Raum AM — x in einer 

Sehne: «Linie AX zuruͤckgelegt werde, die mit allen ihren Punkten zugleich in ber 
Richtung A F fortgeht, alfo auch M mit A Y parallel fortführt und diefen 
Punkt den Weg MO = AN = y beſchreiben läßt. 


$. 30. Erfolgen die beiden Bewegungen in ben Richtungen AX und 
AY gieihförmig und mit den Gefchwindigkeiten c, und c,, fo find die 
Räume nad) einer gewiffen Zeit (): = ctumd y= ct; es iſt alfo 


ihr Verhaͤltniß * — * zu allen Zeiten daſſelbe, eine Eigenthuͤmlichkeit, 
1 


die nur der geraden Linie 40, Fig. 53, zukommt. Es folgt alſo hieraus, 

‚gie 53. daß die zufammengefeßte Bewegung in einer 
geraden Linie vor fih geht. Conſtruirt 
man ferner aus den Geſchwindigkeiten 
AB=c, und AC=c, das Parallelo- 
"gramm ABCD, fo gibt deſſen vierter Eck⸗ 
punkt den Ort D an, wo fich der Körper am 
Ende einer Secunde befindet. Da aber die 
refultivende Bewegung eine gerablinige ift, fo 
folgt, daß diefe Überhaupt in der Nichtung der 
Diagonale bed aus den Gefchwindigkeiten con> 
fteuirten Parallelogrammes vor fi) geht. Bezeichnet, man nun den Weg 
AO, welcher in der Zeit & wirklich zurückgelegt wied, durch s, fo hat man 


wegen Aehntichkeit der Dreiede AMO un ABD: — = 77° es folgt 





bemnad) diefer eg s= AB == —=AD.t De letzten 


Gleichung zufolge iſt der Weg in der Diagonale der Zeit () proportional, 
alfo die Bewegung felbft gleihförmig und die Diagonale AD ihre Ge 
ſchwindigkeit. 

Es gibt alſo die Diagonale eines aus zwei Geſchwindig— 
keiten und dem von ihnen eingeſchloſſenen Winkel gebil— 
deten Parallelogrammes die Richtung und Groͤße derje— 
nigen Geſchwindigkeit an, mit welcher die refultirende 
Bewegung wirklich vor fih geht. Man nennt dieſes Parallelos 

gramm Parallelogramm der Geſchwindigkeiten (franz. pa- 
rallellogramme des vitesses, engl. parallelogram of velocities), die ein: 
fachen Gefhwindigkeiten heißen audy wohl Somponenten ober Sei» 
tengefhmindigteiten (franz. composantes, engl. components) und 
die zufammengefegte Geſchwindigkeit die refultirende oder mittlere 
(franz. resultante, engl. resultant). 
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$. 31. Durch die Anwendung trigonometeifcher Formeln läßt fich die Yaraltıto. 


gramm der 


Richtung und Größe der mittleren Gefchwindigkeit auch rechnend finden- —*8 


Die Aufloͤſung von einem der gleichen Dreiede 3.38. von ABD, aus denen 
das Parallelogramm ABDC (Sig. 54) der Geſchwindigkeiten befteht, 
Fig. 54. gibt die mittlere Geſchwindigkeit AD 

y aus der Seitengeſchwindigkeiten AB=cı 

und ACz=c, und dem von ihren Richtungen 

gebildeten Winkel BAC—« durch die Formel: 

e=Vc?-+ 09? + 2c,c,c0s.c, und ben 

Mintel BAD—g, den die mittlere Ge: 

ſchwindigkeit mit der Geſchwindigkeit c, eins 
ſchließt, durch die Formel 


. „sn 
sn. 9= 





c. Sin. , 

C++ 02208.0 

Sind die Gefchwindigkeiten c, und c, ein: 

ander gleich, ift alſo das Parallelogramm berfelben ein Rhombus, fo ers 

gibt ſich einfacher, wegen der Rechtwinkeligkeit zmifchen den Diagonalen: 

c == 2c, c0s.Y, a und p —= Ya. 

Schließen endlich die Gefchwindigkeiten einen Rechtwinkel ein, ſo erhaͤlt 

man ebenfalls einfacher: 


* oder tang.p= 





e= vVer+ 2 und fang. p —& 


ci 

Beiſpiele: 1) Das aus einem Gefäße oder aus einer Maſchine ausflie⸗ 
Fende Waſſer hat eine Gefchwindigkeit c, = 25 Fuß, während ſich das Gefäß 
ſelbſt mit einer Geſchwindigkeit A= 19 Fuß in einer Richtung bewegt, die mit 
ber des ausfließenden Waflers einen Winkel @® — 130° bildet. Welches ift die 
Richtung und Größe der refulticenden, oder wie man wohl fagt, der abfoluten 
Geſchwindigkeit ? 

Es iſt ⸗ Y3’+1 225.19 c0s.130°= VY625-+361 — 50,19. cos 50° 


= VE 00:0. Wi YRBE-5107 = V3753 — 19,37 Fuß, 
die geſuchte reſultirende Geſchwindigleit. 
19, sin. 130° . | 
Ferner sin. o = zur ('x ee 0,9808 sin. 50° = 0,7513, und ſonach der 
Binfel, um melden die Meſultirende von der Geſchwindigkeit c, abweicht, 
r=48%, 42°, alfo der Winkel, welchen fie mit der Bewegungsrichtung des Gefüßes 
einfhlicht: a— o=81?, 18. 

2) Wären bie vorigen Geſchwindigkeiten winkelrecht gegen einander gerichtet, 
fo würde cos. & — cos. 90° = 0 und deshalb. die mittlere Geſchwindigkeit 
e=VR6 — 31,40 Fuß fein; für ihre Richtung wäre tang. p = !Y, = 0,76, 
daber die Abweichung berfelben von der erften Geſchwindigkeit: 9 — 37°, 18. 

6. 32. Man kann auch jede gegebene Geſchwindigkeit aus zwei Sei: 
tengefehmwindigkeiten beftehend anfehen, und deshalb, geriffen Bedingungen 
entſprechend, in ſolche zerlegen. Sind z. B. die Winkel DAB— 9, und 

5* 
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Yaraıv. DAC = Y Fig. 55. gegeben, welche die zu fuchenden Geſchwindigkeiten 


iwindig: Big- 55. mit der mittleren AD c einfdließen 
— * ſollen, fo ziehe man durch den Endpunkt 


D der die c vorftellenden Graden andere Li⸗ 
nien parallel zu den Richtungen AX und 
AFY: die fi) ergebenden Durchſchnittspunkte 
fhneiden nun die gefuchten Gefchwindigs 
teiten AB=c, und Al; ab. 

Die Trigonometrie gibt diefe Geſchwin⸗ 
= digkeiten durch die Formeln 

— c sin.vᷣ 6, cesin.p 
1 np +B ? sn. (pt V)' 
In den gewöhnlichen Källen der Anwendung find die beiden Geſchwin⸗ 
digkeiten winkeltecht gegen einander, dann tft aloe 9 + Y = 90°, 
sin. (pP + Y) = 1, und es folgt: 
ci & c cos. ꝙ und .—=cgn. v. 

Uebrigens kann auch aus einer Seitengeſchwindigkeit (c,) und ihrem 
Richtungswinkel (P) die Richtung und Größe der andern Geitenge: 
ſchwindigkeit gefunden werden. Endlich laſſen fi auch aus den Ge: 
ſchwindigkeiten c, c, und c, ihre Richtungsmwintel beflimmen, wie man 
aus den drei Seiten eines Dreieds die Winkel deffelben findet. 


Deifpiel: Es fei die Geſchwindigkeit e = 10 Fuß in zwei Seitengefäwin- 
digfeiten zu zerlegen, welche um die Wintel » — 65° und y = 70° von ihrer 
Richtung abweihen. Diefe Geſchwindigkeiten find 


10sin. 70°_ 9,397 ; 10sin.65° 9,063 
in 1350 7 Fin. a5 1329 Buß und 30,701 





— 12,81 Fuß. 


Bufammente»  $. 33. Durch wiederholte Anwendung des Parallelogrammes der Ges 
I — Bi 66. ſcchwindigkeiten läßt ſich jede beliebige 
— | Anzahl von Geſchwindigkeiten in eine 
einzige verwandeln. Durch Con: 

ftruction des Parallelogrammes ABDC 
(Fig. 56) ergibt fich die mittlere Ge⸗ 
ſchwindigkeit AD zu c, und c,; durch 
Gonftruction des , Parallelogrammes 
ADFE «hält man in AF die mitt: 
lere Gefchmwindigkeit zu AD und AE 
= C,, und ebenfo fteilt fih durch Con⸗ 
ftruction des Parallelogrammes AFHG 
| die mittlere Geſchwindigkeit 4 = c 

von AF und AG=c,; und dadurch auch die von C,, Cy cʒ und c, heraus. 
Am einfachſten ergibt ſich die in Frage ſtehende mittlere Geſchwindig⸗ 











Zufammengejehte Bewegung. 69 


keit duch Gonfteuetion eines Polygones ABDFH, deſſen Seiten 
AB, BD, DF und FH den gegebenen Geſchwindigkeiten c,, Ca, C3 und 
c, parallel und gleich gemacht werden, und deſſen teste Seite AH allemal 
die refultirende Geſchwindigkeit ifl. 

Auch in dem Kalle, wenn die Geſchwindigkeiten nicht in einerlei Ebene 
liegen, läßt ſich die mittlere Geſchwindigkeit durch mehrfache Anwendung 
des Parallelogranımes der Gefchwindigkeiten finder. Die mittlere Geſchwin⸗ 
digkeit AF—=c (Fig. 57.) von drei nicht in einer Ebene befindlichen 

ig. 57. Geſchwindigkeiten AB=c,, AC=c, und 

7 AE==t, ift die Diagonale eines Paral: 

lelepipeds BCHG, deffen Seiten biefen 
Geſchwindigkeiten gleich find. Man fpricht 


lepipeb ber Geſchwindigkeiten. 
$. 34. Zwei gleihförmig befchleunigte 
und mit Null Geſchwindigkeit anfangende 
Bewegungen geben in ihrer Zufammen: 
fegung wieder eine gleichförmig befchleus 
nigte Bewegung in der geraden Linie: 
Sind die Accelerationen diefer nach ben 
Richtungen AX und AT (Sig. 58) vor 
fih gehenden Bewegungen p, und p,, fo 
find? am Ende der Zeit £ die Räume 
AM—a=®% un AN=y= BE, 





a 2 
one . 22 
A L 4 x und es ift ihr Verhaͤltniß z = — 
von der Zeit gar nicht abhaͤngig, deshalb alſo der Weg 40 der zu⸗ 
ſammengeſetzten Bewegung ein geradliniger. Macht man AB = p,, 


un BD—= AE = p,, fo bekommt man ein Parallelogramm ABDC, 
weiches dem Parallelogramm AMON ähnlich und für welches 





AO _AM_YpıR 
ya AO= AD. P if. 


Diefer Gleichung zufolge ift der Weg AO der zufammengefegten Bewe⸗ 
gung dem Quadrate ber Zeit proportional, bie Bewegung felbft alfo gleich 
fürmig befchleunigt, und die Acceleration berfelben die Diagonale AD des 
aus den einfachen Xccelerationen p, und p, conftruirten Parallelogrammes. 

So wie man alfo durch das Parallelogreamm der Geſchwindigkeiten Ge: 
ſchwindigkeiten zufammenfegt und zerlegt, ebenfo laſſen ſich nach genau 
denfelben Regeln durch ein Parallelogramm, weldyes man dag Paralles 
logramm der Accelerationen (franz. parallelogramme des accele- 


fegung der cs 


celerationen, 


Bufanmenfes 
ung und Ber, 


der Ge⸗ 
———8 
it, 


daher wohl auch von einem Paralle: . 


Bufammen “ 
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ralions, engl. parallelogram of accelerations) nennt, cceleration zu 

einer einzigen vereinigen, und in mehrere andere zerlegen. 
Zufomnens 6. 35. Aus der Bereinigung von einer gleihförmigen Bewe: 
— gung mit einer gleichfoͤrmig beſchleunigten geht eine gaͤnzlich 
—eS ungleichfoͤrmige Bewegung hervor, wenn die Bewegungsrichtungen nicht 
zuſammenfallen. In einer gewiſſen Zeit . wird bei der Geſchwindigkeit c 
in der einen Richtung AF, Fig. 59, der Weg AN =y=ct und in 
Fig. 59. derfelben Zeit bei einer un: 
” x ___ x  veränderlihen Acceleration in 
— einer gegen die erſtere recht⸗ 
winkeligen Richtung AX der 


Weg AM ⸗Ehurüc 


gelegt, und es iſt der Koͤrper 
im Eckpunkte O des aus 


y=clwırı= Br con: 
ftruirten Parullelogrammes, 
Mit Huͤtfe dieſer Formeln laͤßt ſich zwar der Ort des Koͤrpers zu jeder 


Zeit finden, allein derſelbe liegt nicht in einer — derſelben Geraden, denn 
nehmen wir aus der erften Steihung ! = 2 und feßen diefen Werth 


»y? 

in die zweite, fo erhalten wir die Gleihung 2 = er Ziefer zufolge 
verhalten fich die Wege (x) in der zweiten Bemwegungsrichtung nicht mie 
die in ber erften, fondern mie die Quadrate (1?) derfelben in ber erſten und 
Fig. 60. es ift deshalb der Meg des 
r Körpers auch keine gerade, . 
fondern eine gewiffetrumme 
Linie, die man in.der Geos 
metrie unter dem Namen 
die Parabel (franz. pa- 
rabole, englifc) Parabola) 

fennen lernt. 
Anmerkung. Es fi ABC, 
Fig. 60, ein Kegel mit Freie: 
förmiger Bafis AEBF, DEF 
ein Schnitt defjelben parallel 
zur Seitenlinie BC‘ und win: 
felreht zum Durchſchnitt ABC 
geführt, und OPNG ein zwei: 
ter, mit ber Baſis paralleler 
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und deswegen ebenfalls Freisförmiger Durchſchnitt. &6 fei ferner EF die Durcchssufammenfe- 


ſchnittelinie zwifchen der Baſis und dem zweiten Schnitte, und ON bie zroifchen den noiafeiten 


beiten Schnitten ; denfen wir uns endlich im triangulären Durchſchnitte AB Cund „glereieras 
bie parallelen Durchmeſſer AB und PO und im Schnitte DEE die Are DG 
geführt. Alsdann gilt für die halbe Kreisfehne MN = MO die Gleichung 
HN! = PM >< MQ; aber MQ it = BG und für PM gilt die Proportion 


PN: MD=AG: DG, 6 folgt daher MN? — BG > Bat . &benfo if 


aber auch GE? = BG >< AG; divibirt man daher beide Gleichungen burd) 
einander, fo folgt 

DU MN: 
D6“ GE: 
Stüde (Abfciffen), wie die Duabrate der entſprechenden Perpen— 
bifel (Drdinaten). Diefes Gefeg ſtimmt mit dem oben gefundenen Bewegungs: 
geiege vollfommen überein; es geht alfo diefe Bewegung in einer frummen Linie 
DNE vor ih, tie man ale Schnitt am Kegel (Kegelſchnitt) nachweiſen fann. 


F. 36. Um die aus der Zufammenfegung von Geſchwindigkeit und Yarasıt. 
Acceleration hervorgehende Bewegung bollftändig zu fennen, muß man vuns. 
auch noch die Richtung, Geſchwindigkeit und den burdhlaufenen 
Weg für jede Zeit (t) angeben koͤnnen. Die Geſchwindigkeit parallel zu 
AFiR unveränberlih — c, die parallel zu AX aber veränderlih und 
= pl, conftruirt man nun aus diefer Gefchwindigkeit OQ — c und 
OP= pt das Parallelogramm OPRQ, Fig. 61, fo erhaͤlt man in der 
Diagonale OR veffelben die mittlere oder diejenige Geſchwindigkeit, mit 
welher der Körper in O die parabolifhe Bahn AOU verfolgt. Diefe 


Gefhwindigkeit felbft it v = Ve? + pl. 
Ebenfo giebt OR die Tangente oder Richtung, in welcher der Körper in 
Ö einen Augenblick lang ſottgeht, und es iſt für den Winkel POR=XTO=y, 
Biy- welchen biefelbe mit der zwei⸗ 
N ten Richtung (Are) AX ein: 
" " fchließt, durch die Formel 
A Ton AL 
: I, 9 0p— pi 
gegeben. 

Um endlich noch den dur ch⸗ 
laufenen Raum oder Eur: 
venbogen AO = s zu finden, 
fann man fich der Gleichung 
6 = vr ($. 19), wonach fid), 

| als Elemente anzufehende Heine 

Theile deſſelben berechnen laffen, bedienen. Uebrigens gießt auch die höhere 
Geometrie eine complicirte Formel zur Berechnung eines Parabelbogene. 

$. 37T. Wir haben feither angenommen, daß die urfprünglichen Berveg: 


zes verhalten fi alfo die auf der Are abgefhnittenen 
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— ungstichtungen einen Rechtwinkel einſchließen, und muͤſſen nun noch den⸗ 
 inigen Fall näher kennen lernen, bei welchem die Richtung der Accelera⸗ 
tion mis der Geſchwindigkeit einen gewiffen Winkel einfchließt. Hat der 
Körper in der Richtung AY, (Fig. 62) die Gefchwindigkeit c und in 

dev Richtung AX,, weiche mit der erflen den Winkel X,AY, = « ein» 

Big. 62, fließt, die Acceleration 

p, fo ift A nicht mehr 
Scheitel und AX, nicht 
mehr Are, fondern nur 
die Arenrichtung der 
Parabel. Der Scheis 
tet C fteht vielmehr 
um die Coordinaten 
CB=a und BA=b, 
wovon die erflere in 
die Are felbft fälle und 
die letztere winkelrecht 
darauf ſteht, von dem 
Anfangspunkte A ber 
Bewegung ad. Die Geſchwindigkeit AD = c befteht aus den eis 
tengefchwindigkeiten AF= c sin. «a und AE =c cos.a. Bon ihnen ift 
die erftere immer biefelbe, die letztere aber der veränderlichen Gefchwindig- 
keit pt gleich zufegen, vorausgefegt, daß der Körper die Zeit & nöthig ge 
habt hat, um vom Scheitel C nach dem eigentlichen Anfangspunfte A zu 


gelangen. Es ergiebt fi alfo c cos. a==pt, folglich) —— and 





“ 





2 
VCB=za—e 2008. ind 


2 2p 
2), BA=bdb=csm. a. men EI. 


Hat man dur diefe Abftände den Scheitel C der Parabel gefunden, 
fo kann man, von da ausgehend, für jede beliebige Beit den Drt O des 
Körpers finden. Uebrigens gilt auh: EM = x und MO=y ſetzend, bie 


__PYf — Vv 27, 
allgemeine Formel x Fang Mey osin. a = 


Anmerfung. Die feither abgehandelte Theorie der parabolifhen, aus einer 
unveränderlichen Gefchwindigfeit und einer conftanten Acceleration hervorgehenden 
Bewegung findet ihre Anwendung in der Balliſtik, ober der Lehre von der Wurf: 
bewegung. Die: fhief auf: oder abwärts geworfenen Körper würben in Folge 
ihrer Anfangsgefchwindigfeit (c) und der Acceleration der Schwere (9 — 
31%, Fuß) einen Parabelbogen durchlaufen, wenn der Widerſtand der Luft befeis 
tigt wäre, oder die Bewegung im Iuftleeren Raume vor fi ginge. Iſt die 
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Vurfgeſchwindigkeit nicht groß und ber geworfene Körper fehr ſchwer in Hinſicht Yanssıt. 


auf fein Bolumen, fo fällt die Abweichung von der Barabel Hein genug aus, um 
biefelbe ganz vernadhläffigen zu Fönnen. Am volllommenflen wirb aber die para» 
bolifde Bahn durch Waſſerſtrahlen, wie fie fi beim Ausfluffe aus Gefäßen, bei 
Spritzen n.f. w. bilden, vorgefunden. Abgefchoffene Körper, wie 3. B. Geſchützku⸗ 
gen, befchreiben in Folge des großen Euftwiberfianbes von ber Parabel bebautend 
abweichende Bahnen. 


$. 38. Ein unter dem Elevationswinkel VAD— « (fig. 68) abge 


Tig. 63. 





Ichoffener Körper fleigt auf eine gewiſſe Höhe BC, welche bie Wurf» 
höhe (franz. hauteur du jet, engl. height of projection) gehannt wird, 
und er erreicht die Horigontalebene, von der er in A ausgegangen ift, in 
einer Entfernung AD, melde die Wurfweite (franz. amplitude du 
jet, engl. range af projection) heißt. 

Aus der Geſchwindigkeit c, der Accgleration gund dem Elevationswintel 
folgt, nach $. 37, indem man p durch g und a® duch 909% 4 «P, alfo 
008. & durch Sin. & erfegt: 


ce? sın. 0? 


29 
die halbe Wurfweite AB=b = 
Für einen Punkt O der MWurfbahn bat man, wenn CM = x und 





die Wurfhöhe CB = a = 





MO = y beffen Coordinaten find, 2 — ag Oder, wenn er durch 


9Y 
2.02 co8. 
die Coordinaten AN = x, und NO = y, angegeben werben fol, 


n4 
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—8 „=0B-(M=a—- 2 =a— 
gx% 

2.0? cos.a?' 
Aus der Formel für die Wurfweite erficht man, daß diefe am größten 

ausfällt, wenn sin. 2 @a=1, alfo 2 «= 90), d.i. a 45° iſt. Ein un- 

ter dem Elevationswinkel von 45 Grad auffteigender Körper erreicht alfo 

die größte Wurfweite. 


Beifpiel: 1) Gin unter dem Elevationswinkel von 66° mit 20 Fuß Geſchwin⸗ 
bigfeit auffteigender Wafferftrahl, dem alfo die Geſchwindigkeitshoͤhe A = 0,016 . 20° 
— 6,4 Fuß zufommt, fleigt auf die Höhe bh sin. aꝰ—6,4 (sin. 669% = 
5,34 Fuß und hat die Wurf: oder Sprungweite a —=2.6,A sin, 132°==2.6,4sin. 48 
— 9,51 Buß. Die Zeit, welche jedes Waſſertheilchen braucht, um den ganzen 

2csin.a 2.20.sin. 66° 


y=2, lang. — 


Parabelbogen ACD zu durchlaufen, iſt m —5 118er 

eunde. Die Höhe, welche dem Horizontalabflande AN= a, —=3 Fuß entfpridt, ift 
31,25.9 0.35156 

Yı = 3. tang. 66° — 3.300. (cos. 6,738 — 0,165 —= 6,738 — 2,125 

— 4613 Fuß. 


2) Der aus einer horizontalen Möhre ausfließende Wafferfirahl Bat auf einer 
Höhe von 1%, Fuß eine Sprungmweite (halber Murfweite) von 5'/, Fuß, wie groß 
ift die Geſchwindigkeit des Waſſers? 


_ u _y _ teri — u FE 
Aus der Formel = —55 folgt A rw hierin = 1,75 und y= 5,25 


5,25? . . 
geſetzt, h = 115°” 3,937 Fuß, und die biefer Höhe entſprechende Geſchwin 


digkeit ce — 15,68 Fuß. v 
Anmerkung. Ueber die Sonftruction, Tangentenlage und andere. Eigenſchaf⸗ 
ten der Parabel findet man das Nähere im »Ingenieur, Seite 242,«. 


Kemmmlinige $. 39. Aus der Vereinigung. von mehreren Geſchwindigkeiten und meb- 
überfaupe, teren unveränderlichen Accelerationen entfpringt ebenfalls eine parabolifche 
Bewegung, denn es laffen fi) nicht nur die Geſchwindigkeiten, fondern 
auch die Accelerationen zu einer einzigen vereinigen; es ift alfo das Er⸗ 
gebniß daffelbe, als wenn nur eine Gefchwindigkeit und nur eine Accele. 
ration, d. i. nur eine gleichförmige, und nur eine gleichförmig befchleu- 

nigte Bewegung vorhanden waͤre 
Sind die Accelerationen veränderlich, fo kann man fie ebenfo gut zu 
einer mittleren vereinigen, als wenn fie conſtant wären, denn es iſt er- 
laubt, diefelben in einem unendlich Meinen Zeittheilhen (7), als unverän- 
derlich,, die entfprechenden Bewegungen alfo innerhalb diefes Theilchens 
als gleichförmig befchleunigt anzufehen. Allerdings iſt die refultirende Ac- 
celeration veränderlich , mie ihre Componenten felbft. Vereinigt man nun 
diefe refultirende Acceleration mit der gegebenen Gefchwindigkeit, fo läßt 
ſich ein Eleiner Parabelbogen angeben, in welchem die Bewegung während 
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eines Heinen Zeittheilchens flatthat. Beſtimmt man fo für das folgende geammiinige 


Zeittheilchen wieder die Gefchwindigkeit und die mittlere Acceleration, fo ührtaur. 
läßt fidy ein neues, einer andern Parabel angehöriges Bogenſtuͤck finden, 
und fährt man fo fort, fo erhält man nach und nad) die vollftändige Bahn, 

$. 40. ‚Man kann jeden Meinen Bogentheil irgend einer Curve ale 
einen Kreisbogen anfehen. Der Kreis, welchem biefer Bogen zugehört, 
heißt Krümmungstfreis (franz. cercle osculateur, engl, circle of cur- 
vature), fein ihm zugehöriger Halbmeffer aber Krämmungshalbmef: 
fer (franz. rayon de courbure, engl. radius of curvature). Es läßt ſich 
ebenfo die Bahn eines bewegten Körpers aus Kreisbogen zufammenfegen, 
und deshalb eine Kormel für ihre Halbmeffer entwideln. 

Es fei AM (Sig. 64) ein fehr Meiner gleichförmig befchleunigt zuruͤck⸗ 


gelegter Weg z=E in der Richtung AX, und AN ein fehr Eleiner, 


Big. 64. gleihförmig ducchlaufener Meg 
y=cr, und O der vierte End: 
punft des aus ır und y conftruir: 
ten Parallelogramms, d..i. der 
Punkt, welchen der von A aus⸗ 
gehende Körper am Ende bes 
Zeittheilhene (T) einnimmt. 
Legen wir AC rechtwinkelig ge- 
gen AY und fehen wir nun zu, 
aus mwelhem Punkte C in bie: 
fer Linie fi ein Bleiner Kreis⸗ 
bogen durch A und O befchreiben 
läßt. Wegen der Kleinheit des Bogens AO koͤnnen wir annehmen, baß 
nicht allein CA, fondern auh COP rechtwinkelig gegen AY ftehe, dh . 
alfo im Beinen Dreiede NOP der Winkel NPO ein rechter fi. Die... 
Auflöfung diefes Dreieds giebt OP=ON sin. ONP=AMsin. XAY : 


-—E sin. a, unb die Tangente MP=AN + NP=cı + cos 0 





=(c+ — cos. 0). r läßt fih = cr fegen, weil > COS. a wegen 


des unendlich kleinen Factor T gegen c verfchwindet. "Run ift aber 
nach der Lehre vom Kreife AP = POX (PO + 2 CO), oder, da 
PO gegen 200 verfhwindet, AP = POX 200; es folgt daher der 
gefuchte Arümmungshalbmeffer 


’ 2PU Srksim a psino 
Durch diefelbe Formel laſſen fi) die Krümmungshalbmefler aller Bo- 
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Rrummiinige genelemente finden, wenn man nur bie jebesmalige Gefchwinbigkeit (c), 


gungen 


—— 


Acceleration (p) und den Winkel (o) einführt, welchen die letztere mit der 
Geſchwindigkeit oder mit der durch eine Berährungslinie angegebenen Bes 
wegungsrichtung einfchließt. 

Beiſpiel: Bür bie durq die Aeceleration der Schwere bewirkte paraboli⸗ 
fhe Bahn if r = 0,032 un und im Scheitel diefer Eurven, wo a = 90°, 


alfo sin. « = 1, fällt r = 0,032c* aus. Bei einer Geſchwindigkeit von 20 Juß 
ergaͤbe fh alfo r = 12,8 Buß; jemehr ſich aber des Körper vom Scheitel ent⸗ 
fernt, deſto Heiner wird « und deſto größer wird alſo auch der Krummungshalbmeffer. 


$. 41. Geht man von einer Stelle A (Sig. 65.) aus, mo die Acceles 
retion in einer Richtung 40 winkelrecht zur Bewegungsrichtung AF 
Big. 65. ftatthat, iſt alfo &==909, fo hat 

man den Srümmungshalbmeffer 


CA=r= =: —, und es ift die Ge⸗ 


ſchwindigkeit im folgenden Punkte 
O zuſammengeſetzt aus c und. 
aus pr, baher 
pr? 
v= vVetpr=ec + Ie . 
weil 7 unendlich klein iſt gegen c. 
2 

Schreiben wir v=c+ * T.t, 





fo koͤnnen mir = als Acceleration, und —* Ir als einen dieſer entſpre⸗ 
chenden Zuſatz an Geſchwindigkeit anſehen. Weil aber 7 unendlich Mein iſt, 
ſo faͤllt auch die Acceleration unendlich klein aus, man hat alſo in einer 
Secunde nur einen unendlich kleinen Zuwachs an Geſchwindigkeit, und 
kann folglich die Bewegung als gleichfoͤrmig anſehen, d.i. v = c fegen. 

Aendert fid) mit der Bewegungsrichtung auch die Richtung der Accele⸗ 
ration, und bleibt diefelbe immer winkelrecht auf jener, fo ift ſonach 
auch immer v==c; es bleibt alfo die Gefchwindigkeit der Bewegung uns 
verändert, wie fie anfangs war, naͤmlich — c. Man nennt eine foldye 
immer winkelrecht gegen die Bewegung ftehende, oder den Körper immer, 
wintelreht von der Bewegung ablenkende Acceleration Mormalacce⸗ 
leration (franz. acceleration normale, engl. normal -acceleration), 
und weiß alfo hiernach, daß diefe allein eine Gefchwindigkeitsneränderung 
nicht, fondern nur eine Ablentung ven ber Geraben bewirkt. Nach ber 


obigen Formel * =, baben wir bie Mormalatceleratign 7 =; 
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— Quadrat der Gefhwindigkeit dividirt buch den jede 6: ammmtinig 
maligen Kruͤmmungshalbmeſſer zu fegen. ——— 
Beim Kreis AOD D (Bis, 66) ift der Krümmungshalbmefler (r) ber 
Big. Kreishalbmeſſer CA=CO febft; das 
ber ift bei der Bewegung in bemfelben 


die Acceleration p = - unveränders 


lich. Eine unverdnberliche Acceleration, 
welche den Koͤrper unaufhoͤrlich recht⸗ 
winkelig von ſeiner Bewegung ab⸗ 
lenkt, bewirkt alſo eine Umdrehung im 
Kreiſe. 





Beifpiel: Gin Körper, welcher in einem Kreiſe von 5 Buß Halbmefſer ſo 
herumgeht, daß er zu jeber Umdrehung 5 Secunden Zeit braucht, hat die Ges 


föwinbigfeit e FI 203 _ 2.2 6283 Buß, und die Rormalacı 


5 
celeration p = EL 7896 Buß; d, 5. er wird in jeder Secunde um 


yp= Y>< 1896 — 3,948 Euß von ber geraden Linie abgelenkt. 
$. 42. Bei der gleichzeitigen Bewegung zweier Körper _Reariw 
Big. 87. findet eine immerwäh: — 
7 rende Veränderung in 
der gegenfeitigen Lage, 
Entfernung u.f. w. der: 
felben Statt, es läßt 
fi) aber dieſelbe mit 
Huͤlfe des Obigen für 
jeden Zeitpunft finden. 
Es fei in Fig. 67 A ber Anfangepunkt bes einen Körpers, BD der des 
andern; jener rüde in der Richtung AX in einer gemiffen Zeit (t) nad 
M, diefer in der Ricytung BF in eben biefer Zeit nach N; ziehen wir 
nun MN, fo erhalten wir in diefer Linie die relative Lage und Entfernung 
der Körper A und B am Ende biefer Zeit. Legen wir AO parallel mit MN 
und machen au AO == MN, fo wird die Linie AO die gegenfeitige 
Rage der Körper A und B ebenfalls angeben. Ziehen wir noh ON, fo 
erhalten wir ein Parallelogramm, in welchem auch ON AM if. Mas» 
chen mir endlich noch BO parallel und gleich der NO und ziehen -OQ, fo 
erhalten mir ein neues Parallelogreamm BNOQ, in welchem bie eine 
Seite BN der abfolute Weg (y) des ‚zweiten Körpers und die andere 
Seite BO der nad) entgegengefegter Richtung gelegte Weg (2) des erften 
Körpers, der vierte Eckpunkt O aber ber relative Drt des zweiten Körpers 





Relative 


Bewegungen. 
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ift, mofern er nämlich auf den als unveränderlich anzufehenden Ort des 
erften Körpers bezogen wird. 

Man findet alfo den relativen Drt O eines bewegten Körpers 
(B), wenn .man diefem außer feiner eigenen Bewegung (BN) noch diejenige AM 


- des Körpers (A), worauf man den Ort bezieht, in unfgelehrter Richtung, alfo 


BO; beilegt, und nun nach den gewöhnlichen Regeln, z. B. mit Hülfe eines 
Parallelogrammes BNOQ, diefe Bewegungen zufammengefest. 

$. 43. Sind die Bewegungen ber Körper A und B gleichförmig, fo 
kann man für AM und BN bie Gefchwindigkeiten c und c, b. i. bie 
Wege in einer Secunde, einfegen. Man erhält deshalb die relative 
Gefhwindigkeit deg einen Körpers, wenn man demfelben 


außer feiner eigenen abfoluten Gefhmwindigfeit auh nod 


Die des Körpers, aufwelhen man bie erfte Geſchwindig— 
Leit bezieht, in entgegengefester Richtung beilegt. Aud 
findet daffelbe Verhältnig mit den Accelerationen Statt. 


Beifpiel. Gin Dampfwagenzug fährt auf der Schienenbahn AX Fig. 68 

Fig. 68. von A aus mit 35 Fuß. Gefchwindigs 
feit, ein anderer gleichzeitig von B aus 
auf einer Bahn BY, welche mit der er: 
fteren den Winkel BDX=56° einſchließt, 
. mit 20 Fuß Geſchwindigkeit. Wenn nun 
die anfaͤnglichen Abflände AC= 30000 
Fuß und CB = 24000 Fuß betragen, 
wie groß‘ift die Entfernung AO Bei: 
der Wagenzüge nad} einer Biertelftunde ? 
Aus der abfoluten Geſchwindigkeit BE 
=, = 20 Zuß bes zweiten Zuges, 
der umgefehrten Geſchwindigkeit BF— c 
— 35 Fuß des erflen Zuges und dem 
eingefhlofienen Winkel EBF= « — 180° 
_BDC— 180° ʒ6 124° Tolgt die relative Geſchwindigkeit des zweiten Zuges: 


BG = Veto? +2ec cos. 35?-+20?—2.35.20.cos. 56° 


—= Y1225+400 — 1400 c0s.56° — 105723 782,9 — \/842,1=29,02 Buß. 
Für den Winfel GBF — 9, ben biefelbe mit ber erften Bewegungsrichtung eins 








quießt. it 56° _ 20.0,82% 
c, sin, .V, . 
sin. p = Sg = ing; Los. sin. 9=0,7560—1, daher 9341,50. 


Der in 15 Minuten = 900 Ser. relativ durchlaufene Weg iſt BO 29,02 .900 
— 26118 Fuß, die Entfernung AB = \/(30000)* + (24000)° = 38419 Zuß, 
der Winfel BAC = ABF, da defien Tangente 3000 ” — 08 iſt, = 38°, 40°, 
baher der Winfel ABO — 38°, 40’ 380, 40° + 34°, 50° = 73° 30°, und 
die Entfernung der beiden Magenzüge nad 15 Minuten: 
AO — YAB®+-B0°_—2AB.BOcos. ABO 
— V3SHos-F26110r — 2. 38419. 26118 c0r.73°, 0 


== 1588190000 = 38850 Fuß. 
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Mechanil oder phufifche Bewegungslehre 
im Allgemeinen. 


Erftes Kapitel. | 
Grundbegriffe und Grundgefete der Mechanif. 


$. 44. Die Mechanik (fr. mecanique, engl. mechanics) ift die Willen: Mesanit. 
fhaft, welche von den Bewegungsgefegen materieller Körper handelt. 
Sie iſt in fofern eine Anwendung der Phoronomie auf die Körper ber 
Außenwelt, als die legtere fi) nur mit der Bewegung geometrifdher 
Körper befaßt. 

Die Mechanik ift ein Xheil der Na turlehre (fr. physique generale, 
engl. natural-philosophy) oder der Lehre von den Gefegen, nach welchen 
bie Veränderungen in der Körpermwelt erfolgen, nämlich derjenige Theil, 
weicher fi) mit den aus meßbaren Bewegungen hervorgegangenen Ver: 
änderungen in ber materiellen Welt befchäftigt. 

6.45: Kraft (fr. force, engl. force) ift_die Urfache ber Bewegung Nratı. 
oder der- Bewegungsveränberung materieller Körper. Jede Bewegungsver⸗ 
Änderung, 3. B. jede Veränderung in der Geſchwindigkeit eines Körpers ift 
als die Wirkung einer Kraft anzufehen. Aus diefem Grunde meffen wir 
denn auch jebem frei fallenden Körper eine Kraft, die fogenannte Schwer⸗ 
Eraft, bei, weil berfelbe feine Geſchwindigkeit unaufhoͤrlich Ändert. Auf 
ber andern Seite ift aus der Ruhe ober aus ber Unveränderlichkeit im 
Betvegungszuftande eines Körpers noch nicht auf die Abweſenheit von 
Kräften zu ſchließen, denn es koͤnnen ſich die Kräfte eines Körpers gegen- 
feitig aufheben, ohne eine Wirkung übrig zu laffen. Die Schwerkraft, 
mit welcher ein Körper zus Erbe nieberfällt, befigt berfelde auch noch, 
wenn er auf einem Zifche ruht, es wird aber hier ihre Wirkung durch 
die Feſtigkeit des Tiſches oder einer andern Unterlage aufgehoben. 








Gleichgewicht. 


Eiutheilung 
ber Kräfte. 
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$. 46. Ein Körper ift im Gleichgewicht (fr. Equilibre, engl. equi- 
librium), oder die Kräfte eines Körpers halten einander das Gleichge⸗ 
wicht, wenn dieſelben ohne eine Wirkung uͤbrig zu laſſen, oder ohne Be⸗ 
wegung zu erzeugen oder zu veraͤndern, einander aufheben oder vernichten. 

Bei einem an einem Faden aufgehaͤngten Körper iſt z. B die Schwer: 
Eraft in bemfelben mit der Gohäfton des Fadens im Gleichgewicht. Das 
Gleichgewicht unter Kräften wird aufgehoben, und es entfteht Bewegung, 
wenn man eine von den Kräften entfernt oder auf andere Weiſe aufhebt. 
So geht 3. B. die durch ein Gewicht gebogene Stahifeder in Bewegung 
über, wenn bas Gewicht meggenommen wird, weil nun diejenige Kraft 
der Feder, welche man ihre Elaſticitaͤt nennt, allein noch wirkt. 

Statik (fr. statique, engl. statics) ift derjenige Theil der Mechanik, 
twelcher von den Gefegen des Gleichgewichts handelt; die Dynamit (fr. 
dynamique, engl. dynamics) hingegen handelt von den Kräften, inwiefern 
fie Bewegungen hervorbringen. 

$. 47. Nah ihren Wirkungen find die Kräfte entweder bewegende 
(fe. forces motrices, puissances, \engl. moving forces) oder widers 
ftebende (Miderftände, fr. resistances, engl. resistances). Jene bringen 


Bewegungen hervor, ober vermögen diefelben zu erzeugen, biefe hingegen 


koͤnnen diefelben nur verhindern und mäßigen. Die Schwerkeaft, die Elas 
flieität einer Stahlfeder u. f. w. gehören zu. ben bewegenden Kräften, bie 
Reibung, Feſtigkeit der Körper u. f. w. find widerſtehende Kräfte oder 
MWiderftände, meil durch fie nur Bewegungen verhindert ober vermindert 
oder bewegende Kräfte aufgehoben , aber keinesweges Bewegungen hervor: 
gerufen werden koͤnnen. Die bewegenden Kräfte theilt man wieder em 
in befhleunigende (fr. accdleratrices, engl. accelerating) und in 
verzögernde (fr. retardatrices, engl. retarding). ene- erzeugen eine 
poſitive, dieſe eine negative Acceleration, durch jene wird alſo eine beſchleu⸗ 


nigte, durch dieſe eine verzoͤgerte Bewegung hervorgebracht. Die Wider⸗ 


ſtaͤnde ſind ſtets verzoͤgernde Kraͤfte, aber nicht alle verzoͤgernde Kraͤfte ſind 
widerſtehende. Bei einem ſenkrecht in die Höhe geworfenen Körper wirkt 
3. B. die Schwerkraft verzögernd, deswegen ift aber die Schwerkraft noch 
Eeine woiberflehende Kraft, denn beim darauf folgenden Derabfallen des 
Körpers nimmt fie wieder die Stelle einer bewegenden Kraft ein. 

Noch unterfcheidet man beftändige (conflante, fr. constantes, engl. 
uniform) und veränberliche Kräfte (fr. variables, engl. variable) 
von einander. Während. conflante Kräfte immer auf gleiche Weife wir⸗ 
ten und eben deshalb im gleichen Zeittheilchen gleiche Wirkungen, d. i. 


gleiche Zufäge oder Abnahmen in der Gefchreindigkeit hervorbringen, find 


bei den veränderlichen Kräften diefe Wirkungen zu verfchiedenen Zeiten 
verfhieden; während alfo aus jenen Kräften gleichförmig veränderte Be: 
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mgungen hervorgehen, entſprechen dieſen Kräften ungleichförmig beſchleu⸗ 
nigte oder ungleichförmig verzögerte Bewegungen. 

6.48. Drud (fr. pression, engl. pressure) und Zug (fr. traction, 
engl. traction) find die erflen Wirkungen ber Kräfte auf materielle Koͤr⸗ 
pet. Vermoͤge derfelben werden Körper zufammengebrüdt und ausgedehnt, 
oder überhaupt in ihrer Form verändert. 

Der durch die lothrecht abwärts wirkende Schwerkraft hervorgebrachte 
Drud oder Zug, welchen bie Unterlage eines ſchweren Körpers oder der 
Faden, woran eim Körper aufgehängt iſt, auszuhalten hat, heißt das Ge⸗ 
wicht (fr. poids, engl. weight) des Körpers. 

Drud und Zug, und alfo auch Gewicht find Größen eigenthümticher 
Art, die zwar nur unter einander verglichen werden,. aber ald Wirkungen 
der Kräfte zum Maaße biefer dienen können. 

Die einfachften, und deshalb gewoͤhnlichſten Mittel zum Meffen der 
Kräfte find Gewichte. 

6.49. Zwei Gerichte oder auch zwei Drüde oder. Zuͤge, und alfo 
auch die Kräfte, welche legteren entfprechen, find gleich, wenn .man eine 
durch die andere erfegen kann, ohne verfchiebene Wirkungen hervorzubrin- 
gen. Wenn z. B. eine‘ Stahlfeder durch ein- angebängtes Gewicht G 

genau fo gebogen wird wie durch ein anderes, genau ebenfo angehängtes 
Gewicht G,, fo find dieſe Gewichte, und deshalb auch die Schwerkraͤfte 
in beiden Koͤrpern, gleih. Wenn ebenfo eine belaftete Waage (fr. und 
engl. balance) ſowohl durd das Gewicht Gr als auch durch ein anderes 
Gewicht G,, welches man an die Stelle von Gr fest, zum Cinfpielen ge: 
bracht wird, fo find diefe Gewichte G@ und Gr, ‚gleich, die Waage mag 
übrigens gleich= oder ungleicharmig, und die übrige Belaftung derſelben 
mag groß oder klein fein. 

Ein Druck oder Gewicht (Kraft) ift 2, 3, 4 u. f. w. und überhaupt 
n mal fo groß ale ein anderer Drud u. f. w., menn er biefelbe Wirkung 
hervorbringt als 2, 3, 4... n Drde der zweiten Art zufammen. Wenn 
eine übrigens beliebig belaftete Waage durch ein Gewicht (GT) ebenfo zum 
Einfpielen gebracht wird, als durch Auflegen von 2, 3, 4 u. f. w. gleichen 
Gewichten (G,), fo ift jenes Gewicht (G) 2, 3, 4 u. f. w. mal fo groß 
als diefes Gewicht (Gr). 

$. 50. Materie (fr. matiere, engl. matter) ift Dasjenige, wodurch 
die Körper der Außenwelt, die wir, im Gegenfag zu ben Körpern der Geo: 
metrie, auch materielle ober phyfifche Körper nennen, auf unfere 
Einne wirken. Maſſe (fr. und engl. masse) ift das Quantum der einen 
Koͤrper bildenden Materie. 

Körper von gleihem Volumen (fr. und engl. volume) oder gleichem 
geometzifchen Inhalte haben meift verfchiebene Gewichte, wenn fie aus 

eisbach’s Mechanik. te Aufl. I. Bd. . 6 
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verfchiebenartigen Materien beftehen. Man kann daher aus dem Volu⸗ 
men eines Körpers auf defien Gewicht noch nicht fehließen; es ift dazu 
vielmehr nöthig, daß man das Gewicht von einer Volumeneinheit, 3. B- 
von einem Eubiffuß, Cubilmeter u. f. w. der Materie des Körpers Eenne. 

6. 51. Das Meflen von- Gewichten oder Kräften befteht in einer Ver⸗ 
gleihung berfelben mit einem gegebenen und unveränberlihen, zur Ein: 
beit angenommenen Gewichte. Die Auswahl biefer Gewichts⸗ ober 
Krafteinheit ift zwar an ſich willkuͤrlich, es ift jedoch praktiſch vortheil- 
haft, hierzu das Gewicht von einem allgemein verbreiteten Körper bei 
einem der gebräuchlichen Raumeinheit gleichen Volumen hierzu auszu⸗ 
wählen. 

Eine derartige Sewichtseinheit ift das Gramm, welches durch das 
Gewicht von einem Cubikcentimeter reinen Waflers im Zuſtande der groͤß⸗ 
ten Dichtigkeit (bei ungefähr 49 C. Temperatur) gegeben wird. Aber auch 
das preußifche Pfund ift eine auf das Gewicht des Waffers zuruͤck⸗ 
geführte Einheit, es wiegt nämlich ein preußifcher Cubikfuß deſtillirten 
Waſſers im luftleeren Raume und bei 150 R. Temperatur 66 preußifche 
Pfund. Nun ift aber ein preußifher Fuß — 139,13 Parifer Linien 
— 0,3137946 Meter, es folgt daher ein preußiſches Pfund — 467,711 
Gramm. 

$. 52. Traͤgheit ober Beharrungsvermögen (fr. inertie, engl. 
inertia) ift diejenige Eigenfchaft der Materie, vermöge welcher diefelbe 
duch ſich allein weder Bewegung annehmen, noch erhaltene Bewegung 
abändern fann. Jeder materielle Körper bleibt fo lange in Ruhe, fo 
lange eine Kraft auf ihn einmirkt, und jeder einmal in Bewegung 
gefeßte materielle Körper bleibt in einer geradlinigen gleihförmi- 


gen Bewegung, fo lange als er ohne Einwirkung einer Kraft ifl. 


Wenn alfo in bem Bewegungszuſtande eines materiellen Körpers Werände- 
rungen vor fich gehen, wenn ein Körper feine Bemegungsrichtung verändert, 
oder wenn er eine größere oder Eleinere Gefchwindigkeit annimmt, fo ift 
diefelbe nicht dem’ Körper, ald einem gewiſſen Quantum von Materie, an 
ſich beizumeffen, fondern es muß eine fremde Urfache, d. i. eine Kraft, die: 
felbe herbeigeführt haben. 

Inſofern bei jeder Aenderung im Bewegungszuſtande eines materiellen 
Körpers eine Kraftentwidelung vor fich geht, infofern laͤßt ſich die Trägheit 
auch den Kräften beizählen. 

Könnten wir die auf eine bewegte Maffe wirkenden Kräfte gänzlich 
entfernen, fo mürde diefelbe ſich ohne Ende gleichförmig fortbemegen ; wir 
finden aber eine folche gleichförmige Bewegung nirgends, weil es uns nicht 
möglich ift, eine Maffe: der Einwirkung aller Kräfte zu entziehen. Bes 
wegt fich eine Maffe auf einem horizontalen Tifche, fo übt zwar die nun 
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vom Tiſche aufgenommene Schwerkraft eine unmittelbare Wirkung auf Teäse. 
ben Körper nicht aus, allein aus dem Drude des Körpers gegen ben Tiſch 
entfteht ein Widerſtand, den mwir in der Folge unter dem Namen Rei⸗ 
bung näher kennen lernen werden, welcher dem bewegten Körper unauf: 
hoͤrlich Geſchwindigkeit entzieht, weshalb er aus diefem Grunde eine ver: 
jögerte Bewegung: annimmt und endlich zuc Ruhe übergeht. Indeſſen 
auch die Luft feßt dem bewegten Körper einen Widerftand entgegen, und’ 
wenn auch die Reibung des Körpers ganz befeitigt werben koͤnnte, fo 
würde fchon wegen dieſes Hinderniffes eine allmälige Abnahme an Geſchwin⸗ 
digkeit eintreten. Wir finden aber, daß der Verluſt an Geſchwindigkeit um 
fo kleiner wird, die Bewegung ſich alfo um fo mehr und mehr einer gleich: 
förmigen nähert, je mehr wie biefe MWiderftände der Zahl und Stärke 
nach vermindern, und koͤnnnen daraus fchließen, daß bei Befeitigung aller 
bewegenden Kräfte und Wiberftände eine gänzlich gleichförmige Bewegung 
eintreten muß. | 

6. 53. Die Kraft (P), welche eine träge Maffe (M) accelerirt, iſt pro= Krarmanf. 
portional der Acceleration (p) und proportional der Maffe (M) ſelbſt; fie 
wächft bei einerlei Maſſen wie die in unendlich Eleinen Zeiten erlangten 
Zunahmen an Geſchwindigkeit und nimmt bei gleichen Geſchwindigkeits⸗ 
zunahmen in demſelben Maaße zu, als bie Maffen größer werden. Die 
mfache Acceleration einer und derſelben Maffe oder gleicher Maffen er- 
fordert eine mfache Kraft und’ die nfache Maffe madıt bei‘ einerlei Ace: 
feration auch die nfache Kraft noͤthig 

Da wir bis jegt ein Maaß der Maſſen noch nicht ausgewaͤhlt Haben, 
fo koͤnnen wir deshalb fogleich 

P== Mp, die Kraft gleih dem Producte aus Maffe und 
Acceleration annehmen, und zugleich flatt Kraft ihre Wirkung, d. i. 
den von ihr hervorgebrachten Drud einfegen. 

Die Richtigkeit dieſes allgemeinen Bewegungsgefeges läßt‘ ſich allerdings 
mohl durch directe Verſuche darthun, indem man 3. B. gleiche und ver: 
fchiedene, auf einem horizontalen Zifche bewegliche Maffen durch gebogene 
Stahlfedern fortſchnellen laͤßt, indeffen liegt biefelbe auch ſchon darin, daß 
alle aus ihnen gemachte Folgerungen und entwidelte Regeln für zuſam⸗ 
mengefegte Bewegungen den Beobachtungen und Erfcheinungen in der 
Natur volllommen entfprechen. 

$. 54. -Alle Körper fallen an einem und demfelben Orte der Erbe und Mafı. 
im Inftleeren Raume gleich fchnelf nieber, nämlich mit der unveränderli: 
hen Acceleration g = 9,81 Meter = 31%, Fuß ($. 15); iſt daber die 
Maſſe eines Körpers — M und das bie Schwerkraft deffelben meffende 
Gewicht = — G, fo hat man nad) ber legten Formel auch. 

6*AMg, b. i. 
6* 


Maſſe. 
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das Gewicht eines Körpers ift ein Product aus deffen 
Maffe und der Acceleration der Schwere, und umgelehrt: 


—E d. i. 
9 


Maſſe eines Körpers iſt Gewicht deſſelben dividirt durch 


die Beſchleunigung der Schwere, oder Maſſe iſt dasjenige Ge 
wicht eines Körpers, welches .derfelde haben würde, wenn die Acceleration 
der Schwere = Eins, 5. B. ein Meter, ein Fuß u. f. m. wäre. Au dem 
Punkte auf oder in der Nähe der Erde oder eines andern Weltkörpers, 
wo die Körper nicht mit 9,81 Meter, fondern mit 1 Meter Gefhwindig- 
Leit (nach der erften Secunde) nieberfallen, wird hiernach die Malle, oder 
vielmehr nur das Maaß derfelben, durch das Gewicht des Körpers unmit⸗ 
telbar angegeben. 

Ze nahdem wir die Befchleunigung der Schwere in Metern ober Fußen 
ansbrüden, haben wir nun die Maffe 








.G 
M= Bi — 0,1019 G oder 
M= z125 — 9032 G 


Hiernach ift 3. B. die Maffe von einem 20 Pfund ſchweren Körper, 
M = 0,032 X 20 = 0,64 Pfund, und umgekehrt das Gewicht einer 
Mafle von 20 Pfund, G = 31,25 X 20 = 625 Pfund. 

$. 55. Infofern wir die Befchleunigung (g) der Schwere ald unver: 
änderlich annehmen, fo folgt nun, daß die Maffe eines Körpers dem Ge: 
wichte beffelben vollkommen proportional ift, daß alfo für die Maſſen M 
und M, mit den Gewichten G und G, ift: 

M_AG 
M GG 

Mir erhalten hiernach das Gewicht ale Maaß der Maſſe eines Körpers, 
meſſen alfo einem Körper in demfelben Maaße mehr Maffe bei, als ber: 
felbe mehr Gewicht hat. | 

Allerdings ift die Befehleunigung der Schwere etwas. veränberlich, fie 
wird größer, je näher man den Erdpolen fommt, und. nimmt um fo mehr 
ab, je mehr man ſich dem Erdaͤquator nähert, ift alfo an den Polen am 
größten und am Xequator am Heinften. Aud nimmt fie ab, je mehr ein 
Körper über oder unter dem Niveau des Meeres befinblich ift, hat alfo 
im Niveau bes Meeres ihren größten Werth. Da nun. aber eine Maffe, 
fo lange man zu ihr Nichte hinzunimmt und von ihr Nichts wegnimmt, 
etwas Unveraͤnderliches iſt, alſo auf allen Punkten der Erde und ſelbſt 
außerhalb derſelben, z. B. auf dem Monde, noch dieſelbe iſt, fo folgt dar⸗ 
aus, daß auch das Gewicht eines Koͤrpers veraͤnderlich und von dem Orte 
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der Körper abhängig, Äberhaupt aber der dem Orte entfprechenden Accele⸗ 


ration der Schwere proportional, oder 2 = = fein möffe. 
1 1 


Es wird alfo hiernach eine und diefelbe Stahifeder durch ein und bafs 
felbe Gewicht an verfchiedenen Orten der Exde, verfchieden gebogen, am 
Arquater, auf hohen Bergen und in tiefen Gruben am ſchwaͤchſten, in 
dee Nähe der Erdpole und im Nieveau bes Meeres am ftärkften. 

6.56. Dichtigkeit (fr. densite, engl. density) iſt die Stärke ber 
Raumerfüllung ber Materie. Ein Körper ift um fo dichter, je mehr 
Materie derfelbe in feinem Raume einfhließt. Das natürliche Maaß der 
Dihtigkeit ift dasjenige Duantum an Materie (diejenige Maffe), welches 
die Volumeneinheit ausfüllt; weil fi aber die Materie nur durch Ge: 
wichte meffen läßt, fo dient das Gewicht von einer Volumeneinheit, 5.2. 
von einem Cubikmeter oder Eubiffuße einer gewiffen Materie als Maaß 
dee Dichtigkeit derfelben. | ' 

Hiernach ift 3. B. die Dichtigkeit des Waflere = 66 Pfund und bie 
des Gußeiſens — 470 Pfund, weil ein Cubikfuß Wafler 66, und ein 
Eubifuß Gußeiſen A70 Pfund wiegt. | 

Aus dem Volumen V eines Körpers und der Dichtigkeit Y beffelben 
folgt fein Gewiht: G = Vy. 

Volumen mal Dichtigkeit giebt alfo das Gewicht eines 
Körpers. . 

Die Dichtigkeit der Körper iſt entweder gleihförmig (fr. uniforme, 
homogene, engl. uniform) oder ungleichförmig (fr. variable, hetero- 
gene, engl. variable), je nachdem gleiche Wolumentheile deffelben gleich 
oder verfchieben ſchwer find. Es iſt 3. B. die Dichtigkeit der‘ Metalle 
geichfoͤrmig oder es find die Metalle homogen, meil gleiche, übrigens noch 
fo Heine Theile berfelben, gleichviel wiegen, hingegen ift Granit ein Körper 
von ungleichförmiger Dichtigkeit, weil er aus Theilen von verfchiedener 
Dichtigkeit befteht. 

Deifpiele: 1) Wenn bie Dichtigkeit des Vieles 746 Pfund beträgt, fo wiegen 
42 Eubiffug Blei: G = Vy = 746 >< 3,2 — 2387,2 Pfund. 2) IR die Dichtig⸗ 
fit des Stabeifene = 502 Pfund, fo hat eine Maſſe deſſelben von 205 Pfund 
das Volumen V — 55 — 0,4083 Gubiffug = 0,4083 >< 1728 = 705,5 


Cubitzoll. 3) Wiegen 10,4 Eubiffuß vollkommen mit Waſſer angeſchwaͤngertes 
Tannenholz 577 Pfund, fo if die Dichtigkeit diefes Holzes: 


| _ I 


Maſſe. 


Dichtigkeit. 


$. 57. Specifiſches, auch eigenthuͤmliches Gewicht (fr. poids Spißſches 


specifique, engl. specific-weight, specific gravity) ift das Verhaͤltniß 
der Dichtigkeit eines Körpers zu der als Einheit angenommenen Dichtigkeit 
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eines andern, gewoͤhnlich des Waſſers. Nun ift aber die Dichtigkeit gleich 
dem Gewichte der Volumeneinheit; daher ift auch fpecififches Gewicht das 
Verhaͤltniß zwiſchen bem Gewichte eines Körpers zu dem eines andern, 
3: B. des Wälfers, bei einerlei Volumen. 

Um das fpecififche Gewicht nicht mit dem Gewichte zu verwechfeln, welches 
einem Körper von beftinimter Größe zukommt, pflegt man das letztere a b⸗ 
folutes Gewicht (fr. poids absnlu, engl. absolute-weight) zu nennen. 

Iſt y die Dichtigkeit der Materie (des Waffers), auf: welche wir die 
Dichtigkeiten anderer Materien beziehen, und y, die Dichtigkeit irgend 
einer diefer Materien, deren fpecififhee Gewicht wir durch & bezeichnen 
wollen, fo gelten die Kormeln 


s— und Yy=z=E.Y. 


es iſt alfo die Dichtigkeit eines Stoffes gleich: fpecififches 
Gewicht deffelben mal Dichtigkeit des Waffers. 

Das abfolute Gewicht (7 einer Maffe vom Volumen V und ſpecifiſchem 
Gewichte s iſt: GT = V Vey 

Beifpiele: U) Die Dichtigfeit des reinen Silbers if 676,5 Pfund und bie 
des Mafiers — 66 Pfund, folglih das fpecififhe Gewicht des erfleren (in Hin⸗ 
fiht auf Wafler) — un _ * — 10,25, d. h. jede Silbermaſſe iſt 10%, mal fo 
ſchwer als eine ebenſo viel Raum einnehmende Waſſermaſſe. 2) Das fpecififche 
Gewicht des Duedfilbers — 13,598 angenommen, folgt die Dichtigkeit deſſelben 
y = 13,598 >< 66 = 897,465 Pfund; eine Maſſe von 35 Cubikzoll deſſelben 
wiegt, da 1728 Cubikzoll einen Gubiffuß geben: 

G = 897,468.V = en — 18,18 Pfund. 

Anmerkung. Der Gebrauch des franzöfifhen Maaßes und Gewichtes. ges 
währt bei diefen Rechnungen den Bortheil, dag man bie Multipfication von = und 
y durch bloßes Rüden bes Deciinalftriches vollziehen kann, weil ein Cubikcenti⸗ 
meter Wafier ein Gramm und ein Bubifmeter eine Million Gramm oder 1000 
Kilogramm wiegt. Die Dichtigkeit des Duedfilbers iſt hiernach für das feanzös 
ſiſche Maaß und Gewicht y, = 13,598 >< 1000 — 13598 Kilogramm, d.i. ein 
Gubifmeter Quedfilber wiegt 13548 Kilogramm. 

$. 58. Folgende Tabelle enthält die fpecififchen Gewichte von einigen, 
vorzüglich in der praftifchen Mechanik in Anwendung fommenden Körpern. 
Eine vollftändige Zufammenftellung dieſer Gewichte giebt der »Ingenieur«: 
Mittleres fpecififches Gewicht der getrockneten Laubhölzer . — 0,659, 





mit Waſſer gefättigt . - - . . = 1,110. 
Mittleres fpecififches Gewicht ber getrockneten Radelhoͤlzer . = 0,453, 

mit Waffer gefättigt . - . . . . — 0,839 *). 
Queaſneeee 1356. 


*) S. das Waſſeranſaugen bes Holzes, polytechniſche Mitiheilungen, Band IL. 1845. 
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2 72 ER = 18,33. oyecfides 

Kupfer, gegoffen und DIht - > 2 22er — 875. i® 
»geſchmiedeee.... = 89. 
Mine - - >: >22 nen en = 8,55: 
Eifen, Sußeifen, weiße -. - -. - .... rn =— 7,50. 
> »grauesss.. 8 = 7,10. 
» » balbirtes ...—⸗ — 7,06. 
» GStabfen - » 2: 2220 een = 7,60. 
Zink, geaofln - > > > 2er = 7,05. 
»gewalttttttt..... = 7,54. 
Stunt . 2: 20er. 2... 2,50 bis 3,05. 
(0 — 2,39 bis 2,71. 
Kalkſtein. rn = 2,40 bi 2,86. 
Sandflin . - » - ren = 1,90 bis 2,70. 
Biegelflin - - - 220 ern = 1,40 bis 2,22. 
Mauerwerk mit Kalkmoͤrtel von Bruchfteinen: friſch — 2,46. 
ttodn. .. = 240. 
” » ” » Sandſteinen: friſch = 2,12. 
troden . = 2,05. 


none »  Biegelfteinen: frifh = 1,55 bis 1,70. 
teoden — 1,47 bis 1,59. 


Erbe, lehmige, ſeſtzeſtampft, friſh.........- — 2,06, 
trocken. — 1,93. 

Gartenerde: friſh..... . . = 2,05, 
den rn re... 1,68. 

Zrodene magere Ede . . 2.2 2.. een == 1,34. 


€. 59. Die Körper erfcheinen uns nach dem verfchiedenen Zufammens Aagrısar- 
hange ihrer Theile in drei Hauptzuftänden, die wir audy wohl Aggregat: " 
zuftände nennen. ‚Sie find entweder feſt (fr. solides, engl. rigid) oder 
fläffig (fr. fluides, engl. fluid) und im legteren Falle wieder entweder 
tropfbar fläffig (fe.liquides, engl.liquid) oder elaſtiſch fläffig (fr. 
gazeux, aeriformes, engl. aeriform). Feſte Körper find biejenigen, deren 
Theilchen fo ſtark unter fich zufammenhängen, daß eine gemwiffe Kraft nöthig 
ift, die Geſtalt diefer Körper zu verändern ober eine Bertheilung derfelben 
zu bewirken. Fluͤſſige Körper hingegen find folche, deren Theile durch die 
Heinfte Kraft an einander verfchoben werden Finnen. Die elaſtiſch fluͤſſi⸗ 
gen Körper, deren Repräfentant die athmofphärifche Luft ift, unterfcheiden 
ſich dadurch von den tropfbar flüffigen, durch das Waffer repräfentieten 
Körpern, daß denſelben ein Beftreben, ſich immer weiter und weiter aus⸗ 
zudehnen, inne wohnt welches Beflreben dem Waffer u. f. mw. mangelt. 

Während bie feflen Körper eine eigenthuͤmliche Geſtalt und ein beftimmtes 
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Bolumen haben, befigen die tropfbar fluͤſſtgen oder wafferförmigen Körper 
nur ein beflimmtes Volumen ohne eigenthümliche Form, die elaflifth-, 
oder ausbehnfam flüffigen Körper endlich weder das eine noch das anbere. 
eintitung 9 60. Ihrer Natur nach find die Kräfte fehr verfchieden ; wir führen 
der Keafte. hier nur die vorzüglichften an: 
1) Die Schwerkraft, vermöge weicher ſich alle Körper dem Mittel: 
punfte der Erde zu nähern fuchen. 
2) Die Kraft der Trägheit, weiche bei Geſchwindigkeitsveraͤndernn⸗ 
gen traͤger Maſſen hervortritt. 
3) Die Muskelkraft der beſeelten Weſen, die mittelſt der Muskel 
von Menſchen und Thieren ausgeuͤbte (animalifche) Kraft. 
4) Die Elafticität oder Federkraft, welche Körper bei ihrer Form⸗ 
ober Bolumenveränderung äußern. 
5) Die Waͤrmekraft, vermöge weicher ſich Körper beim Wechſel der 
Temperatur ausdehnen oder zufammenzichen.. 
6) Die. Magnettraft, oder die Anziehungs= und Abſtoßungskraft 
der Magnete. 
7) Die Cohaͤſionskraft, die Kraft, mit welcher die Theile eines 
Koͤrpers zuſammenhaͤngen, mit welcher alſo auch dieſelben einer 
Trennung widerſtehen. 
8) Die Adhaͤſionskraft, mit weichet zwei in nahe Beruͤhrung ge⸗ 
brachte Koͤrper einander anziehen. 
Die Widerſtaͤnde der Reibung, Steifigkeit, Feſtigkeit u. ſ. w. entſpringen 
vorzuͤglich aus der Cohaͤſionskraft. 
Benim⸗ $. 61. Bei einer jeden Kraft unterſcheiden wir: 
ersr 1) Den Angriffspunft (fr. point d’application, engl. point of ap- 
plication), den Punkt des Körpers, auf weichen eine Kraft unmit: 
telbar wirkt. 
Die Kraftrihtung (fr. und engl. direction) , die gerade Linie, 
in welcher eine Kraft den Angriffspunkt fortbewegt, oder fortzubes 
twegen oder beffen Bewegung zu verhindern fucht. Die Kraftrichtung 
bat, wie .jede Bemegungsrichtung, zwei Seiten; fie fann von 
links nach rechts oder von rechts nach links, von oben nach unten 
oder von unten nach oben vor ſich gehen. Man nennt bie eine die 
pofitive und die andere die negative. . Da wir von linkeé nad 
rechts und von oben nach unten fchreiben, fo wäre e8 am geeignet 
ften, diefe Bewegungen pofitive und bie entgegengefesten Bes 
wegungen negative zu nennen. ‚ 
3) Die abfolute Größe oder Intenfität (fr. 'grandeur absolue, 
‚ intensite, engl. intensity) der Kraft, die nady dem Obigen durch Ge⸗ 
richte, 3. ®, Pfunde, Kilogramme u. f. w. gemeffen wird. 


2 


nr 
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$. 62. Die erſte Wirkung, weldye eine Kraft in einem Kärper hervor⸗ mirtung um 
bringt, ifE eine mit Ausdehnung oder Zuſammendruͤckung verbundene dr + 
Gorm: oder Volumenveränderung, welche im Angriffspunkt ihren Anfang 
nimmt und ſich von da aus immer weiter und meiter ausbeeitet. Durch 
diefe innere Veränderung des Körpers wirb aber die in ihm liegende Ela⸗ 
ficität angeregt, die fi mit ber Kraft ins Gleichgewicht fegt und deshalb 
der Kraft gleich ift und ihr entgegengefegt wirt. Wan fagt hiernach: 
Wirkung und Gegenwirkung find einander gleich und ent> 
gegengefegt. Diefes Gefes findet nicht nur bei den durch Beruͤhrung 
erzeugten Einwirkungen der Kräfte, fondern auch bei den fogenannten Ans 
jiehungs= und Abfloßungskräften, wohin die magnetifche und ſelbſt bie 
Schwerkraft zu rechnen find, Statt. So ſtark ein Magnet einen Eifenftab 
anzieht, ebenfo flark wird der Magnet vom Sifenftabe ſelbſt angezogen. 
Die Kraft, mit weicher der Mond von ber Erde angezogen wird (durdy 
die Schwerkraft) iſt gleich der Kraft, mit welcher der Mond auf die Erde 
zpuruͤckwirkt. 

Die Kraft, mit welcher ein Gewicht auf eine Unterfage druͤckt, giebt 
biefe in der entgegengefegten Richtung zuruͤck; die Kraft, womit ein Ar» 
beiter an einer Mafchine zieht, fehiebt u. ſ. w, wirkt auf den Arbeiter . 
zutuͤck und fucht denfelben in entgegengefeßter Richtung zu bewegen. Wenn 
ein Körper gegen einen andern flößt, fo druͤckt der erſte den andern gen 
fo viel, wie der andere den erften. 

$. 63. Die gefammte Diechanit wird nad) den zwei Aggregatzuftänden ei, 
ber Körper in zwei Dauptabtheilungen gebracht, nämlich 

1) in die Mechanik der feften Körper, die man auch wohl Geo: 

mehanit (fr. mecanique des corps solides, engl. mechanics of 

rigid bodies) nennt, und . - 0 

2) indie Mechanik der fräffigen Körper, Hydromehanit, 

aud Hydraulik (fr. mecanique des fluides, hydraylique, engl. 

mechanics of fluids). Die leßtere. theilt man wieder ein 

1) indie Mehanitdes Waſſers und der tropfbar fläffigen 
Körper Überhaupt, Hydromechanik, auch Hydraulik (fr. 
hydraulique, engl. hydraulic) und - 

2) in die Mechanik der Luft und anderer Luftförmigen 
Körper Überhaupt, Heromechanit (fr. mecanique des flui- 
des a@riformes, engl. mechanics of elastic fluids). 

Nimmt man uun noch auf die Eintheilung der Mechanik in Statit 
und Dynamit ($. 46) Rüdficht, fo erhält man folgende Theile: 

1) Statik der feften Körper, ober Geoſtatik, 

2) Dynamit ber feften Körper, oder Geodynamik, 

3) Statik des Waffers u. f. w. oder Hydroſtatik, 
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eianilaus A) Dynamik des Waſſers u. f. w., oder Hydrodynamik, 
m 5) Statik des Luftfoͤrmigen, oder Aëroſtatik, 
6) Dynamik des Euftfdrmigen, oder Aerodynamit, auch 
Pneumatik. 


Zweites Kapitel. 
Mechanik des materiellen Punktes. 


6.64. Materieller Punkt (fr. point materiel, engl. material 
point) ift ein materieller Körper, deſſen Dimenfionen nad) allen Seiten 
bin unendlich Hein find in Hinficht auf die von ihm zurüdgelegten Wege. 
Um den Vortrag zu vereinfachen, wird im Folgenden zunädhft nur von 
der Bewegung und dem Gleichgewichte eines materiellen Punktes die Rebe 
fein. Ein (endlicher) Körper iſt eine fletige Verbindung von unendlich 
vielen materiellen Punkten. Wenn fi die einzelnen Punkte oder Ele 
mente eines: Körpers alle volllommen gleich, d. i. in parallelen geraden 
inien, gleich fchnell bewegen, fo Tann man bie Theorie der Bewegung 
eines materiellen Punktes auch auf die des ganzen Körpers antwenden, weil 
fih in diefem Falle annehmen läßt, daß gleiche Maffentpeile des Körpers 
durch gleiche Krafttheile getrieben werden. | 

einfage con $. 65. Iſt p bie Acceleration, mit welcher eine Maffe M durch eine 

va Haft graft fortgetrieben wird, fo hat man nach 6. 53. für dieſe: 
P== Mp, fo wie umgekehrt, die Acceleration pP — “ 

Segen wir ferner die Maffe M = : wo G das Gewicht des Koͤr⸗ 


pers und g die Befchleunigung der Schwere bezeichnet, fo hat man die 
Kraft: 


ı) P= 26, und die Acceleration: 


pP 
2) P= GI 
Man findet alſo die Kraft (D, welche einen Körper mit einer 
gewiffen Acteleration (p) forttreibt, wenn man das Gewicht 


(G) des Körpers durch das Verhältniß (?) feiner Accelera: 


tion zu derder Schwere multiplicirt.- 
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Es ergiebt fi) umgekehrt die Acceleration (p), mit welcher eineintogeren. 
Körper dur eine Kraft (P) fortbewegt wird, indem man "fr 


die Acceleration (9) der Schwere durch das Verhältnif (2) 


zwifhen Kraft und Gewicht des Körpers multiplicirt. 
Beifpiel. Man denke fi einen Körper auf einem horizontalen und fehr 
glatten Tiſche liegend, welcher dem Körper Feine Hinderniſſe in den Weg ſetzt, 
wohl aber die Schwerkraft in demſelben aufhebt. Wird biefer Körper von einer 
horizontal wirfenden Kraft gedrückt, fo wird der Körper ber Einwirkung derſelben 
nachgeben und in der Richtung biefer Kraft fortgeben. If das Gewicht biefes 
Koörpers: G = 50 Pfund und die auf ihn unausgefeßt brüdende Kraft P = 10 
Pfund, fo wird er in eine gleichförmig beichleunigte Bewegung mit der Acceleration 
P 


10. | . 
—72 35 3125 = 6,25 Buß übergehen. Iſt Hingegen die Accele⸗ 


ration, mit welcher ein 42 Pfund fhwerer Körper durch eine Kraft (P) beſchleu⸗ 
9 

nigt wird — 9 Fuß, fo wird dieſe Kraft P= x G = 31.25. 42= 0,032.378 

— 12,1 Bfund beiragen. 


$. 66. Iſt die Kraft, welche auf einen Körper wirkt, conftant, fo ent: 
ſteht eine gleichförmig veränderte Bewegung, und zwar eine gleichförmig 
befchleunigte, wenn bie Kraftrihtung in bie anfängliche Bewegungsrich⸗ 
tung fällt, und dagegen eine gleichförmig verzögerte, wenn die Kraftrich⸗ 
tung. der anfänglichen Bewegungsrichtung entgegengefegt ift. Sehen wir 
nun in den phoronometrifchen Formeln ($.13 und 6. 14) ſtatt p den Werth 
u = 5 g ein, fo befommen wir Folgendes: | 
I. Kür gleihfärmig befchleunigte Bewegungen: 
pP Ä 
1) v=c + GI oder v==c + 31,25 © 


2)s=d+ Es, ders cd + 15,625 Ep. 


II. Fuͤr gleihförmig verzögerte Bewegungen: 


p pP 
1) va=c— 33* ce — 31,25 GC 
2) 5 ct — Fr) = ct — 15,625 6" 


Mit Hülfe diefer Formeln laffen ſich alle Fragen, welche ſich in Anfehung 
der durch eine befländige Kraft veranlaßten geradlinigen Bewegungen von 


Körpern fielen laſſen, beantworten. 
Beifpiele. 1) Ein 2000 Pfund ſchwerer Wagen geht mit 4 Fuß Geſchwin⸗ 
digfeit auf einer horizontalen, ihm Feine Hinderniſſe entgegen feßenden Bahn fort- 
und wird 15 Secunden lang durch eine unveränderliche Kraft von 25 Pfund vor: 
wärte gefchoben, mit welder Geſchwindigkeit wird er nad Ginwirfung dieſer 
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Einfache con. Kraft keichenn Es iſt dieſe Geſchwindigkeit o—=c + 31,25 Ei aber c — 4, 


flanıe Kraft. 


Mechaniſche 
Arbeit. 


— 25, 6 = 200 und ¶— 15; 06 falgt daher» — 4 + 3128.55 . 15 


= 4 + 5,859 — 9,859 Fuß. 2) Unter gleihen Umfländen wird ein 5500 
Pfund ſchwerer Wagen, der vorher. in 3 Minuten gleihförmig fortgehend 950 
Buß zurüdgelegt hat, burd eine 30 Secunden lang anhaltend wirkende Kraft 
fo fortgetrieben, daß er fpäter in 3 Minuten 1650 Fuß gleihförmig durch⸗ 


läuft. Welches war diefe Kraft? Hier iſt Anfangsgefihwinvigfeit c — 8 








5 P 
— 5,277 Buß, und Gndgefäwindigfeit o — u = 9,166 Eu, daher —; gt 
= 0 — c = 3,889, und bie Kraft P = — 0,032 . 3,889 u" 


5 

— (12445 . = — 2281 Pfund. 3) Gin mit 15 Fuß Geſchwindigkeit fort⸗ 
gleitender 1500 Pfund ſchwerer Schlitten verliert in Folge der Reibung auf der 
horizontalen Unterlage innerhalb 25 Secunden feine ganze Bewegung; wie groß 
ift dieſe Reibung? Hier iſt die Bewegung gleichförmig verzögert und die Ends 

P ’ G 1500 . 15 
geſchwindigkeit o = 0, daher c = 31,25 - und P=0,032 7 = 0,032 . 57 
= 0,032. 900 = 28,8 Bfund die in Frage ftehende Reibung. 4) Ein anderer Schlitten 
von 1200 Pfund Gewicht und 12 Zuß Anfangsgeichwindigfeit hat bei feiner Bewegung 
eine Reibung von 45 Pfund. zu überwinden; welche Geſchwindigkeit hat derfelbe nach 
8 Secunden, und wie groß ift fein zurädgelegter Meg? Die Endgefchwindigkeit 


5 
ft o = 12 — 31,25 . Sg = 12 — 9,375 = 2,625 Fuß, und ber zurüds 


gelegte Weg s = (>): = >) 8 = 55 Fuß. 


$. 67. Leiftung oder Arbeit einer Kraft (fr. travail mecanique, 
engl. work done, labouring force) ift diejenige Wirkung einer Kraft, 
welche diefeibe bei Uebertwindung eines Wider ſtandes, z. B. der Schwer: 
Eraft, der Meibung, der Traͤgheit u. f. m. hervorbringt. Man verrich- 
alfo eine mehanifche Arbeit, indem man Laften emporhebt, Maffen 
eine größere Geſchwindigkeit ertheilt, Körper in ihrer Form verändert, zer- 
theilt u. f. w. Die Leiſtung oder Arbeit hängt nicht allein’ von der Kraft, 


- fondern auch von dem Wege ab, auf welchem diefe thätig ift oder einen Wis 


derftand überwindet; fie waͤchſt überhaupt mit der Kraft und dem Wege 
gleichzeitig. Heben mir einen Körper langſam genug in die Höhe, um 
feine Traͤgheit vernachläffigen. zu koͤnnen, fo iſt die verrichtete Arbeit feis 
nem Gewichte und der Höhe, auf welche der Körper gehoben wird, pro» 
portional; denn 1) die Wirkung iſt diefelbe, ob ein Körper vom m (3) 
fachen Gewichte (MG) auf eine gewiffe Höhe gehoben wird oder ob m (3) 
Körper vom einfachen Gerichte (G) auf diefelbe Höhe gehoben werden; 
fie ift nämlich mmal fo groß ald die nötbige Wirkung zum Aufheben 
des einfachen Gewichtes auf die nämliche Höhe; und. ebenfo ift 2) die 
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Leiftung dieſelbe, ob ein und daſſelbe Gewicht auf dien (5) fache Höhe —* 
(ak) ober ob es n (5) mal auf bie einfache Höhe gehoben wird, überhaupt “ 
aber 7 (5) mal fo groß, als wenn baffelbe Gewicht um bie einfache Höhe 
(A) empor fleigt. Ebenfo iſt die von einem langfam fintenden Gewichte 
verrichtete Arbeit der Größe dieſes Gewichtes und der Höhe, von welcher 
es berabgefunten ift, proportional. Diefe Proportionalität findet aber 
auch bei jeder anderen Art der Arbeitsverrihtung Statt; um bei einerlei 
Tiefe einen Saͤgeſchnitt von boppelter Länge auszuführen, find noch ein 
mal fo viel Theilchen gu trennen, als beim Schnitt von der einfachen 
Länge, iſt alfo auch die Arbeit doppelt fo groß; bie doppelte Länge erfor 
dert aber auch den doppelten Weg der Kraft, es iſt folglich die Arbeit dem 
Wege proportional. Ebenfo wird die Arbeit eines Mahlganges offenbar 
mit der Menge der Körner einer gewiſſen Setreideart, welche derſelbe bie 
zu einem gewiflen Grabe zerreibt, wachſen. Dieſe Menge ift aber. unter 
Abrigent gleichen Umftänden der Zahl der Umdrehungen ober vielmehr 

dem Weg, melden der obere Muͤhlſtein (Läufer) während des Mahlens 
diefer Getreidemenge gemacht hat, propottional; es waͤchſt folglich auch die 
mechanifche Arbeit mit dem Wege gleichmäßig. 


6. 68. Die angegebene Abhängigkeit der Arbeit einer Kraft von der 
Größe und dem Wege der Kraft erlaubt uns diejenige Arbeit, welche bei 
Ueberwindung eines MWiderflandes von der Größe der Gemwichtseinheit 
(3. B. Kilogramm, Pfund u. f. w.) längs eines Weges von der Größe 
der Längeneinheit (z. B. Meter oder Fuß) aufgewendet wird, als Einheit 
der mechanifchen Arbeit oder Leiſtung (fr. united dynamique, 
engl. dynamical unit) anzunehmen und nun das Maaf dieſer gleich zu⸗ 
ſetzen dem Producte aus Kraft oder Widerſtand und aus dem waͤhrend 
der Ueberwindung des Widerſtandes in der Krafteichtung zurüdgelegten 
Wege. 

Setzen wir bit Größe des Widerſtandes felbft — P, und den bei feiner 
Usberwindung von” der Kraft oder vielmehr von ihrem Angriffspunkte zu⸗ 
ruͤckzelegten Wege — 8, fo ift hiernach die bei Ueberwindung dieſes Wider: 
ſtandes aufgewendete Arbeit oder Leiſtung 

L= Ps Xrbeitseinheiten. 

Um die Arbeitseimheit, für welche man auch den einfachen Namen 
Dynamie gebrauchen kann, näher zu bezeichnen, giebt man gemöhnlich bie 
Einheiten Beider Sactoren Pund s an, und fagt deshalb ſtatt Arbeitseinheiten 
Kilogrammmeter, Pfundfuß, auch umgekehrt, Meterkilooramm, Fußpfund 
u. f. w. je nachdem Gewicht und Weg in Kilogeamm und Meter oder in 
Pfund und Fuß ausgedrädt werden. Der Einfachheit wegen fihreibt man 
ſtatt Meterkilogramm mic ober kim, und ebenfo ftatt Sußpfund, Fpf. 
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Metenifäe Beifpiele. 1) Um einen Pochſtempel von 210 Pfund 15 Soll Ho zu des 


ben, iſt die mechaniſche Arbeit Z — 210 = > —= 262,5 Sof, nöthig. 2) Durch 


eine mechaniſche Leiftung von 1500 Zußpfund kann ein Schlitten, welcher bei 
feiner Bewegung 75 Pfund Reibung zu überwinden bat, um s — * = > 


= 20 Fuß fortgegogen werben. 

8. 69. Nicht nur bei unveränderlicher Kraft oder conflantem Wider: 
ftande ift die Arbeit ein Product aus Kraft und Weg, fondern auch dann, 
wenn ber Widerftand während feiner Ueberwindung veränderlich ift, laͤßt 
fi die Acbeit als das Product aus Kraft und Weg ausdräden, wenn 
man nur als Kraft einen mittleren Werth aus der ftetigen Solge von 
Kräften annimmt. Das Verhältniß ift hier daſſelbe wie das zwifchen 
Zeit, Gefchwindigkeit und Raum, benn auch ber Iegtere läßt fich ja als 
ein Product aus Zeit und einem mittleren Werthe ber Gefchwindigkeiten 
anfehen. Auch bier find diefelden graphiſchen Darftellungen anwendbar. 
Es laͤßt ſich die mechanifche Arbeit als Flächeninhalt eines Rechteckes 
ABCD, $ig. 69, anfehen, deffen Grundlinie AB der zurüdigelegte Weg (5) 
und bdeffen Höhe entweder die unveränderliche Kraft (P) ſelbſt ober das 

Fig. 69. Fig. 70. 
’ N 
e Pi — 
ec 


M 
| 4 7 2 


Mittel von ben verfchiebenen Kraftiwerthen if. Im Allgemeinen läßt ſich 
aber die Arbeit durch den Flaͤchenraum einer Figur ABCD, Fig. 70, dar» 
ftellen, die zue Grundlinie den Weg s hat und deren Höhe über jeder 
Stelle der Srunblinie gleich ift der jeder Stelle des Weges entfprechenden 
Kraft. Verwandelt man bie Figur ABCD in ein Rechteck ABEF von 
gleiher Srundlinie und gleichem Inhalte, fo erhält man in ber Höhe 
AF = BE befjelben die mittlere Kraft. 

$. 70. Die Arithmetik und Geometrie geben verfchiedene Mittel, um 
aus einer fletigen Folge von Größen einen mittleren Werth derfelben aus: 
findig zu machen; man findet duch die vorzäglichften im »Ingenieur« anges 
geben. Unter ihnen ift aber die fogenannte Simpfon’fche Regel dasje: 
nige, welches man. in der Praris am häufigften anwendet, weil es große 
Einfachheit mit einem hohen Stade von Genauigkeit in ſich vereinigt. 

In jedem alle ift es nöthig, den Weg AB = 5 (Fig. 71) in n 
(je mehr, je beſſer) gleiche Theile wie AE = EG = GI u. f. w. einzu 
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Big. 71. . theilen und die Kräfte EP P, — 


GH=P,IK=Puf.w. an 
den Enden biefer Wegtheile zu er: 
mitteln. Segen wir bann noch bie 
anfängliche Kraft AD= P, und 
die Kraft BC am Ende = P, , fo 
erhalten wir die mittlere Kraft 
P=(y%PR+P+PR+PB+t.... 
+ P.ı+'1%P.):n, und daher die 
Arbeit derfelben 


P=(yP +B+P+..+ Pa + %By 


Iſt die Anzahl (n) der Theile eine gerade, nämlich 2, 4, 6,8 u f. w., 
fo giebt die Simpfon fche Regel noch genauer die mittlere Kraft - 
P=(P,. +4P,+2R+4P +....+4P.ı+P,):3n, und daher 
die — Arbeit 


= (P.+4P, + 2B, + AP, +... +APı + P)—, 


Beifpiel. Um die mechaniſche Arbeit eines Zugpferdes zu finden, die bie- 
ſes beim Kortziehen eines Wagens auf einer gewifien Straße verrichtet, bedient 
man ſich eines Kraftmeſſers (Dynamometers), welcher auf der einen Seite mit 
dem Wagen und auf der andern Seite mit den Strängen der Pferde in Berbin- 
dung geſetzt wird, und beobachtet an demfelben von Zeit zu Beit die Kraft. 
Benn die anfängliche Kraft P, = 110 Pf., die nad) Zurüdlegung von 25 Fuß 
Weg 122 Pf., nad Zurüdlegung von 50 Buß 127 Pf., bei einem Wege von 
75 Fuß 120 Pf. und am Ende des ganzen Weges von 100 Fuß — 114 Pfund 
beträgt, fo hat man bie mittlere Kraft 
nad) der erfien Bormel P— (Y, . 110-+122+127 + 100 + % . 114) :4 
= 120,25 Pfund, > Ss mechanifche Arbeit 

= 120,25 . 100 = 12025 $9f.; 
nach der zweiten — aber 
= (110+4.122+2.127+4.120+114): (3 . 4) 
— 158 — 120,5 Bf. und die mechaniſche Leifung 
Ps = 120,5 . 100 = 12050 Fpf. 





$. 71. Segen wir in der — entwickelten Formel ber Phoronomie Yeincip der 








8** 


— oder DS 
2p Da 


G g, fo = wir Ps = Ha oder, wenn mir bie Sefgin 


für die Acceleration p ihren re 


Vgteitshößen 3 gm = durch h und h, bezeichnen: 


Ps = (h—h,) G. 
Diefe für die praktifche Mechanik überaus feuchtbringende Gleichung fagt: 


lebendigen 
Kräfte. 





Brincin der 
lebendigen 
Kräfte. 
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Die mechaniſche Arbeit (Ps), welche eine Maffe entweder in fich 
aufnimmt, mern fie aus einer kleineren Geſchwindigkeit (c)-in eine grö- 
fere (v) Äbergeht, oder hervorbringt, wenn fie aus einer größeren Ge⸗ 
ſchwindigkeit in eine Heinere uͤberzugehen genoͤthigt wird, ift ſtets gleich 
dem Producte aus dem Gewichte biefer Maffe und der Dif— 
ferenz ber, beiden Gefhwindigkeiten entſprechenden Se- 

0: 0 
Thminbigteitshähen 5 5 

Beiſpiele. 1) Um einen 4000 Pfund ſchweren Wagen auf einer vollkom⸗ 

men glatten Schienenbahn in eine Geſchwindigkeit von 30 Fuß zu verſetzen, iſt 
4 

eine mechaniſche Arbeit Ps 25 G = 0,016 0° @ = 0,016 . 900. 4000 — 57600 

Fußpfund nöthig ; und ebenfo viel Arbeit wird diefer Wagen verrichten, wenn man 


ihm einen Widerſtand entgegenfept und ihn dadurch allmälig in Rabe überguges 


ben noͤthigt. 2) Ein anderer Wagen von 6000 Pfund geht mit 15 Fuß Geſchwin⸗ 
digkeit fort und wird durch eine auf ihn wirkende Kraft in eine Geſchwindigkeit 
von 24 Fuß verfeßt, wie groß ift die von diefem Wagen in fi) aufgenommene 
oder von ber Kraft verrichtete Arbeit? Den Geſqhwindigreiten 15 Fuß und 


24 Zuß entſprechen die Geſchwindigkeitshoͤhen A, — 3 —3,6 Fuß und k 7 


— 9,216 Fuß, demnach) if die gefuchte mechaniſche Arbeit Ps = (h—h,) G 
— (9,216—3,600) . 6000 = 5,616 . 6000 = 33696 Fof. Kennt man nun ben 
Weg, auf welchem diefe Befchwindigfeitsveränderung vor fih geht, fo laßt Mh 
die Kraft finden, und fennt man diefe, fo fann man den Weg beftinmen. Soll 
3. B. im letzten Kalle der Meg des Wagens nur 100 Fuß betragen, während 
defien Zurücklegung die Geſchwindigkeit von 15 Fuß in die von 24 Fuß über: 
gebt, fo bat man die Kraft P= (k—h,) S — Sr = 336,96 Bfund. Wäre 


aber vie Kraft felbft 2000 Pfund, fo würbe ber Weg s — (k—h,) 2 3* 


— 16,848 Fuß betragen. 3) Wenn ein 500 Pfund ſchwerer Schlitten in Folge 
der Reibung auf der Bahn feine Geſchwindigkeit von 16 Fuß nad Zurädiegung 
von 100 Fuß Weg gänzlich verloren Hat, To ift der Reibungswiderſtand 


P=" = 00.16.58 = 0,016 . 2356 .3 — 2048 Pi. 





$. 72. Die im vorigen Paragraphen gefundene Arbeitöformel 
Ps —=(h—h,) G 
gilt nicht allein für conftante, fondern auch für veränderliche Kräfte, wenn 
man nur (nad) $. 70) ftatt P den mittleren Kraftwerth einfuͤhrt, denn 
denkt man ſich den ganzen Weg (s) der Bewegung aus lauter gleichen, 


gleichfoͤrmig beſchleunigt zuruͤckgelegten Theilen () beſtehend, ſo erhaͤlt 


man die Arbeiten innerhalb dieſer: 
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s\ _ reoe 
P(S = 16, 
8 v⸗ v 
B6 — 29 6, 
s vʒ —t% 
—W = 76 


u. f. w., infofeen v,, U. vz u. ſ. w. bie an den Enden diefer Raumtheile 
erlangten Sefchwindigkeiten bezeichnen, und es giebt nun die Addition aller 
diefer Arbeiten die gefammte, zum Umfegen ber Geſchwindigkeit (c in v) 
noͤthige Arbeit: 


P=(P+P+B+.). = G, weil fich für eine unend- 
liche Anzahl (n) von Kräften, (PR, + Pr + P + ...):n in bie mittlere 
Kraft verwandelt und ſich auf der rechten Seite der Gleichung die Glieder 
5 G und — 26. ſo nie Gm — SGufm gegen eins 
der heben, fo re nur das —* —2 v und das duch 
die Anfangsgeſchwindigkeit c beſtimmte Stied > 29 G und Er G übrig 
bleiben. 

Die Kormel Ps = 9) G= (h—h)G wird nicht allein 
zur Beflimmung der Arbeit, fondern auch, und dies zumal fehr oft, 
jur Ermittlung der Endgeſchwindigkeit gebraucht. Im legteren Falle fegt 
man h=h, + e oder v Ver 29 E. Wenn bei der (fieti- 


gen) Bewegung eines Körpers die Endgeſchwindigkeit v gleich ift der An⸗ 
fangsgeſchwindigkeit c, fo if die in Anfprudy genommene Arbeit = Null, 
d. 5. es nimmt der befchleunigte Theil der Bewegung gerade fo viel Arbeit 
in Anfpruch, als der verzögerte Theil berfelben ausgiebt. 

Beifpiel. Wenn ein ohne Meibung auf einer Bifenbahn fortgehenver Wa⸗ 
gen von 2500 Pfund Gewicht zur Vermehrung feiner Geſchwindigkeit, die an: 
fangs nur 10 Buß betrug, eine mechaniſche Arbeit von 8000 Fußpfund in fi 
aufgenommen hat, fo wirb feine Geſchwindigkeit nad Aufnahme biefer Arbeit 


— V 10°+625.. = — /i00F%0 — 17,32 Fuß betragen. 
Anmerfung. Man nennt, ohne einen befonderen Begriff. damit zu verbinden, das 


Product aus Maſſe M = ri und Quadrat der Gefchwindigfeit (0"), alfo Mo*, bie 


lebendige Kraft (franz.: forcevive, engl., eigentlich lat.: visviva) der bewegten 
Maſſe, und kann hiernach die mechanifche Arbeit, weldye eine bewegte Maſſe in 
ſich vereinigt, gleichfeßen der halben lebendigen Kraft derfelben. Geht eine träge 


Weisbachs' Mechanik. te Auf. I. Bd. 7 


92 — ee? 








Princip der 
lebendigen 
Kräfte 
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Maſſe aus einer Geſchwindigkeit c in eine andere v über, fo iſt die eingenom: 
mene oder ausgegebene Arbeit gleich ber halben Differenz zwifchen den lebendigen 
Kräften am Ende und am Anfange der Gefchwindigfeitsveränverung. Diefes Ge⸗ 
feg von der mechaniſchen Leiſtung der Körper durch ihre Trägheit nennt man das 
Brinciv der lebendigen Kräfte (franz principe des forces vives, engl. 

principle of vis viva). 
Bufammente $ 73.. Wirken zwei Kräfte P, und D, auf einen und denfelben Kör- 
en per in gleicher cder entgegengefeßter Richtung, fo ift die Wirkung dirfelbe, 
als wenn nur eine Kraft auf den Körper wirkte, welche der Summe oder 


Differenz diefer Kräfte galeich ift, denn diefe Kräfte ertheilen der Maffe M die 


Acceleration: pP, = 2 und m» = a es iſt folglih nach $. 28 die 
aus beiden refultirende Acceleration | 
— AtPR 


r=ntpr = MY; nd demnad die derfelben entfprechende 


Kraft P?=Mp=PH+P. 

Man nennt die aus den beiden Kräften hervorgehinde, aleich viel vermoͤ⸗ 
gende (Äquipollente) Kraft P die Refultirende (franz. resultaute, 
engl. resultant), ihre Beſtandiheile P, und P, aber die Componenten 
(franz composantes, engl. components). 

Beiſpiele. 1) Sin auf der fladhen Hand liegender Körrer drũckt nur fo lange 
mit feinem abfoluten Gewichte auf diefelbe, fo lange die Hand in Ruhe ift oder 
mit dem Körper gleichförmig auf- oder abwärts bewegt wird; hebt man aber 
die Hand befchleunigt empor, fo erleidet dieſelbe einen Härferen Drud, geht man 
dagenen befhleunigt mit der Hand ſenkrecht nieder, fo wird der Dru Feiner als 
das Gewicht; ex wird fogar Null, wenn man die Hand mit der Acceleralion der 
Schwere herabführt. If der Drud auf die Hand = P, fo fällt der Körper nur 
mit der Kraft @— P wieder, während feine Mafie M = — iſt; feßen wir das 
ber die Meceleration, mit welder die Hand mit dem darauf liegenden 


G 
Körper niedergeht, = p, ſo fat GC — P = 7 p, und daher der Drud 


P=@G 6 = ( — 5) G. Sagt man dagegen den Körper auf der Sand 
mit der Acceleration p auffleigen, fo iſt p der Aeceleration g entgegengefeßt, daher ber 
Drud auf die Hand P— (14 + 2) G. Je nachdem man einen Körper mit 20 Fuß 
Beſchleunigung ab⸗ oder aufwärts fleigen läßt, iſt der Drud auf bie Hand 
— (1 — 5) G = (1— 0,64) G = 0,36 des Körpergewichtes oder = 1 + 0,64 


x — 1,64 deſſelben. 2) Wenn ih mit der flachen Hand einen Körper von 3 Pfund 
Gewicht 14 Ruß hoch ſenkrecht in die Höhe fihleubere, indem ih ihn auf bie er- 
fen zwei Fuß Höhe mit der Hand unausgejegt forttreibe, fo if bie verrichtete 
mechaniſche Arbeit Ps = Gh = 3>< 14 = 42 Fußpfund, und demnach der 


42 
Drud des Körpers auf bie Hand: P=y = 21 Pfund. Während alfo ber 
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ruhende - Körper mit 3 Pfund drückt, wirft er während des Werfens mit 21 Pfund 
Kraft auf die Hand zurüd. 

$. 74. Wird eine Maffe (ein materieller Punkt) M; Fig. 72, von Yaralleie- 
Fin. 72. | zwei Kräften P. und 2, ergriffen, an 

deren Richtungen MX und MY ei: 

nen Winkel X MY zwiſchen 

fih einfließen, ſo erzeugen dieſe 

nad) eben diefen Richtungen bie 
P, 


Hecelerationen p, = 7̃ und 


pP = = aus deren Vereinigung 


eine mittlere Acceleration ($. 34) in 
einer Richtung MZ entiteht, die 
dutch die Diagonale eines aus P,.P, 
und «& conflwirten Paraßelogramms gegeben ift; auch ift diefe mittlere 
oder reſultirende Acceleration p = VYp? + pP +2 ‚PıP, cos. a und- für 
den Mintel @. den bie Richtung en mit ber Ang MX ver 
einen Acceleration p, einfchließt, hat man. 





sin pe 22. E SE 
Segen wir in diefen beiden Kormeln die angegebenen Werthe von pP, Und 
P2. fo folgt | 


VE 
P,\ sin. a 
sſsin. = (3 ' 


Multiplicirt man die erfte Gleichung durch M. fo folgt 
Mp = vP%-+P%+2P,P,cos. «. ober, 
da Mp die der Acceleration entfprechende Kraft P ift, 
1) P=yP?+P?+2P,P, cos. a und 
P, sin « 


pP 


Es wird alfo die Refultirende oder Mittellraft ſowohl 
ihrer Größe als auch ihrer Rihtung nad aus ben Compo— 
nenten oberSeitenträften genau fo beffimmt, wie die mitt— 
lere Acceleration aus den Seitenaccelerationen. 

Repraͤſentiren wir die Kräfte durch gerade Linien, indem mir biefe in 
denfelben Verhätmiffen zu einander ſtehen laffen, wie fie in Gewichten, 
+ B. Pfunden, in Wirklichkeit zu einander flehen, fo läßt fich demnadh- 

7* 


2) sın. 9=- 
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Da Ra 7. des Kräfteparallelo: 

EEE grammes je zwei und 
zwei Kräfte zu einer 
vereinigen, bis zuletzt 
nur noch eine übrig 
bleibt. Die Kräfte P, 
und P,geben 3.8. durch 
das Parallelogramm 
MP.QP, die Mittel 
kraft 10 0; wenn 
man dieſe wieder mit 
P; vereinigt, erhält man 
im Phrallelogramm 
MORP; die Mitteltraft 
MR==R, und die letztere 
wieder mit P, zu ei⸗ 
nem Pürallelogramm ——— ſtellt ſi ich in der Diagonale M— pP 
die legte, allen vier Kräften P. P, P, und P, zufammen äquivalente 
Mittelkraft heraus. 

Es ift nicht nöthig, bei diefer Zufammenfegungsweife das Parallelo⸗ 
gramm ſtets zu vollenden und deffen Diagonale anzugeben. Man bilde ein 
Polygon MP,\ORP, indem man die Seiten MP,, PıQ, OR, RP ven ge: 
gebenen Componenten P,, P, P, P, parallel legt und gleichmacht; die 
legte, das Polygon zufchließende Seite MP, ift die geſuchte Mitteffraft P 
ober vielmehr nur ihr Maaß. 


Anmertung. Ge ift ſehr nüglih. die Aufgaben der Mechanik auch durch 
Conſtruction aufzulöfen ; wenn die conftruirende Auflöfung auch nicht fo viel Ge⸗ 
nauigfeit gewährt als die rechnende, fo fichert fle Dagegen fehr vor groben Feh⸗ 
lern und fann deshalb immer ale Prüfung der Rechnung dienen. In Fig. 75 
find die Kräfte unter den gegebenen Winfeln P, MP, =172°, 30°; P, MP, = 33° 20 
und P,MP, — 92°40' an einander gefloßen und fo aufgetragen, daß ein Pfund 
— eine Linie des preuß. Zolles repräſentirt wird. Die Kräfte A, = 11.5 Pf.. 

— 108 Pf. P. = 8,5 Pf. und P, = 12,2 Bf. And daher durd Seiten von 
H > , Ein, 108 Lin., 8,5 Lin. und 12,2 Linien Länge ausgedrüdt. Cine forg- 
fältige Konftruction des Kräftepolygons giebt die Größe der Mittelfraft P= 14,6 
Pfund und die Abweichung ihrer Richtung MP von der Richtung MP, ber erften 
Kraft = 86Y, Grat. 


Kräfte in 
einer Ebene. 





$. 77. Enfacher und fchärfer keftimmt ſich die Mirteltraft P, wenn 
man jeden der gegebenen Componenten P\, P,, P, u. ſ. w. nad zwei 
rechtwinklig gegen sinander ftehenden Axenrichtungen VA und YY, $ig. 76, 
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Big. 76. in Seitenträfte wie Ouseite in im nam 

\ und A,, Q, und R, 
Q, und R, u. f. w. 
zerlegt, die in eine und 
dieſelbe Arenrichtung 
fallenden Kräfte alges 
braifch addirt und nun 
aus den fich ergebenden, 
unter einem Rechtwin⸗ 
kel aus einander ziehen: 
ten zwei Kräften bie 
Größe und‘ Rıctung 
der Refultirenden fucht. 
Sind die Wink PA MX, 
P.MX, P,MX uf. w., 
welche die Richtungen 
von ten Kräften P.. 
Pr. P, u. f. w. mit der 
Are XX einfchließen, = «a, 0 0; u. f. w., fo hat man die Seitenträfte 
Q=P, cos.c,, Kı=P, sin. a, Q&, = P; cos.0,R,=P, sin. «, 
uf. w,, wechaib folgt aus 0— —0O.4 0, 0O3 +... 

1) Q = P.cos. a, + P, cos. a, + P cos. &,+ ..., und ebenſo 
us R=R+R+R+H..., | 

2) R=P,sın.a, + P,sin.a, + -P,sin.a, +... 
Xus den fo gefundenen zwei Seitenträften O und AR folgt nun die Größe 
der gefuchten Mittelkraft 

)P=-vVv@®+R uw der Winkel PMX — p,den ihre Rich⸗ 
tung mit XX einſchließt, durch 


4) lang. 9 = 


Bei der algebraifchen Addition der Kräfte hat man die Vorzeichen ge: 
nau zu berüdfichtigen, denn find dieſelben bei zwei Kräften verfchieden, 
d. b. find diefe Kräfte vom Angriffspunkte M aus nach entgegengefegten 
Seiten gerichtet, fo geht diefe Addition in eine arithmetifde Subtraction 
über ($. 73). Der Winkl p ift fpis, fo lange Q und A pofitiv find, 
er ift zwifchen einem und zwei Rechtwinkeln, wenn Q negativ und A pos 
fitiv, zwifchen zwei und drei Mechten, wenn Q und A beide negativ find, 
liegt endlich aber zwifchen drei und vier Rechten, wenn bloß AR nega: 
tig ift. 

Beiſpiel. Weldies if die Größe und Richtung der Mittelfraft aus den 
Eeitenfräften P. = 0 Pf. P, = 70 Pf. und P, = 50 Pf., deren Richtungen, 
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Räte i in einerin einer Ebene liegend, die Winfel P. MP,=56' unv P,MP, = 104° zwiſchen ſich 


Kräfte im 
Raum. 


: einfließen? Legen wir die 
Fig. 77. Are XX, Fig. 77, in die 
Richtung der erften Kraft, 
fo erhalten wir «, = 0°, 
und &e =36°, (lg == 560 
—+- 104° = 160°; daher 
1)Q= 30. cos, 0° 
+ 70. cos. 56° 
+ 50 cos. 160° 
= 30+39,14-46,98 
— 22,16 Pf., und 
2)R=30 . sın: 0° 
| +70.sin. 56° 
+50.sin. 160° 
—0-+58,03+ 17,10 
— 13 Pf. Ferner 
75,13 
3) lang. ® = 22, 22.16 
— 3,3903, 
und hiernach den Winfel, 
welchen die Mittelkraft 
mit dem pofitiven Aren- 
theile MX ober der Kraft P, — 9 = 73° 34°, endlich dieſe Kraft ſelber 
. 75.13 75,13 
P: —V FrR 08.0 — sin.D sin. 13034 — 0,9591 — = 18,33 Bf. 
— 78. Liegen die Kraftrichtungen nicht in einer und derſelben Ebene, 
ſo lege man durch den Angriffspunkt der Kraͤfte eine Ebene und zerlege 
jede derſelben in zwei andere, die eine derſelben in der Ebene liegend, die 
andere rechtwinklig zur Ebene. Die fo erhaltenen Seitenkraͤfte in ber 
Ebene find nad der Regel des vorigen $. in eine Mittelraft und bie 
Seitenkräfte rechtwinklig zur Ebene hat man durch Addition zu einer ein: 
zigen zu vereinigen; zu den auf dieſe Meife erhaltenen zwei rechtwinkligen 
Componenten ift endlich nad) der bekannten Regel ($. 74) die Mittelkraft 
zu finden. 


Fig. 78 (a. f. &.) führe das eben angegebene Verfahren mehr vor Au: 
gen. MP, = P,. MP. = P,„ MP, = P; fein die einzelnen Kräfte, 
AB die Ebene (Projectionsebene) und ZZ die Are winkelrecht zu ihr. Aus 
der Zerlegung der Kräfte P., P, u. f. w. ergeben ſich die Kräfte S,, So 
u. f. w. in der Ebene und die Kräfte N,, N, u. f. w. in der Normale ZZ. 
Jene werden wieder nad zwei Aren XX und PP in bie Seitenkraͤfte 
Q, Oꝛ u.f.m. A, R, uf. w, zerlegt und geben die Componenten () und 
R, woraus nun wieder die Mittelraft S entfteht, welche, mit der Summe 
N alter Normalkräfte N,, N, u. f. tw. vereinigt, bie gefuchte Mittelkraft 
P giebt. 
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Seren wir die Winkel, unter welchen die Kraftrichtungen gegen die 
Ebene AB, 5. DB. gegen den Horizont geneigt find, ß,, ßB. u. f. w., fo er⸗ 


Big. 78. 





geben ſich Kräfte in der Ebene: = = P:,cos.ß, S, cos. ß, u.f.w., 
und die Normalkraͤfte: N, = P, sin. B,, N,=P,sin B.u.f. w.; bezeichnen 
wir endlich die Winkel, welche die ın der Ebene AB liegenden Projectionen 
‚der Kraftrichtungen mit der Are XX einfließen, mit «,, &, u. f. w., 
fegen wir alfo SMX = a,, SMX = a, u. ſ. w., fo floßen wir auf 
folgende drei, die Kanten eines geraden Parallelepipebs (des Kräfteparalle- 
pipeds) bildende Kräfte: 

QO= S$,c0os.0, + 5,008. +. .., ober 

1) Q=P:ı cos. ß, cos.a, + P,cos. — + .. . , ebenfo 

2) R=P:, cos. B, sin.a, + Pycos.B,sin.a,-+ ..., endlich 

3) N=P, sin.ßB, + P,sin. B. 4 

Aus diefen drei Kräften folgt die legte Refultirende : 
4) P=VR+R?+N?, ferner 


der Reigungsmwintel PMS—= v e gegen die Projectionsebene, durch 
5) lang. Y = = „ endlich 





| = IGFR 
der Winkel SMX = 9, melden bie Projection der Refultirenden in der 
Ebene AB mit der erften Are XX einfchließt, durch 








Br | 


Kräfte im 


Raume. 
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6) tan9. = —— 


Beifpiel. Drei Arbeiter ziehen an den Enden dreier Seile, welche an einer 
auf einem horizontalen Boden AB, Yig. 79, liegenden Laſt M ungelnüpft ſind, 


Fig. 79, 


Grundriß. 


ii — 


Lip. 





jeder mit 50 Pfund Kraft; die Neigungswinkel diefer Kräfte gegen den Horizont 
find 10°, 20° und 30°, und die Horigontalwinfel zwifchen der erſten und zweiten 
und der erflen und britten Kraft = 20° und 35%; welches ift die Größe” und 
Nichtung der Refultirenden und wie viel ift dieſe Feiner als die Summe Mer 
Kräfte, weldhe refultiren würbe, wenn alle drei Kräfte in einerlei Richtung wirk⸗ 
ten. Die vertifal in die Höhe ziehende Kraft ift: 

N=N-+-N,+N, =50 .(sin.10°+ sin.20° + sin.30°) = 50 .1,01567=50,78Pf.; 
um fo viel drüdt alfo der Körper auf den Boden weniger als das ganze Gewicht 
befielben. 

Die horizontalen Se tenfräfte find S, = 50 . cos. 10% = 50 . 0,0849 = 49,24 Pf., 
S. — 50. cos. 20° = 46,98 Pf., 8, = 50. cos. 30° = 43,0 Pf. Legen wir bie 
Are XX in die Richtung der erfien Kraft S,, fo erhalten wir die Seitenfraft in 
biefer Are X, O — 0, +0, +0, — S, cos.a, + S,cos.a, + S, cos. a, 
= 49,24 cos. O + 46,98>< cos. 20° + 43,30 ><. cos. 35? = 4924 + 44,15 + 35,4 
— 128,86 Pf.; dagegen die Seitenfraft in der zweiten Are YY: 
R=R,-+R,+R, = 49,°4 x sin. 0° + 46,98 sin. 20° + 43,30 >< sin. 35° 

— 04 16,07 423.34 — 40,91 $f. 

Die horizontale Mittelkraft, mit welcher der Körper fortgezugen wird, if hiernach 
S= VOR! = 012886)’ (40,91) = \/ 182787 = 135,2 Pf 

Der Winkel 9, welchen diefe Kraft, mit der Are XX einfchließt, iſt beitimmt 

40,91 


a = Marz 86” 0,3175; es iſt alfo @ = 17°, 37, die vollſtaͤndige Re⸗ 


durch lang. = 7 
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ſultitende iR: P=\/ (135,2)°F (50,78)° a /20856,5 = 144,43 Pf. 

Dirfen die Kräfte in gleicher Richtung, fo iſt die Refulticende — 3 > 50 = 
150 Pf.; es iſt alfo der Kraftverluft = 150 — 144,42 — 5,58 Pf.; weil ferner 
bie den Pe fortziehende Horizontalfraft nur 135,20 Pf. beträgt, fo hat man 
in Hinfiht auf bie SHorizontalbewegung den Kraftveriuft 150 — 135,20 = 
14,50 Bf. 

der Reigungswinfel y der Mittelfraft gegen den Horizont if beſtimmt durch 


N 50,7 
ung.y= 5 - 150” = 0,3756. weshalb er — 20°, 35° ausfällt. 


$.79. Ausdenin dem Vorigen gefundenen Regeln überdie Zufammenfegung Princip der 
der Kräfte laſſen fich noch zwei andere, im praftifchen Gebrauch mwefentlichergmneutn. 
Dienfte leiftende , ableiten. Es fei in Fig. 80 M ein materieller Punkt, 


e fein MP, = P, und MP, = P, die auf ihn wirkenden Kräfte, end: 
Fig. 80. 


ih fi MP = P die Mit: 
telfraft aus den Kräften P. 
und P, Legen wir dur 
M zwei Aren MX und MV 
winfelrecht gegen’ einander, 
und zerlegen wir die Kräfte 
P, und P,, fo wie ihre Mits 
telk aft P in nach diefen 
Aren gerichtete Seiten: 
Eräfte,alfo Pin Q, und A,. 
P,inQ; und, und PinQ 
und A, fo erhalten wir 
die Kräfte in der einen Are 
Q,, Q, und Q, und die in 
der andern RR, und A, und r ft O= 0, +0, fo wie R=R, + R.. 
Nehmen wir nun in der Are MX irgend einen Punk: O an, und fäl: 
In von bemfelben Perpenditel ON, ON, und ON gegen bie Richtungen 
der Kräfte P, P und P, fo erhalten wir rechtwinkelige Dreiede MON, 
MON, MON, welche den von den brei Kräften gebildeten Dreieden aͤhn⸗ 
lich ſind, naͤmlich: 





AMONw&äA MPQ, 
UA MON, w A MP; 
UN MON w A MPQ. 


MO, Q — MN, 
Dieſen Aehnlichkeiten zufolge ift aber —— MP,’ d. i. pP mo ebenfo 


n —_ 4 un = En, fegen wir die hiernach beftimmten Merthe 


= Q,, Q. und Q in die Gleichung O=OQ, + 0,, fo erhalten wir 
P. MN= P, . MN, + 12: MN; 


Krafte im 
Raume. 


® Princip der 


vieruellen Ge⸗ 
Hwinpigfeiten. 
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Ebenſo u auch = = u, = ON, ns = ‘ vo daher 


P. Be ON, + PB, on 
Diefe Steihungen gelten felbft dann noch, wenn P die Mitteltraft aus 
drei oder mehreren Kräften P,, P.. P u. f. mw. ift, weil man allgemein 
0=09,+9+9+... 
R=R,+ R+R;+ ... hat; 
man kann daher allgemein 
1) P.MN=P.MN,+P.MN,+P,.MN,+ ..... 
2) P.ON=P,.ON, +P.O0N,+P.0ON, + ... fegen. 

Beiden Gteihungen muß die Mittelkraft P aus den Kräften 2, P, P, 
u. f. w. entfprechen, es läßt ſich aber auch diefelbe durch diefe Gleichungen 
nicht allein der Größe, fondern auch der Richtung nach beftimmen. 

$. 80. Rüdt der Angriffspuntt M, Fig. 81, und Fig. 82. in einer 
geraden Linie nad) O, oder denkt man ſich den Angriffspunkt um ben Weg 


Big. 81. 5 Fig. 82. 





MO = s fortgegangen, fo nennt man bie Projetion MN=s, diefes 
Weges s nach der Kraftrihtung MP den Weg der Kraft P, und das 
Product Ps, aus der Kraft und ihrem Wege: Arbeit der Kraft. Fuͤh⸗ 
ren wir nun diefe Bezeichnungen in ber eisang (1) des vorigen $. ein, 
fo erhalten wir 
P= 2 + Pay + Ps; Tr... 

es ift alfo die Arbeit ber Mittelkraft gleich der Summe aus 
den Arbeiten der Seitenträfte. 

Bei der Summation dieſer mechanifchen Arbeiten hat man wie bei der 
Summation von Kräften auf die Zeichen diefer Rädficht zu nehmen. Wirkt 
eine (Q,) von den Kräften QO,. Q, u f. w. des vorigen $. den übrigen 
entgegengefegt, fo hat man fie al® negative Kraft einzuführen; diefe Kraft 
Oʒ. Sig. 83., ift aber Component einer Kraft P,. die unter den Verhaͤlt⸗ 
niffen, wie fie im vorigen $. vorausgefegt wurden, ihrer eigenen Bewegung 
MN; entgenengefegt wirkt; man ift daher genäthigt, diejenige Kraft, ig. 82, 
welche ber Bewegung MN entgegengefest wirkt, ald negativ zu behan⸗ 
dein, wenn man diejenige Kraft P, Sig. 81, welche in der Bewegungs⸗ 
tihtung MN wirkt, pofitiv fegt. 
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Eind die Kräfte ihrer Größe oder a veraͤnderlich, fo hat Beincin der 
die Formel Ps = Ps, + Ps + Ps; + ... nur für unendlich Heine en 


Kig 83. 





Wege 8, 8,, 5. u. f. w. ihre Richtigkeit. 

Man nennt die einer unendlich Heinen Verrüdung O des materiellen 
Punktes entfprechenden Wege 61, Gy 0,, u. f. w. ber’ Kräfte die vir⸗ 
tuellen Geſchwindigkeiten (franz. vitesses virtuelles, engl. virtual 
velocities) derfelben und das ber Formel = PP, +PR&%+ PO 
entfprechende Geſetz das Princip ber virtuellen Sefhwindig- 
keiten. 

6. 81. Nach dem Principe ber lebendigen Kräfte ift für eine geradlinige —— 
Bewegung ($. 71.) die mechaniſche Arbeit. (Ps), welche eine Kraft (P) vers ſhen Frteir 
richtet, indem fie eine Maffe M aus der Sefhmindigkeit c in die Ges 
ſchwindigkeit v > 

(Im. u. 


Iſt nun aber P die Mittelkraft aus anderen, auf die Maſſe M wir: 
tenden Kräften P.. P, u. f. w., und find die Wege, welche diefe zuruͤckle⸗ 
gen, 51, 82 u. ſ. w., während die Maffe M felbft den Weg s macht, fo hat 
man nach dem vorigen $. 

P=P,s, + PR&+ -... 
es läßt fich daher folgende allgemeine Kormel: 


Ps + Ps +. = ‚= (7°) M 
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Uedertrogung angeben und ihre nah die Summe der Arbeiten ber einzelnen 


Fin Habe Kräfte gleihfegen dem halben Gewinn der lebendigen 
Kraft der Maffe. 

Iſt die Gefchwindigkeit während der Bewegung unveraͤnderlich, alfo 
= c, und die Bewegung felbft gleihförmig, fo hat man vꝰ —c? — 0, 
alfo weder Gewinn noch Verluft an lebendiger Kraft, und daher 

Ps + P&+ Ps; +... =0; 
dann ift alfo die Summe der mechanifchen Arbeiten von den einzelnen 
Kräften = Null. 

Wenn umgekehrt die Summe der Arbeiten gleich Null ift, fo veräridern 
die Kräfte die Bewegung des Körpers in der gegebenen Richtung nicht; 
hatte der Körper nach der gegebenen Richtung keine Bewegung, fo wird 
er auch durch Einwirkung der Kräfte in diefer Richtung Feine befommen ; 
hatte er vorher eine gewiſſe Gefchwindigkeit nach einer gewiffen Richtung, 
fo wird er diefelbe aud) behalten. 

Sind die Kräfte veränderlich, fo kann die veraͤnderliche Geſchwindigkeit 
v nach einer gewiffen Zeit wieder in die Anfangsgeſchwindigkeit c über: 
gehen, was bei allen periodifchen Bewegungen, wie fie namentlich an vie 
len Mafchinen vorkommen, eintritt. Nun giebt aber v — ce bie Arbeit 


2__ 
(5 < M = Null, es ift daher innerhalb einer Periode der Bewe⸗ 





gung der Arbeitsverluft oder Gewinn — Null. 


Beifpiel. Ein Wagen, Fig. 84., von dem Gewichte G = 5000 Pf. wird 
auf einem horizontalen Wege durch eine unter dem Winkel « — 24 Grad 
auffteigende Kraft P. = 
Fig. 84. 660 Pf. vorwärts bewegt 
| und bat während ver Bes 
wegung zwei Wiberftände, 
einen horizontalen, P, = 
350 Pf., der Reibung ent⸗ 
fprechend, und einen unter 
ß = 35° gegen den Ho⸗ 
rigont abwärts wirkenden 
Widerſtand P, = 230 Pf. 
zu überwinden. Welche 
Arbeitwirb die Kraft (P,) 
verrichten müffen, um bie: 
fen, anfänglich mit 2 Fuß 
Geſchwindigkeitfortgehen⸗ 
den Wagen in eine Geſchwindigkeit von 5 Fuß zu verſetzen. 

Setzen wir den Weg MO des Wagens —s, fo haben wir die Arbeit ber Kraft 
P =P.MN, = P, scos.a = 660><s c0s.24° = 602,94.s, ferner die Arbeit 
ver als Wiverfiand wirkenden Kraft P,, = (— P,).s= — 350 . s, endlid bie 
Acheit von , = (—P,).MN, = — P, soos.ß = — 230 > 8 008.35 = 
— 188,40.8. Giernach bleibt denn bie Arbeit der bewegenden Kraft: 
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Ps = P, scos.a@— P,s cosQ — P,scos.ß = (602,94 — — 188,10) 5 Webertragung 
— 64,58 . s Rhrf. ——e— 
Die Maſſe erfordert aber zu ihrer Geſchwindigkeitsveraͤnderung die. arbeit 


(Ze - (7) ><5000 — 0,016 > (25-4) >< 5000 — 1660 Fhrf. 
fegen wir daher beibe Arbeiten einander gleich, fo erhalten wir 64,54 . s == 1680, 
folglich den Weg des Wagend : s — 26 a 26,03 Fuß, und endlich die mecha⸗ 
nifche Arbeit der Kraft P: P,scosa = 602,94 . 26,03 = 15694 vßpf. 








$. 82. Segen wir unendliche eine Wege (0, 6, u. f. w.) voraus, fo Kenuumtinige 
koͤnnen wir die zuletzt gefundene Formel auch auf frumme Wege anwen " 
den. Es fei MORS, Fig. 85., die Bahn des materiellen Punktes und 
MP,=P;, die Mitteltraft aller auf ihn wirkenden Kräfte. Zerlegen wir 
Fig. 85. diefe Kraft in zwei andere, wovon 
die eine MK==K tangential und die 
andere MN=N normal zur Curve 
gerichtet ift, fo nennen mir jene 
Tangentials und diefe Nor⸗ 
maltraft. 
Mährend der materielle Punkt das 
Element MO = 6 feines krummen 
Weges MS durchlaͤuft und feine Gefhwindigkeit c in v, übergeht, nimmt 


bie Maffe M deſſelben die Arbeit (I) Min Anſpruch, gleichzei⸗ 
tig verrichtet aber die Tangentialkraft A die Arbeit Ko, und die Normal⸗ 
kraft die Arbeit N. 0 — 0; es iſt folglich Ko— (75) M. 
Setzt man die Projection MO des Wegelementes MO in der Kraft: 
tihtung —= 6, fo hat man au PA, = Ko; und daher 
Ps = ( M. 


Zerlegt man den ganzen Weg MR des materiellen Punktes in lauter 
unendlich Meine Theile und projicirt jeden bderfelben auf die jedesmalige 
Kraftrichtung, fo ſtoͤßt man auf die Wegelemente der jedesmaligen Kraft, 
und man erhält durch Multiplication beider die jedesmalige Arbeit; abdirt 
man enblich alle diefe Arbeiten, fo befommt man 


PA + Rt — ... * (+ () M+ 


(a M+. 8* (5 >®) M = (h-h,) G, wenn hy die 
der Anfangsgefchwindigkeit c, und h die dee Endgeſchwindigkeit v entſpre⸗ 























Krummtini 


Bewegung 
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o. chende Geſchwindigkeitshoͤhe, Gr aber das Gewicht Mg bes bewegten Kör: 


pers bezeichnet. 

Es ift alfo auch bei einer Prummlinigen Bewegung die 
ganze Arbeit der bewegenden Kraft gleih dem halben Se: 
winn an lebendiger Kraft oder gleih dem Producte aus 
dem Gewichte des bewegten Körpers und aus der Differenz 
der Gefhmwindigkeitshöhen. 


Anmerfung und Beifpiel. Die gewonnene Formel, welche aus der Ber: 
bindung des Principes der lebendigen Kräfte mit dem der virtuellen Geſchwindig⸗ 
feiten hervorgeht, ift vorzuglidh in den Füllen anwendbar, wenn Körper durch 
fefte Unterlagen oder duch Aufhängen gezwungen werden, eine beflimmte Bahn 
zu durdhlaufen. Treibt einen foldhen Körper die Schwerkraft allein, fo ift die 
Arbeit, welche diefelbe in einem Körper vom Gewichte @ beim Herabfinfen von 
einer, der Bertifalprojection MR, —= entſprechenden Höhe erzeugt, = G@s und 
daher 


Gs = (kh-—h) O,d.i.s=h—h 
Welches alfo auch der Weg if, in welchem ein Körper von einer horizontalen 
@bene AB, Big. 86, bis zu einer zweiten Horigontalebene CD herabfinft, immer 


Gig. 86. 





iR die Differenz der Gefchwindigfeitshöhen nn der fenfrechten Fallhoͤhe. Koͤr⸗ 
ver, weldye die Bahnen MO, R,, M, O, R., 3,0, R, u. f. w. mit gleicher 
Geſchwindigkeit (c) zu durdylaufen anfangen, erlangen auch am Ende diefer 
Bahnen, obwohl zu verfchiedenen Zeiten, gleiche Endgeſchwindigkeiten (0). If 
die Anfangsgefhwindigfeit ce = 10 Fuß und die fenfredhte Fallhöhe ⸗— 20 Fuß, 
alfo Ak=s-+h, = 20 + 0.016.10*= 21,6 Zuß, fo folgt die Endgeſchwindigkeit 
o —= Y2gh = 7,906 Y 21,6 = 36,74 Fuß, in welcher frummen ober geraden 
Linie auch das Herabfallen vor fich geht. 


- U 
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$. 83. Obgleich jeder. fefte Kötper durch die auf ihn: wirkenden ‚Kräfte Berfegunn 


des Augeiffe⸗ 


in feiner Form vetaͤndert, nämlich zuſammengedruͤckt, ausgedehnt, gebogen —*8* 


wird u. ſ. w., fo iſt es doch geſtattet denſelhen meiſt als. eine feſte und 
unveränderliche Verbindung. materieller . Punkte. anzufehen, theils, weil 
diefe Form -Weränderung ober Verruͤckung der Theile oft ſehr Klein iſt, 
theils weil diefeibe innerhalb eindß . fehr kutzen Zeitraumes vor ſich geht. 
Wir werden auch in der Folge, wenn es auch nicht heſonders erwähnt 
wird, jeden feſten Koͤrper als ein Syſtem feſt unter einander verbundener 


Punkte anſehen, weil wir dadurch die Unterfuhungen weſentlich berein⸗ 


fachen. 
Eine Kraft B Sig 87. welche auf einen Punkt A emes feſten ‚Körpers 
| M wirkt, pflangt fi in 
Bi threr eigenen Richtung X 
| unverändett durch ben gan: 
zent Körper hindurch, und 





P, fest fi mit ihr nur 
dann im’s Gleichgewicht, 
wenn der Angriffspunkt A, dieſer in der. Richtung XX der erften Kraft 
liegt. Die Entfernung dieſer Angeiffspuntte A und A, ift ohne Einfluß 
auf diefen Gleichgewichtszuſtand; die beiden Gegenträfte halten fich bei 
jeder Entfernung das Gleichgewicht, wenn nur beide Punkte feft unter 
einander verbunden find. Hiernach laͤßt fich denn behaupten: die Wirs 
Meisbach's Mechanit. Zte Aufl. 1.88. ° , 8 


eine ihr gleiche Gegenkraft - 
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* — Sig. 88. 


puntles. 


bar auf den Koͤrper Mwirkt. 
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‚ tung einer Kraft ?, 
Fig. 88, bleibt diefelbe, 
in welhem Punkte A, 
Ay Az uf. w. ihrer 

Richtung fie auch an’ 
greift oder unmittels> 


$. 84. Ergreifen zwei, in einerlei Ebene wirkende Kräfte P, und P.. 
Fig. 89, einen Körper in verfchiedenen Punkten A, und 4, fo ift deren 


"Big. 89. 





Wirkung ‚auf den Körper diefelbe, 
als wenn fie den Punkt O zum ge: 


meinſchafilichen Angriffspunfte hät: 


ten, in welchem fich die Richtungen 


beider fchneiden, denn es läßt fich 


nah dem oben ausgefprochenen 
Sage jeder diefer Angriffspunkte nad) 


CE verlegen, ohne ein? Aenderung in 


den Wirkungen dadurch hervorzu- 
bringen. Machen wir deshalb CQ, 
= AP, =P, un 00, = AP, 
— P, und vollenden wir jegt das 


“ Parallelogramm CQO,QQ, fo giebt 


und deffen Diagonale bie Mittels 


kraft CO —= Pvon CO, er CQ, und alfo auch von den Kräften P, und 
P,, deren Angriffspunkt uͤbtigens auch jeder andere Punkt A in der Kid: 


tung diefer Diagonale fein Bann. 


Setzt man der fo gefundenen Mittelkraft AP = P eine gleich große, 


Fig. 90. 


Staliſche 
Momen te. 





in irgend einem Punkte D der Dia⸗ 
gonalrichtung CQ angreifende Ge: 
genkraft PP —P entgegen, fo 
wird dadurch den gegebenen Kräften 


‚P und P, das Gleichgewicht gehal⸗ 


ten; P, P, und —P find alfo drei 
Kräfte im Gleichgewichte. 

8. 85. Fällt man von irgend 
einem Punkte O, Fig. 90, in ber 
Kräfteebene Perpendikel ON,, ON, 
und ON gegen bie Richtungen ber 


Seitenkraͤfte P, und P, und ihrer 


Mittelraft P. fo hat man bem 
$. 79 zufolge: 


Allgemeine Lehren ber Statif fehler Körper. 115 
P.ON = P,.ON, + P..ON,, | 
und es läßt ſich vemnach aus den Perpendikeln oder Abftänden ON! und 
ON, der Seitenlräfte der Abftand ON der Mittelkraft finden, indem 
man fegt: 
ov— P.ON, + P,. BON, 
Während man die Richtung und Seife ber Mitteltraft durch Anwendung 
des Kraͤfteparallelogrammes findet; ergiebt fich der Ort derfelben mit Hülfe 
der legten Formel durch Beſtimmung des Abftandes ON. 
Schließen die gehörig verlängerten Krafteichtungen den Winkel P CP, 
= a zwiſchen ſich ein, fo hat man . 
1) Die Größe der Mittelkraft >= YA —— +2P,P, cos, c. 
Bilder ferner die Mittelkraft den. Winkel PCP,=9 mit ber Wär 
der Seitentraft M, fo ift 


2 sing P, Lt a 5 
Stehen endlid, die Richtungen CR, und UP, der gegebenen Kräfte um 
ON, = a, und ON, = a, von einem twißftärlichen Punkte O ab, fo ift 
der Abftand ON == a der Richtung CP der Mittelkraft von eben dieſem 


Punkte ⸗ 
9 4 P, P,a+ +2 Pa 


Mit Hülfe diefes ten Abftandes a ergiebt fü fi) abet. der Ort der Mit⸗ 


telkraft ohne Ruͤckſichtsnahme auf den Huͤlfspunkt ©, wenn man mit a 


aus O einen Kreis conftruirt und an diefen eine Tangente NP legt, deren 


Richtung duch den Winkel 9 beitimmt if. 


Beifpiel. Ge wirfen auf einen Körper die Rräfte P = 20 Pfund und 
P, = 34 Pf. deren Richtungen unter einem®infel P CP, = « = 70 Grad zu: 
ſammenſtoßen und, von einem gewiflen Punkte O um ON, = a, = 4 Fuß und 
ON = =1 Fuß. abftehen, weiches if die Größe, Richtung und der Ort der 
Mittelkraft? Die Größe der Mittelfraft iR: 

P= V20°-+ 34° 2><20>< 34 cos. 10° — V 40041155 F1360><V,34202 
— Y%21.15 = 44,96 Pf; für ihre Richtung iR ferner sin. g — en, 
Log. sin. 9 = 0,85163 — 1, daher @ — 45° 17° der Winkel, um welchen diefe 
Mittelfraft von der Richtung der Kraft P, abweicht. Der Ort dieſer Mittelfraft 
iR endlich beflimmt durch ihren Abfland ON von O, welcher iR 
22424 *1 114 
a = a = DYY Tee 2,536 Buß. 


$. 86. Man nennt die Normalabftände ON, —= a, ON,=a, u. ſ. w. 
der Kraftrichtungen von einem willkuͤtlichen Punkte O, Fig. 91 a. f. S., bie 


Hebelarme der Kräfte (franz. bras du levier, engl, arms of lever), 


8 * 


Staliſche 
Momente, 
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Sritse meil fie bei der in ber Folge abzuhandelnden Theorie des Hebels ein we: 

onnaie. ſentliches Clement ausmachen. Das Product Pa aus Kraft und Hebel: 

arm hat den Namen ftatifches oder Kraftmoment (franz. moment 

des forces, engl. momentum of the forces) erhalten. Nun ift aber 

Pa=P,a, + Pas; folglih das flatifhe Moment ber Mittel: 

kraft gleich der Summe der ftatifhen Momente ber beiden 
Seitenkraͤfte. 

Bei der Addition der Momente iſt noch auf Plus und Minus Ruͤck⸗ 
ſicht zu nehmen. Wirken die Kräfte P, und P,, Fig. 91, nach gleicher 
Richtung um den Punkt O herum, flimmen 3.8. die Kraftrichtungen mit 
den Bewegungsrichtungen der Zeiger einer Uhr überein, fo nennt man 


Fr. 5 | Big. 92. 





diefe Kräfte, uno deshalb auch ihre flatifchen Momente, gleichbezeichnete; 
wird alfo die eine pofitiv angenommen, fo muß die andere ebenfalls pofitiv 
gefegt werden. Wirken hingegen, wie in Fig. 92, die Kräfte in entgegen: 
gefegten Richtungen um ben Punkt O herum, fo nennt man diefelben, 
Fig. 93. ſowie ihre flatifchen Momente, ent: 
| gegenfegte, und es ift nun die eine 
negativ zu fegen, wenn man bie 
andere pofitiv annimmt. Bei ber 
in Fig. 93 en Zuſam⸗ 
menſetzung iſt z. B 
Pa a — Pas, 
weil P, der Kraft P| entgegengefegt, 
alfo ihr flatifhes Moment P,a, 
negativ ift. 


zutmmem 9 87. Ergreifen drei Kräfte PD), Pr, Ps, Sig. 94, einen Körper in 
gung der erfchiebenen Punkten A,, Ay, Az, fo vereinige man nad) der legten Regel 
eine Ebene. oft zwei (P,, P) diefer Kräfte zu einer Mittelkraft CO —= Q, und diefe 
nachher, nach derfelben Regel, mit der dritten Kraft (P,), indem man aus 
DR,=CQ und DR,= A,P; das Parallelogramm DR, RR, conſtruirt. 
Die Diagonale DR = P ift nun die gefuchte Mittelkraft zu P, 7, und P, 
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gig. 94. 


zufehen, wie beim an 
men einer vierten Kraft P 


4 
den kann, u. f. w. 
Dei diefer Zufammenfegung 
der Kräfte wird die Größe 
und Richtung der Mittelkraft 
gendu fo gefunden, ald wenn 
die Kräfte in einem einzigen 
Punkte angriffen (f. $. 77.), 
es find daher die ing. 77 an» 
" gegebenen Rechnungsregeln 
anzumenden, um biefe beiden 
erften Elemente der Mittels 





kraft zu finden; um aber das dritte Element, nämlich den. Ort der Mits 


telfraft oder ihre Wirkungslinie zu finden, hat man von der Gleichung 
zwifchen den flatifchen Momenten Gebrauch zu machen. Sind auch hier 
ON, =a,. ON,=a, ON,;=a, und ON a die Hebelarme der drei 
Seitenträfte P., P, M, und ihrer Mittelkraft P in Hinficht auf einen 
willtürlichen Punkt O, fo hat man 

Pa = Q0.OK + Paz, und‘ 

Q0.0K = Pa, + Pa, mwofern O die Mittelkraft aus P, und P, 


und OK der Hebelarm berfelben iſt. Werbinden wir aber biefe beiden 


Gleichungen mit einander, fo erhalten wir 


Pa=P,a,-+ Pza, + Pza,, und ebenfe ſtellt fic für mehr Kräfte heraus: 


Pa = Pa, + Pa; + Pa, + ..., d. h. es ift allemal das (ſta⸗ 


die Mittelkraft gefunden wer⸗ 


Es iſt hiernach auch leicht eins — 


afır re 
eine Ebene. 


tifhe) Moment der Mitteltraft gleich der algebraifhen 


Big. 95. Summe aus ben 
| | (ſt atiſchen) Mo: 
menten der Sei⸗ 
tenkraͤfte. 

$. 88. Sind nun 
Pr Pa P; u. f. w., 
' Fig. 95, die einzel 
nen- Kräfte eines 
Kraͤfteſyſtemes, find 
ferner &,, O9, ʒ 
u. ſ. w. die Winkel 
P,D,X, PP. X., 
PD, X uf. w., 
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Aufammen- unter welchen eine beliebig angertommene Are XX von den Kraftrichtungen 
kn fm geſchnitten Bi und —— —— Q > Go, qʒ u: f. m. die Hebel⸗ 
19. 





arme, ON... ON, ON; u. ſ. w. diefer Kräfte binfichtlich des Durchſchnitts⸗ 
punktes O zwiſchen beiden Axen XX und YF, fo hat man nid, den 
66. 77 und 87 
1) die Seitenkraft parallel zur Are XX: 
Q=P, cos. &,+P, cos.0,+...., 
‚ 2) die Seitentraft parallel zur Are YY/; 
: R=P, sin. a +P, sin. %-+...., 
3) die Mittelkraft des er Spftemes: 
= VRFR, 
4) den Winkel p, Be —— die Mittelkraft die Are ſchnei⸗ 
det, durch 


fang a 
=D: 


5) den Hebelarm der Mittelkraft, oder den Halbmefler des Kreifes, 
welchen die Richtung der Mittelfraft tangirt: 
| _ Pa+Pa+... 
BGE — 


Erfegt man diefe Mitteltraft durch eine ihe gleiche Gegenkraft — P), fo 
halten fich die Kräfte P. Pp Pr... (—P) das Gleichgewicht. 
Beiſpiel. Die Kräfte PR = 40 Pf., P, = 30 Pf. P, = 70 Pf, Fig. 97, 
durchſchneiden die Are XX unter den Winfeln «, =60°%, = — 80°, «, = 142°, 
und es find die Öntfernungen ber Durchſchnittspunkte D, , D,. D, der Kraft: 
rihtungen mit der Are: DD, = 4 Fuß und D,D, = 3 Fuß. Wan fudt 
die fämmtlichen Beilimmungsfüde | der Mitteltraft. Die Eumme der Seitenfräfte 
parallel zur Are XX if: 
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@ = 40 c0s.60° + 30 cos. (—80°) + 70 e0s.142° —— 
== 40 cos. 600 4 30 cos. 80°—70 cos. 38° s — 
= 20 + 5,209 — 59, 161 = — 29,952 Pi. 1: einer Ebene. 

j Fig. 97. | 





Die Summe der Seitenkräfte parallel zur Are YF: 
R = 40 in. 60°-+ 30 sin. (--80% 4-70 sin. 142° 
— 40 sin. 60°— 30 sin. 80° -+- 70 sin. 38° 
— 341 — 29,544 + 43,096 — 48,193. 
Die — Mittelkraft iſt nun: 
— YO’+R!—= V29,952° + 48,193° = 3219,68 = 56,742 Pi. 
Der a 9, unter welchem fie die Are fchneidet, ift ferner beſtimmt durch . 


R 48,193 
0-9” — 1,6080, es iſt daher 


9 = 180° — 58° 8' — 121° 52°. 

Der Hebelarm ON, der Kraft P, it = ‘oD, sin.c, = (44-5) sin. 60° 
= 9 >< 0,86603 — 7,794 58 , der Hebelarm ON, von P, = OD, sin. o, 
== 5sin. 80° — 4,924 3. ; enblid) der Hebelarm ON, der Kraft P, = 0, wenn 
man ben Angriffspunft O nad) D, verlegt. Es ergiebt ſich folglie der Hebel: 
arm der Mittelfraft: Ä 

40>< 7,794 — 30><4, 924. 311,76 — 147,72 164,04 

Ta — ZN uf: 

6. 89. Sind die Kräfte Pu, Po» Ps u. ſ. w., Fig. 98, eines ee. 
Spftemes unter fih parallel, fo fallen bie —2* ON, ON„ON; 

Big. 8. u. f. w. über einanbıc- 

’ zieht man nun durch 

den Anfangspuntt O 
eine willkuͤrliche Linie 
XX, fo fchneiden bier 
von die Kraftrihtungen 
die Städe OD, OD, 
OD; u.f.w. ab, welche 
den Hebelarmen ON. 


lang. po = 
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Peraıltcäte. ON, ON; u. f. m. proportional find, weil A OD,N,cw A OD,N, 
ev A OD.Nzu.f.i. ift. Bezeichnet man den Winkel D,ON,— D,ON, 
u. f. m. durch &, die Hebelarme ON ‚ON, u. f. w. durch a, a,.u. f. w., 
die Abfchnitte OD,, OD; u. f. w. duch d,, d2 u. f. w., fo hat man 

a, =b, cos.a, 0, = b, 008.0 u. f. 1. 
Setzt man endlich diefe Werthe in die Formel 
| Pa=.Pa+Pa+.. 
fo erhält man 
Pb cos. == Pb, cos.a + P.b,cos.c +.. 
ober, wenn man den gemeinfehaftlichen Factor cos. & west, 
Pb = Pb, +Pbr+.. 

Es iſt alſo bei jedem Softeme paralleler Kräfte geflattet, die Hibelarme 
durch die von irgend einer Linie xX abgefchnittenen ſchiefen Entfernun- 
gen, wie OD,, OD, u. f. w., zu erfegen. Weit die Größe und Richtung 
der Mittelkraft diefelbe iſt, die Kräfte mögen in einem oder in verfchiedes 
nen Punkten angreifen, fo bat die Mittelkraft des Syſtemes pa: 
ralteler Kräfte mit den einzelnen SräftengleiheRihtung 
und ift gleich der ee Summe berfelben; es iſt alſo 


— 





—2 = P+PR+. — 
4 — — —E 
P+B+... Ä 
"Beifpiel. Es feien die Kräfte PP —= 12 Pf, = — 32 Pf. P,28 Pf. 
Fig. M. j und ihre Ridtungen mö- 


gen eine gerade Linie in 
Punften D,, D, und D,, 
Big. 99., ſchneiden, deren 
Abflände von einander fol: 
gende find: D,D, = 21 
Sol, D,D, = % Soll. 
Man toll die Mittelkraft 
angeben. Die Größe dies 
fer Kraft if 
= 12 — 324-25=5 Pf. 
ihre Entfernung D,O vom 
Punkte D, aus aber 
12.0— 3. at 25. 21-30) _ 0— —— 120,6 Soll 





b= 


‚ Käfer. $- 90. Zwei gleich große, zwar parallel, aber entgegengefegt gerichtete 
Kräfte P, und PL, Fig. 100, haben die Mittelkraft 
P=P +(—-P) A— = Null, mit dem Hebelarme 
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_ Pia, + P% 
— 0 


= 0% (unendlid) groß). 


Zur Herftellung bes Gleichgewichtes mit einem folchen Kräftepaare ift 
diefemnach eine einzige endlihe und in endlicher Entfernung wirkende 


ig. 100. Big. 101. 





Kraft P nicht hinreichend, wohl aber koͤnnen zwei ſolcher Kräftepaare ein> 
ander das Gleichgewicht halten. Sind P. und — P, und — P, und Pu, 
Fig. 101, zwei folhe Paare und OM, = a, ON, = OM, — MıNı 
= a, —b,. ferner OM, = a, und ON, = 0M; — MN, =a,—b, 
die Hebelarme von einem gewiffen Punkte O aus genommen, fo hat man 
für das Gieichgewicht: 
Pa,—P (a, —b)— Pa, + P,(a,— b,)=0,%.i. 
b=Pb.. 

Zwei folhe Kräftepaare find alfo im Gleichgewichte, 
wennzdas Probuct auß einer Kraft und ihrem Abftande 
von der Gegenkraft bei einem Paare fo groß ift wie bei dem 
anderen. 

Ein Paar von gleichen Gegenkräften nennt man ſchlechtweg ein Kräfte: 
paar (franz. und engl. couple), und das Product aus einer Kraft deffel- 
ben und dem Normalabftande von der andern Kraft heißt das Moment 
des Kräftepaares. Nach dem Vorigen find zwei nad) entgegengefep: 
ten Richtungen wirkende Kräftepaare im Gleichgewichte, wenn fie gleiche 
Momente bejigen. 


Segen wir in der Formel ($. 87) für den — a der Mittelkraft: 
_P #10, zu P * +.- 


P=%, ohne die Summe ber — Momente Null zu haben, ſo be⸗ 
kommen wir ebenfalls a = x, ein Beweis, daß in dieſem Falle gleichfalls 
keine Mittelkraft, fondern nur ein Kräftepaar moͤglich ifl. 

Beifpiel. Beſteht ein Kräftepaar aus den Kräften P. = 25 Pf. und — P, 


= — 2%; ein anderes aber aus den Kräften — P, = — 18 Pf. und P, 
— 18 Pf., und if der Normalabfland a, des erfleren Paares = 3 Fuß, fo muß 


Kräftepaarr. 
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für den Gleichgewichtezuftand der Normalabſtand zweiten, a, = De — 
4Y, Buß betragen. 


nenn O.. Ol. Liegen die Parallelkraͤfte in verſchiedenen Ebenen, ſo iſt deren 
varallır Vereinigung auf folgende Weife auszuführen. Verlaͤngert man die Gerade 
ig. 102. . A, Ay, Sig. 102, welche 

— die Angriffspunkte zweier 

Parallelkraͤfte P und P, 

verbindet, bis zur Ebene 

AY zwiſchen den recht⸗ 

winklig gegen einander 
ſtehenden Aren MX und 

MY, und nimmt man den 

Durchſchnittspunkt A ale 

ben Anfangspunft an, fo 

erhält man für den Ans 
griffepuntt A der Mit 
telkraft PA + PP, diefer 

Kräfte: 

(P + P):KA=P,.-KA, + P,.K4, 

Da nun B, B, und B, die Projectionen der Angriffspunfte A, A, und A, 

in der Ebene XY fin), fo hat man 
AB: A, B,: A, Ba = KA:KA,: KA, und daher aud) 

y (P+P)AB=P.AB, + P,.4,B, 

Bezeichnen wir die Normalabftände A, B,, A Bi, AB; u. f. w. der 
Angriffepunfte von der Grundebene AY durch 2,, 2 z3 u. f. w., ben 
Normalabftand des Angriffspunttes A von eben diefer Ebene aber durch 
Wi, fo haben wir hiernach für zwei Kräfte: 

(P + P) w = Az + P2; für drei: 

(P, + BR + Plw=(P +P)w, + Ps3=P2 + Pa + Ps; 
u. f. w., es ift alfo allgemein: 

(P+PR+P+.)w=Pz + P,22+ P323..., folglich: 

Ps, + Pat .. 
"P+PB+.. 

Segen wir ebenfo die Abſtaͤnde AC und AD des Angriffspunktes der 
Mitteltraft von den Ebenen XZ um FZ = v und u, fo wie die Abs 
ftände der Angriffepunfte A,, Az... von eben diefen Ebenen durch yı, Yo 
und 2 Ta ..., fo erhalten wir 





1) w= 


— Py+Pyr+-: j 
WERHRr. o 
Pa t+PX> +... 


P. +P,+... 
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Drei Abflände, u, v, ww, von drei Grundebenen, mie z. B. von dem aminstyust: 


Fußboden und zwei Seitenwänden eines Zimmers, beflimmen aber den "Kur. 
Punkt (A) voliftändig, denn er ift der achte Endpunkt des aus u, v, und w 
zu eonftruirenden Marallelepipedes ; es giebt folglich nur einen einzigen An 
griffspumtt der Mittelkraft eines folhen Kraͤfteſpſtems. 

Da die drei Formeln für u, v und w die Winkel, welche die Kräfte 
mit den Grundebenen einfchließen, gar nicht enthalten, fo ift der Angriffe: 
punft von diefen, und alfo aud von den Kraftrichtungen, gar nicht ab» 
bängig, es läßt fih demnah auch das ganze Spflem um diefen Punkt 
drehen, ohne daß er aufhört, Angeiffepunft zu fein, wenn nur bei dieſer 
Drehung der Parallelismus unter den Kräftin nicht aufhört. 

Man nennt bei einem Spfteme paralleler Kräfte das Product aus einer 
Kraft und dem Abftande ihres Angriffepunftes von einen Ebene oder 
Linie das Moment diefer Kraft hinſichtlich Diefer Ebene oder Linie, auch 
ift es gewöhnlich, den Angriffspunkt der Mittelkraft felbft den Mittels 
punft des ganzen Spitems (franz. centre des forces paralleles, engi. 
cenire of parallel forces) zu nennen. Man erhält alfo den Abftand bes 
Mittelpunktes eines Syſtems paralleler Kräfte von irgend 
einer Ebene oder Linie (legtered, wenn die Kräfte in einer Ebene 
liegen), wenn man bie Summe der (tatiſchen) Momente durch 
die Summe der Kräfte dividirt. 






Beifpiel. Sind die Kräfte 4 Br. 
bie Abjtände 2a 9 8. 
» » Yn 3 » 
n » Sn 10 » 

fe Hat man die Momente Pa zu 36 Fßpf. 
» » Pı Yu 12 » 
2 » P. — 40 » 


Nun in aber die Kraftfumme = 19—7 — 12 BE: ; es folgen daher die Abflände 
des Mittelpunftes dieſes Syſtems von den drei Orundebenen: 
5436—14 27 9° 


On Spa: 
1 2-3 4 A 
— EB MU zum 
404-7 0—21 129 43 
108 —— —— 
$. 92. Kommt es darauf an, ein aus verſchieden gerichteten Kräften goalie im 


Raume. 


beſtehendes Syſtem zu vereinigen, ſo lege man eine Ebene durch daſſelbe, 
verlege ſaͤmmtliche Angriffspunkte in dieſe Ebene und zerlege jede Kraft 
in zwei Seitenkraͤfte, die eine winkelrecht auf dieſe Ebene und die zweite 
im die Ebene ſeldſt fallend. Sind Br: Po . . die Winkel, unter welchen 
die Ebene von ben Kraftrichtungen gejchnitten wird, fo folgen die Nor: 
malkraͤfte: P, sin. B., P, sin. Ba... ., dagegen die Kräfte in der Ebene 


124 Dritter Abſchnitt. Erſtes Rapitel. 


Keätte im P, C0S. Bir Pr cos. B, u. f. w. Die legteren laffen ſich nach $. 88 und 
raum die erfteren aber nach dem festen $. (91) zu einer Mittelkraft vereinigen. 
In der Regel werben ſich die Richtungen beider Mittelträfte nirgends 
fhneiden, und es wird demnach auch eine Vereinigung diefer Kräfte nicht 
möglich fein; geht aber die Mitteltraft aus den parallelen Kräften durch 
einen Punkt X, Fig. 103, in der Richtung AB der Mittelraft aus den 
Big. 108. in der Ebene (dev Papierebene) 
befindlichen Kräften, fo ift eine 
Zufammfegung möglih. Segen 
wir die Abfläinde OC = DE 
= um ODe=CK =v für 
den Angriffspunft K der erften 
Mitteltraft, dagegen den Hebel» 
arm ON der zweiten —= a und 
den Winkel BAO, unter welchem 
diefelbe die Are XX ſchneidet, 
= a, fo ift die Bedingung für 
die Möglichkeit der Zufammen: 
fegung: 
usn.a + rtcos. . 


Wird diefer Gleichung nicht Genüge geleiftet, geht z. B. die Mittelkraft 
aus den Normalträften durh K,, fo ift die Zurädführung des ganzen 
Kräftefuftems auf eine Mittelkraft gar nicht möglich, wohl aber Iäßt fich 
daffelbe auf eine Mittelkraft A, Fig. 104 und ein Kräftepaar P., — P us 

Fig. 104. rüdführen, wenn man die Mits 

telkraft N der parallelen Seitens 

eräfte in die Kräfte — P und R 

zerlegt, von denen die eine der 

Mitteltraft P von den Kräften 

in der Ebene gleich, parallel und 
entgegengefegt gerichtet ifl. 

8. 93. Wird ein Spftem von 
in einer Ebene wirkenden Kraͤf⸗ 
ten P. Pa» Pr, Big. 105, progref: 
fiv, d. h. fo fortgerüdt, daß alle 
Angriffspuntte Ay, Ay Az -. . gleiche Parallelwege A, Bi, Az Ba AzB; 
durchlaufen, ſo iſt (in dem Sinne des Paragraphen 80) die Arbeit der Mittel: 
kraft gleich der Summe aus den Arbeiten der Seitenträfte, im Zuftande des 
Gleichgewichts diefeibe af — Null. Sind die in die Kraftrichtungen fallenden 
Projectionen A, N], A- N, u.ſ. w. des gemeinfhaftlihen Weges A, B, = 
A, Bau. ſ. w. 5,854. f. w., fo ift alfo die mechanifche Arbeit der Mittelkraft: 





Brincin der 
virtuellen Ge⸗ 
(Hwindigfeiten. 
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Ps =Ps +P&%+ ..-- Princiy der 
Fig. 105. Diefſes Geſetz folgt;sinnigteiten 


aus einer der For⸗ 
meln des 6. 88. 
Nach dieſer iſt der 
mit einer Axe XX 
paralell laufende 

Component Q der 
Mitteltraft gleich der 

Ä Summe 
A+O+Q, +... 
der gleichlaufenden 
Gomponenten der 
Seitenkraͤfte P. P. 
u. ſ. w.; nun folgt 
aber aus der Aehn⸗ 
lichkeit der Dreiecke 





ABN, und A,P,Q, die Proportion: 


S—-4 A,N N, und hieraus 
1 A,B 1 


an 


Q, —. ‚eben 22* 7 u. ſ. 


man kann daher ſtatt 
0?=Q + Q. +... , 
Ps = Ps + P&r + ..- feßen. 
$. 94. Wird das Kräftefpfiem P,, P, u. f. w., Fig. 106, um einen 
— Punkt O ſehr wenig gedreht, fo gilt 
—— das in den Paragraphen 80 und 93 
ausgeſprochene Geſetz des Princips der 
virtuellen Geſchwindigkeiten ebenfalls, 
wie ſich auf folgende Weiſe beweiſen 
läßt. Nach 6. 86 iſt das Kraftmoment 
P. ON der Mittelkraft gleich der Summe 
von den Momenten der Seitenträfte, 
alfo: 
Pa= Pa, + Pa+ .. 
Der der Drehung um den kleinen Winkel A,OB, = 9° oder Bogen 





0 
90 —= — x entſprechende Weg 4, B, ift auf dem Halbmeſſer OA, 
winkelrecht, daher das Dreied A,B,C, , welches entfteht, wenn man ein 
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‚Princip der Loth B,C, gegen die Kraftrichtung fällt, dem durch den Hebelarm ON, — a, 
fgreinsigteinm.beftimmten Dreiede OA,N, aͤhnlich und dieſemnach 
0A AB 
Sept man bie virtuelle Gefhwindigkeit A,C, = 6, und den WR 
A,B, = 04A,.9; fo erhält man 


ebenſo , = a u. .w. 


Wenn man nun diefe Werthe für a,,a, u. f. w. in der obigen Saidane 
einſetzt, ſo erhaͤlt man 
— Mn Br. u. ſaw, 


K2 
oder, da ge BEN: REG Divifor iſt, 
Po, + P% + ..., genau wie in 8. 80. 

Es ift alfo auch für kleine Dredungen die mechaniſche Ar» 
beit (Po) der Mittelfraft gleich der Summe aus den mecha⸗ 
nifhen Arbeiten der Seitenfräfte. ' 

$. 95. Das Princip der virtuellen Geſchwindigkeiten gilt fogar bei 


Big. 107. 


beliebig großen Drehungen, 
wenn man flatt der virs 
tuellen Geſchwindigkeiten 
der Angriffspunfte die Pros 
jeetionn N, D,, N,D, 
u. f. w, Fig. 107, der in 
den Lothpunkten N,, N, 
u. f. w. anfangenden Wege 
einführt, denn multiplieirt man die befannte Gleichung der ftatifchen Momente 
Pa=Pa,+ PA, + ..., durch sin. p, und fegt in ber neuen 

Gleichung 





Pasin.g=P,a, sin. + P,a,sin.p-+..., 

ftatt a, sin. op, 0; ſin. P... die Wege 
OB, sin. N OB, = BC, = Su, 
OB, sin. N.OB, = B Ge — 82 u. ſ. m, ſo die Gleichung 
P=Psı +P&+ --- 

Ebenſo behält diefes Princip bei endlichen Dekbungen feine Nichtigkeit, 
wenn fich die Kraftrihtungen mit dem Spfteme gleidyzeitig und fo drehen, 
oder wenn fich der Angriffs» oder Lothpunkt N unaufhörlid und fo ver: 
ändert, daß die Hebelarme ON, = OB, u. f. w. unveraͤnderlich bleiben, 
denn aus 

Pa = Pa, + Pu; 
folgt duch Multiplication mit @: 
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Ppo=Pap+Pap+...,di. — 
Ps = — 181 + Ps; 4 .849 ſchwindigfeien. 


wenn S,, 82 u. ſ. w. die bogenfoͤrmigen Wege NBı; N, B, uf. m. 
der Lothpunkte N,, N, u. f. w. bezeichnen. 
$. 96. Jede in einer Ebene vor fich gehende Eleine Bewegung oder 
Verruͤckung eines Körpers laͤßt ſich als eine Meine Drehung um einen bes 
weglihen Mittelpunkt anfehen, wie in Folgendem bewiefen werden fol. 
Seien zwei Punkte A und.B, Fig. 108, diefes Körpers (diefer Fläche oder 
Linie) bei einer Meinen Bewegung nad) A, und B, fortgerädt, fei alfo 
Sie. 108: A, B, — AB. Errichten wir in 
‚diefen Punkten Perpenditel auf die 
durchlaufenen Meinen Mege AA, 
und BB,, fo ſchneiden fich diefeiben 
in einem Punkte C, aus dem man 
fi; diefe ald Kreisbogen anzufehen» 
den Wege AA, und BR, befchrie: 
ben denfen kann. Nun find aber 
wegen ber Bleichheiten AB—=A,B,.. 
AC= A, C und BÜ= BC die 
Dreiede ABC und A,B,C einander 
gleich, e8 ift daher auch der Winkel 
| B,CA, gleih dem Winkel BCA 
und der Drehungswinkel ACA, gleih dem Drehungswinkel BCB.. 
Macht man A,D, = AD, fo befommt man wegen der Gleichheit der 
Winter D,A,C und DAC und wegen der Gteichheit der Seiten CA, und 
CA in CA,D, und CAD wieder zwei congruente Dreiede, in welchen 
CD, =CD und / ACD, = L ACD ift. Es geht folglidy bei der 
Meinen Verrüdung der Linie AB auch jeder beliebige Punkt D in ihr in 
einem Meinen Kreisbogen DD, fort. Iſt endlih E ein außerhalb der 
Linie AB Liegender und mit ihre feft verbundener Punkt, fo ift auch der 
Eleine Weg EHE, von biefem als ein Kreisbogen aus C anzufehen, denn 
macht man den Winkel E,A,B,=EAB und die Entfernung A,E,=AE, 
fo erhätt man wieder zwei congruente Dreiede E,A,C uno EAC mit den 
gleichen Seiten CE, und CE und ben gleichen Winkeln A,CE, und 
ACE, und daſſelbe läßt ſich auch für jeden andern mit AB feft verbunbenen 
Punkt beweifen. Dan. kann folglich jede Heine Bewegung einer mit AB 
feſt verbundenen Flaͤche oder eines feſten Körpers als eine Meine Drehung 
um ein Gentrum anfehen, das fich ergiebt, wenn man den Durchfchnitte- 
punkt C beftimmt, in welchem fich die Perpendikel zu den Wegen AA, und 
BB, zweier Punkte des Körpers fchneiden. 
8.97. Nach einem vorhergehenden Paragraphen (94) ift für eine Heine 
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Beinsip dr Drehung des Kräftefpfiemes die mechanifche Arbeit der Mittelkraft gleich 


virtuellen 


—**8* der algebraiſchen Summe aus den Arbeiten ihrer Componenten, nach dem 


Schwerpunkt. 


letzten Paragraphen (95) laͤßt ſich aber jede kleine Verruͤckung eines Koͤrpers 
als eine kleine Drehung anſehen; es gilt daher das oben ausgeſprochene 
Geſetz von dem Principe der virtuellen Geſchwindigkeiten auch fuͤr jede be⸗ 
liebig kleine Bewegung eines feſten Körpers oder Kraͤfteſpyſtemes. 

Iſt alſo in einem Kraͤfteſyſteme Gleichgewicht vorhanden, d. h. die Mit: 
telkraft felbft gleich Null, fo muß aud) nad) einer kleinen, uͤbrigens belie: 
bigen Bewegung die Summe ber mechanifchen Arbeiten gleih Null fein. 
Wenn umgekehrt für eine Beine Bewegung des Körpers die Summe ber 
mechaniſchen Arbeiten gleich Null ift, fo ift deshalb noch nicht Gleichges 
wicht nothwendig, es muß vielmehr bei allen möglichen Heinen Verruͤckun⸗ 
gen diefe Summe gleich Null ausfallen, wenn Gleichgewicht vorhanden 
fein fol. Da die das Geſetz ber virtuellen Geſchwindigkeiten ausdrüdende 
Formel nur eine Bedingung des Gleichgewichts erfüllt, fo fordert das 
Gleichgewicht, daß diefem Geſetze mwenigftens bei ebenfoviel Bewegungen 
entfprochen wird, als ſolcher Bebingungen gemacht werden koͤnnen, z. B. 
für ein Kräftefoftem in der Ebene bei brei von einander unabhängigen 
Bewegungen. J | 


Bmeites Kapitel. 
Die Lehre vom Schwerpunfte. 


$. 98. Die Gewichte von den Theilen eines ſchweren - Körpers bilden 
ein Suftem von Parallelträften, deſſen Mitteltraft das Gewicht des gan⸗ 
zen Körpers ift und deſſen Mittelpunkt nad) den drei Formeln des Para- 
graphen 91 beſtimmt werben ann. Dan nennt dieſen Mittelpunkt ber 
Schwerkraͤfte eines Körpers oder einer Körperverbindung den Schwer⸗ 
punft (franz. centre de gravite, engl. centre of gravity), auch wohl 
Mittelpunkt der Maffe des Körpers öder ber Verbindung von 
Körpern. Dreht man einen Körper um feinen Schwerpunkt, fo hört 
diefer Punkt nicht auf, Mittelpunkt dee Schwere zu fein, bern läßt man 
bie drei Grundebenen, auf die man die Angriffepunkte der einzelnen Ges 
wichte bezieht, mit dem Körper zugleich umdrehen, fo Ändert fich bei diefer 
Drehung nur die Lage der Kraftrichtungen gegen diefe Ebenen, die Abftände 
der Angriffspuntte von diefen Ebenen hingegen bleiben unverändert. Der 
Schwerpunkt ift hiernach derjenige Punkt eines Körpers, in welchem 
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das Gewicht deffelben als vertifal niederziehende Kraft wirkt, der alfo uns Srrrrautt. 
terftügt oder feflgehalten werden muß, um ben Körper in jeder Lage- in 
Ruhe zu erhalten. 

$. 99. Jede, den Schwerpunkt enthaltende gerade Zinie heißt Schwer: 
linie, und jede duch den Schwerpunkt gehende Ebene Schmerebene. 
Der Schwerpunkt beftimmt fi) durch den Durchfchnitt zweier Schwer: 
linien, ober buch den Durchfchnitt einer Schwerlinie mit einer Schwer: 
ebene, oder durch das Sichkreuzen dreier Schwerebenen. 

Da ſich der Angriffspunft einer Kraft in der Kraftrichtung beliebig ver: 
legen läßt, ohne die Wirkung der Kraft zu verändern, fo ift Tin Körper 
"in einer Lage im Gleichgewicht, wenn irgend ein Punkt in der. durch den 
Schwerpunkt gehenden Vertikallinie feftgehalten wird. 

Hängt man einen Körper M, Fig. 109, an einem Faden CA auf, fo er: 
haͤlt man biernadh in ber 
Verlängerung AB diefes Fa⸗ 
dens eine Schmwerlinie, und . 
hängt man ihn noch auf eine 
zweite Meife auf, fo flößt 
man auf eine zweite Schwer 
linie DE. Der Durchſchnitts⸗ 
punkt S beider Einien ift nun 
der Schwerpunkt des ganzen 
Körpers. 

Hängt man den Körper an 
einer Are auf, - oder bringt 
man ihn über einer fcharfen 
Kante (Schneide eines Mef: 
ſers) in’s Gieichgewicht, ſo erhaͤlt man in der Vertikalebene durch die Are 
oder ſcharfe Kante eine Schwerebene u: ſ. m. Empiriſche Beſtimmungen 
des Schwerpunktes, wie ſie eben angedeutet wurden, ſind ſelten anwend⸗ 
bar, — meiſtens hat man von den im Folgenden gegebenen geometriſchen 
Regeln Gebrauch zu machen, um den Schwerpunkt mit Sicherheit zu be⸗ 
ſtimmen. 

Bei manchen Koͤrpern, z. B. bei Ringen, faͤllt der Schwerpunkt außer⸗ 
halb der Maſſe des Koͤrpers. Soll ein ſolcher Koͤrper in ſeinem Schwer⸗ 
punkte feſtgehalten werden, ſo iſt es noͤthig, dieſen durch einen zweiten 
Koͤrper ſo mit dem erſten zu verbinden, daß die Schwerpunkte zu⸗ 
ſammenfallen. 

$. 100. Sind 2, 2 2 u. f. w. die Abſtaͤnde der Theile eines fchtoe-&owersanti. 
ren Körpers von der einen Grundebene, Y,, Yo Ya - - . biefelben von der 
andern und 2,, 2» 23 . . . die von ber deitten, find endlich die Gewichte 

Weisbach's Mechanik. 2te Aufl. I. Bd. 9 


%ig. 109. 
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Eümerantis:diefer Theile P; PP; u. f. w., fo hat man nad $. 91 die Abftände 
bes Schwerpunktes dieſes Körpers von diefen drei Ebenen: 


Px,+Pa,+Px3+... 
PP +P+P+... 
y- Pt Piyct —— 
P +P+P, +. 
_ Pa+ Bet Pat. . 
PP +PR+P+...' 
Stnd Die Volumina der Körpertheile: V,, V. Vz u. f. w., und ihre 
Dichtigkeiten: Yu, Yo Ya u. f. w., fo läßt ſich auch fegen: 
VYıyzı t —— 
Vyy+Yp+ 
Iſt endlich ber Körper homogen, Haben alfo alle Theile deffelben einerlei 
Dichtigkeit . ſo laͤßt ſich ſetzen: 
_ + Vi + ...)F 
Y,+Y.+..)r 


ober, indem man ben gemeinfchaftlihen Factor Y oben und unten hebt: 


Vv I ++... - 
v, +y+.. ’ j 
Vıyıt Vay +. . 
V ++... ' 
Nat r%H+..- 

V ++... ' 

Man kann alfo ſtatt der Gewichte bie Volumina der einzelnen Theile 
eines Körpers einfegen, und bringt dadurch bie Beſtimmung des Schwer⸗ 
punktes in das Gebiet der reinen Geometrie. 

Wenn Koͤrper nach einer oder nach zwei Raumdimenſionen wenig aus⸗ 
gedehnt find, wie z. B. dünne Bleche, feine Drähte u. ſ. w., fo kann man 
ſie als Flaͤchen oder Linien anſehen und nun mit Huͤlfe der letzteren drei 
Formeln ihre Schwerpunkte ebenfalls beſtimmen, wenn man ſtatt der 
Bolumina I, Vz u. f. w. Flaͤcheninhalte oder Längen einführt. 

8. 101. Bei regelmäßigen Räumen fällt der Schwerpunft mit 
dem Mittelpunkte zufammen, z. B. bei dem Würfel, der Kugel, dem 
gleichfeitigen Dreiede, Kreife u. f. m. Spymmetrifhe Räume haben 
ihren Schwerpunft in der Ebene oder Are der Symmetrie Die 
Ebene der Symmetrie ABCD theilt einen Körper ADFE, ig. 110, in 
mei congruente Hälften, es finden daher auf beiden Seiten biefer Ebene 
gleiche Berhältniffe Statt, es find alfo auch die Momente auf der einen 


x = 


* 
—* 





A uf.m. 


L) 


1) = 


2)y= 


3) s = 
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Seite fo groß, twie auf der andern, und es fällt folglich der ee 
in diefe Ebenen felbft. Weit ebenfo die Are EF der Spmmetrie eine 


Fig 110 


Fig. 111. 





ebene Flaͤche ABCD, Fig. 111, in zwei congruente Theile zerfchneidet, fo 
find auch bier die Verhaͤltniſſe auf der einen Seite diefelben wie auf der 
andern, es find folglich auch die Momente auf beiden Seiten glei, und 
e8 liegt der Schwerpunkt des Ganzer in bdiefer Linie ſelbſt. Endlich ift 
auch die Symmetrieaxe KL eines Korper ABGH, Fig. 112, Schwerlinie 
deffelben, weil fie aus dem Durdyfchnitt von zwei Epmmetrieebenen ABCD 


Fig. 112. Fig. 113. 





und EFGÄ hervorgeht. Aus diefem runde fällt der Schwerpuntt”eines 
Cylinders, eines Kegeld und eines durch Umdrehung einer Fläche, oder 
durch Abdrehung auf der Drehbank entftandenen Rotationskoͤrpers uͤber⸗ 
haupt, in die Are dieſer Körper. 
$. 102. Der Schwerpunft einer geraden Linie liegt in ber E Awrrrunfte 
Mitte derfelben. ® = 
Der Schwerpunft eines Kreisbogens AB ib, Fig. 113, 
befindet fi in vm Halbmeflfer CM, welcher in der Mitte M des Bogens 
ausläuft, denn dieſer Halbmeffer ift Are der Symmetrie dieſes Bogens. 
Um aber die Entfernung CS = x des Schwerpunftes S vom Mittel: 


9* 
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Ehmerunttepunkte zu finden, theile man den Bogen in fehr viele Theile und heftimme 
die flatifchen Momente berfelben in Beziehung auf eine durch den Mit: 
Fig. 114. telpunkt C und mit der Sehne 
nn AB == :s parallel gehende Are 
XX. Iſt PQ ein Theil.des Bo- 
gens, und PN deffen Abftand 
von XX, fo ift das flatifche 
Moment diefes Bogentheiles — 
PQ.PN. Zieht man nun den 
Halbmeflr PC = MC= r, 
und OR parallel zu AB, fo er: 
i hält man zwei ähnliche Dreiede 
POR und CPN, für welche gilt: KG 
PQ:QOR=CP: PN, 
und moraus fid das ftatifche Moment eines Bogenelementes 
PQ.PN=OR.CP=OR.r beſtimmt. 

Nun ift aber für die ftatifchen Momente aller Übrigen Elemente ber 
Halbmeffer 7 ein gemeinfchaftlicher Factor und die Summe aller Projecs 
tionen OR der Bogenelemente gleich der der Projection des ganzen Bo: 
gens entfprechenden Sehne; es folgt baher auch das Moment des ganzen 
Bogens — Sehne s mal Halbmeffer r. Setzt man diefes Moment gleich) 
Bogen b mal Abftand x, fegt man alfo da = sr, fo erhält man 

— == —* und 2 = — 

Es verhaͤlt ſich alſo der Abſtand des Schwerpunktes 
vom Mittelpunkte zum Halbmeſſer, wie die Schne zum 
Bogen. 

IR der Centriwinkel ACB des Bogens b = PP, alſo der dem Halb: 





0 
mefjer 1 entfprechende Bogen 6 = x, fo hat man 5 = fr und 


| F 
gs ="2r sin. n weshalb audy folgt: = = — 


Fuͤr den Halbkreis iſt 06 x und sin. — == 1, daher 


2 r = 0,6366... 7; ohngefähe — 7 r. 

$. 103. Um den Schwerpunkt eines Polpgons oder einer Bis 
nienverbindung ABCD, Fig. 115, zu finden, fuche manchie Abftände der 
Mittelpunfte 7, X, M der Linien ABA=L, B= IL, CD= L, 
u. f. m. von zwei Aren OX und OY, nämli ZH, = y. HH, =xa, 


= 
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KK, =1y-K K,—= 2, u. f. w.; die Abflände des gefuchten Schwer» —8 
punktes von eben biefen Aren find. 
dann: 


— La + La. + 
Ber ror.n 
— 

L+b+t.. 


3. B. der Abftand des — 
punktes S eines im Triangel gebo⸗ 
genen Drahtes ABC, Fig. 116, von 
B der Grundlinie ift: 


vor ah +Y.bh__ a+b Äh 

OT rd+te atbte 2 
wenn die den Winkeln A, B, C gegenüberftehenden Seiten duch a, b, c 
und die Höhe CG durch h bezeichnet werden. 

ie, 116. Verbindet man die Mit: 

- -  telpuntte A, K, M der 
Dreiedsfeiten unter einan⸗ 
der, und conftruirt man 
in das fo erhaltene Dreieck 
einen Kreis, fo fällt deffen 
Mittelpuntt mit dem 
Schwerpunfte S zufum: 
men, denn der Abftand 
SD von der einen Seite 
BKit= DN —SN 
h a+h h_. ch  __ _AABC __ j 
x — arbte 3 Darbhe arte ven Aoilne 
den SE und SF von den anderen Seiten. 


$. 104. Der Schwerpunkt eines Parallelogrammes ABCD, eamerrunte 
Fig. 117. Fig. 117, liegt im Durchſchnittspunkte S"" oann. 
— — ſeiner Diagonalen, denn alle Streifen, 
wie AL, welche durch Legung von zu 
einer Diagonale BD parallelen Linien 
fi) ergeben, werden durch die andere 
Diagonale AC halbirt, es ift alfo jede 
von den Diagonalen eine Schmwerlinie. 
Beieinem Dreiede ABC, Fig. 118 
ff. S.), ift jede Linte CD. von einer Spige nach der Mitte MD der Ges 


= y= 
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© hmrpaunti genfeite AB eine Schwerlinie, denn es halbirt diefelbe alle Elemente KL 
ET des Dreieckes, welche fich ergeben, wenn man daffelbe durch Parallellinien 
Fig. 118 zu AB zerfcpneidet. Zieht man von einem 
Ä ı zmeiten Ede A nad) der Mitte E der Ge 
genfeite BC eine zweite Schwerlinie, fo 
giebt der Durchſchnitt Sbeider den Schwer: 
punft des ginzen Dreiedes. 

Weit BD=Y, BAund BE=1,BC, 
fo it DE parallel zu AC und glei 1, AC. 
auh /\ DES ähnlich dem Dreiede CAS 
und endlich CS = 2SD. Addirt man 
hierzu noh SD, fo folgt CS+SD, d. i. 
CD —= 3 DS, und demnad umgekehrt 
DS = ,CD. Es ıftebt alfo der Schwerpunft S um ein Drittel der 
Linie CD von dem Mittelpunkte D der Srundlinie und um zwei Deittel 
derfelben von der Spige C ab. Zieht man CH und SN winkelrecht zur 
Bafis, fo bat man auh SN = 1, CH; es ſteht alfo der Schwerpunft 
S um ein Drittel der Höhe von der Bafis des Dreiedes ab. 

Der Abſtand SS, des Schwerpunkte eines Dreiedes ABC. Fig. 119, 

Fig. 119. von einer Are XX ift = DD, 
+ 1% (CC,--DD,), aber DD, 
= 1% (AA, + BB). folglich 
tzo=Ss =1(C + 
%-Y (AAı + BB) 
__ AA, + BB, + CC, 
2 3 





Id. i. 


das arithmetiſche Mittel aus den 
Abſtaͤnden der drei Eckpunkte. 

Da der Abſtand des Schwers 
punfted von dr.i gleichen, in den 
Eckpunkten eines Dreiedes ange: 
brachten Gewichten auf biefelbe 
Weiſe beftimmt wird, fo fällt der Schwerpunkt eines ebenen Dreiedes mit 
dem Schwerpuntte von diefen drei gleichen Gewichten zufommen. 





8. 105. Die Reftimmung des Schwerpunftes S eines Trapezes 
ABCD, $ig. 120 (f. f. S.), laͤßt fich auf folgende Weife bewerfftelligen. 
Die gerade Linie MN, welche die Mittelpunkte der beiden Grundlinien AB 
und CD mit einander verbindet, ift Schwerlinie des Zrarezes, denn vicle 
gerade Linien parallel zu den Grundlinien gezogen, zerlegen dad Trapez in 
ſchmale Streifen, deren Mittels oder Schwerpuntte in MN fallen. Um 
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nun den Schwerpunkt S vollftändig zu beftimmen, hat man nur noch —8 
deſſen Abſtand SZ von der einen Baſis AB zu finden. Inn lanzin. 


Fin. 129. 





— —— — 


Es bezeichne b die eine und 5, die andere ber parallelen Seiten AB und 
CD des Trapezes, h aber die Höhe oder den Normalabſtand diefer Seiten. 
Zieht man nun DE parallel zur Seite BC, fo erhält man ein Purallelos 
gramm BCDE mit dem Inhalte d,h und dem Schwerpunkte S, , beffen 


Abftand von B= 2 und ein Dreieck ADE mit dem Inhalte 


en und dem Schwerpunfte S,, defien Abftand von AB = n ift. 


Das ftarifche a des Trapezes hinſichtlich AB it deshalb 


=bih.z — — 


aber der Inhalt des Trapezes iſt — (b + 86) * es folgt daher der Nor⸗ 


malabſtand des Schwerpunktes S von der Baſis: 
ns—bö+26)R® _ 6+26, A 
— Ylb+6)h 6+6, 3° 
Um den Schwerpunkt conftruirend zu finden, verlängere man die beiden 
Srundlinien, made die Verlängerung CG — 5 und die Verlängerung 
AF = b,, und verbinde die dadurch erhaltenen Endpuntte F und G 


duch) eine Gerade; der Durchſchnittspunkt S mit der Mittellinie MN ift 








ber gefuchte Schwerpuntt, denn aus IS= * — > folgt auch 
j 1 
_b+25b, MN 25 +5, MN 
a Pe und NS = SH, 37; alfo 


MS __5+26,__ +b, __MA+AF _MF 
Ns” 26+b, 5+ + CG +NCT NG 
wie aus der Achnlichkeit der Dreiede MSF und NSG wirklich hervorgeht. 
$. 106. Um den Schwerpunkt irgend eines andern Vieredes 
ABCD, $ig. 121 (f.f.S:) zu ermitteln, kann man daffelbe durch eine Dia- 











Echwersunfte 
ebene Figuren. 
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Big. 121. gonale AC in zwei Dreiede zerlegen, 
und nach dem WVorhergehenden die 
Schwerpunfte S, und S, derfelben und 
dadurch eine Schwerlinie S, S, beſtim⸗ 
men. Zerlegt man nun ned; das Viereck 
durch die Diagonale BD in zwei an» 
dere Dreiede, und beftimmt deren 
Schwerpunkte, fo flößt man auf 
eine zweite Schwerlinie, deren Durch: 
— ſchnitt mit der erſteren den Schwer⸗ 

punkt des ganzes Viereckes giebt. 
Einfacher geht man aber zu Werke, wenn man die Diagonale AC in 
M halbirt, das größere Stuͤck BE der zweiten Diagonale Über das kleinere 
trägt, fo das DF= BE wird, denn zieht man nun FM und theilt diefe 





Linie in drei gleiche Theile, fo liegt im erſten Theilpunkte S von M aus der 


Schwerpunkt, wie fi auf folgende Weiſe beweifen läßt. Es it MS, = 
1,, MD und MS, = Y, MB, folglich S,S, parallel zu BD, aber SS, 
mal /\ ACD = SS, mal /\ ACB, oder SS,.DE= SS,. BE, daher 
SS, :SS,= BE:DE. Nun ift noch BE=DF und DE=BF, folg» 
ih au SS.: SS. = DF: BF. Die Gerade MF fchneidet demnach die 
Schwerlinie SS, in dem Schwerpunfte des ganzes Viereckes. 

$..107. Kommt e6 barauf an, den Schwerpunft S eines Poly: 


gons ABCDE, $ig. 122, zu finden, fo zerlege man dieſes Polygon in 


Dreiede und beflimme die ſtatiſchen Momente dieſer in Hinſicht auf zwei - 
vechtwinkelige Aren XX und VF 

Sind die Coordinaten OA, —= zu OA = yı OB, =x. OB=% 
u. f. w. der Endpunkte gegeben, fo laffen ſich die ſtatiſchen Momente der 
einzelnen Dreiede ABO, BCO, COD u. f. w. einfach auf folgende Weife 
ermitteln. Der Inhalt des Dreiedes ABO ift nad) der unten ſtehenden 
Anmerkung, = D, = (TYz — Xayı), der Inhalt des folgenden Dreis 
edes BCO—=D,—=NY, (2y— Xyy;) u. f. w., bie Abflände des Schwer: 


punktes des Dreiedes ABO von FF, nach $. 1, =u, = int x 


= m ‚von XX=v, — A — B, des Schwerpunktes des Dreieckes 





BCO,—u,= + Fund = Tl% u.f. w. Multiplicirt man dieſe 


Abſtaͤnde mit den Inhalten der Dreiecke, ſo erhaͤlt man die Momente der 
letzteren, und fegt man die fo erhaltenen Werthe in die Formeln: 
_Dw+DW+... 


u ee 
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Du +D%+ .. ' Schwervunkte 
——— 7 D, + A ebener Figuren. 
fo echätt man bie Abftände u und v bes geſuchten Schwerpunktes von 
den Axen YY und XX. 
Beifpiel. Gin Fünfeck ABCDE, %ig. 122, if durch die ieigenden. Goorbt- 
Fig. 122. 





naten feiner Edpnnfte A, B, C u. f. w. gegeben, und man fucht die Goorbinaten 
des Schwerpunfies: 


u — Die dreifach en = 
— I — — Rafifchen 
Goorbinaten | Die zweifachen Inhalte | Schwerpunfte. omente. 


der Dreiede. | 
a E3ES 6Daw. | 6D2o 


a| 1|2.21—-7 112 4271 31 | 32 | 13237 | 13664 
7| 21 [|7.15+21.16=441 I— 9 | 36 |—-3969 | 15876 
-16| 15 | 16.9+12.5- 34 | 28 6 |— 9072 | . 1944 
- 121-9] 12.12 +18.9=-306 |+ 8 |—2ı | 1836 | 6426 















18 |— 12 [18.11 +24. 12=>486 | +42 | — 1 20412 | — 486 
- Summe: 1984 | 22444 | 24572 
Der Abfland des Schwerpunftes von der Are YY ift nun: 
1 22444. 


ss, — u = 3. 7983 > 3,771 
und von ber Are XX: 
Sg, — 4,122. 
Anmerfung Ein CA = 2, CB = r7,. CA, = yı und CB, = 9. 
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Ehwernuntudie Coordinaten von zwei Eckpunkten eines Dreiedes ABC, Big. 123, deren 
edenerfiguren.pritter Eckpunktt C mit dem Anfangspunfte des Coordinatenſyſtemes zufanınens 


Kia. 123 


fällt, fo hat man den Inhalt deſ⸗ 
felben: 
D = Trapez ABB, A, + Dreicd 
CBB, — Dreied CAA, 


= (ut)... +5 8 * 


Iy —Tıyı 
u — — 





2 
Es iſt alſo der Inhalt dieſes 
Dreieckes die Differenz von zwei an⸗ 
deren Dreiecken, CB,A, und CA, B., 
und es iſt die eine Coordinate eines 
Punktes Grundlinie des einen und 
die andere Coordinate Höhe des andern Dreieckes, ebenſo die eine Coordinate 
des andern Punftes Höhe des einen und die andere Coordinate Grundlinie dee 
andern Dreiedes. 
$. 108. Der Schwerpunkt eines Kreisausfhnittes ACB, 
Sig. 124, fällt mit dem Schwerpunkte S eines Kriisbogene A,B, zuſam⸗ 
Fig. 124, men, der mit dem Ausfchnitte einerlei 
Centriwinkel hat und deffen Halbmeſſer 
CA, zwei Drittel von dem Halbmef: 
fer CA des Ausfchnittes ift, denn ee 
läßt fich der Ausſchnitt durch unendlich 
viele Halbmeſſer in lauter ſchmale Dreis 
edde zerlegen, deren Schwerpunfte um 
— jwei Drittel des Halbmefferd von dem 
Centro C abftehen und deshalb in ihrer ſtetigen Folge den Bogen A,M,B, 
bilden. Es liegt alfo der Schwerpunkt S des Ausfchnittes in dem dieſes 
Flaͤchenſtuͤck halbir. en Radius CM und in der Entfernung 
Bes Sehne 2 A= _4 sin'yß 
Bogen 3‘ 
mefler CA des Sectors Ri ßB den den Gentriwintel ACB deſſelben meſ⸗ 
ſenden Bogen bezeichnet. 
Für die halbe Kreisfläche ift B = m, 2 1,B = sin. 909 1, da: 


4 
br 2 = 32 = —— r oder ungefähr 2 Sr. Für einen Quadranten 








. r, infofern 7 den Halb⸗ 


4 1 
folgt: x=7. V%, — — — 0,6002 r und für einen Ser 





3 1,8 — 
az EL —r Zr = 0,6366 r. 
3 Yan 


s 109. Der — eines Kreisabſchnittes ABM, 
Big. 125, ergiebt fi), wenn man das Moment des Ausfchnittes ACBM 








"Die Lehre vom Schwerpunkte. 139 


gleich fegt der Summe aus dem Momente bes Abſchnittes und dem @servantı 
fig. 125. Momente des Dreiedes ACB. Ir dar een 
Halbmeffer CA, s die Sehne AB und A der 
Flaͤcheninhalt des Segmentes ABM, fo bat 
| man das Moment des Ausſchnittes = Aus: 
A| r.Bogen Sehne 2 
ſchnitt mal CS, a er 
=; sr?, ferner das Moment des Dreiedes 





‘ er .2 
— Dreieck mal CS, = VT. = —. = 


3 4 3 12 
denmach das Moment tes Abfchnirtes s 
1 sr? 8 8 

AS=A= zer ey 7 9° 

Es ift folglidy der gefuchte Abftand x — — j 
Für den Halbkreis iſt s—= 2r und A = ar, daher 
gr Ar 
= — =, wie oben gefunden mwurbe. 
2 . 


Auf gleiche Weife teftimmt ſich auh der Shwerpunft S eines 
Ringftüdes ABDE, Fig. 126, denn diefes ift die Differenz zweier Sec 
Bin. 126. toren ACB und DCE. Sind die Dalbs 

(m meffer CA=r und CD=r, und 
fi: a die Sehnen AB=s und DE= s,, 
sn: fo erhält man die ftatifhen Momente 

| der Sectoren: “= und — „daher 


das ſtatiſche Moment des Ringſtuͤckes: 








2— 
BE rel , oder, da —* iſt, 
BR. 
Rn I —. Der Inhalt des Ringſtuͤckes ift aber = pr — Pre 


r—r? PO 
—=ß n ) wofern 4 den dem Centriwinkel ACB entſprechenden 


Bogen bezeichnet; es folgt demnach der Schwerpunkt S des Ring⸗ 


« — — Mmn ron? 2 8 
ſtuͤckes durch den Abftand = == Kr ruie — 5 Pr 
__2/r\ Sehne 4 siny,B fr? 

— ger 2) Bogen 3 B ron 
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Beifpiel. Sind die Halbmefier der Stimfläde eines Gewölbes: r = 5 Buß. 
und nr, = 3%, Fuß, und ift der Gentriwinfel dieſer Flaͤche: 8° — 130°, fo ift 
ber Abſtand des Schwerpunftes diefer Fläche vom Mittelpunfte: 

4 sın.65° 5° 3,5' 35° 4.0,9063 125—-42,875 3,6252><82,125 
= Zarc.130°° 533,577 3.2,2089 ° 25-1225 — 6,8067><12,75 
— 3,430 Fuß. 

Sawervunre 9 110. Der Schwerpunkt von der krummen Oberfläde 
me (dem Mantel) eines Cylinders ABCD, Fig. 127, liegt-in der Mitte 
S der Are MN dieſes Körpers, denn alle ring» 
förmigen Elemente des Cylindermantels, welche 

"man erhält, wenn man parallel zur Baſis 

ı Schnitte duch den Körper führt, find unter ſich 

| gleich und haben ihre Schwer: und Mittelpuntte 

in der Are; es bilden alfo diefe Schwerpuntte 
eine gleichförmig fehwere Linie. Aus denfelben 
| Gründen liegt auch der Schwerpunkt von ber 

Umflädye eines Prisma’s im Mittelpunfte der die 

Schwerpunkte beider Grundflaͤchen verbindenden 

Geraden. 

Der Shwerpunft Sdes Mantels von einem geraden Ke: 
gel ABC, Fig. 128, liegt in der Are des Kegels und ift um ein Drittel 
Fig. 128. —dieſer Linie von der Bafis oder um zwei Drittel 

z von der Spike entfernt, denn diefe Erumme 

— Flaͤche laͤßt ſich durch gerade Linien, welche man 
Seiten des Kegels nennt, in unendlich viele, un⸗ 
endlich ſchmale Dreiecke zerlegen, deren Schwer⸗ 
punkte einen Kreis AM bilden, welcher um zwei 

Drittel der Are von ter Spitze abſteht, deſſen 

Schwers oder Mittelpunkt S aber in bie Are 

CM fallt. 

Dir Schwerpunft einer Augelzone 
ABDE, $ig. 129, und ebenfo der Schwerpunft 
einer — (Satott) liegt im Mittelpunkte S ibrer Höhe MN; denn 

Kia "129. es hat, den Lehren der Geometrie zu: 
— folge, die Bone mit einem Cylinderman- 
tet FGÄAKR gleichen Inhalt, deffen 

Höhe gleich it der Höhe MN und def: 

fen Halbmeſſer gleih ift dem Kugel: 

balbmeffer CO der Zone, und es findet 
diefe Gleichheit auch unter den ring: 
förmigen Elementen ftatt, die man er: 
hält, wenn man unendlich viele Ebenen 


Fig. 127. 
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parallel zu den Grundkreifen beider krummen Flächen durch diefeiben hin» 
durchlegt; es fällt diefemnad der Schwerpunkt der Zone mit dem des 
Cplindermantels zufammen. 


Anmerfung. Der Schwerpunft von dem Mantel eines fchiefen Kegels ober 
einer ſchiefen Pyramide fteht zwar um ein Drittel der Höhe von der Balls ab, 
befindet ſich aber nicht in der von der Spite nach dem Schwerpunfte des m 90 
fanges der Bafis gehenden Geraden, weil Schnitte parallel zur Baſis den Man⸗ 
tel in Ringe zerlegen, die an verſchiedenen Stellen ihres Umfanges verſchieden 
breit find: 


$. 111. Der Shwerpuntt eines Prisma’s AK, Fig. 130, iſt Eywerunte 
Ra. 130. der Mittelpunft S derjenigen geraden Zinie, welche — 
J die Schwerpunkte M und N der beiden Grund⸗ 
| flähen AD und GK verbindet, denn das Prisma 
laͤßt ſich durch Schnitte parallel zur Baſis in 
lauter congruente Scheiben zerlegen, deren Schwer» 
puntte in MN fallen, und in ihrer fetigen Folge 
die gleichförmig ſchwere gerade Linie MN felbft 
bilden. 
1 Aus demfelben Grunde befindet ſich auch der | 
Shmwerpuntt eines Cylinders in der Mitte der Are deffelben. 
Der Schwerpunft einer — ADF, $ig. 131., liegt in der geras 
den Linie MF von der Spige F nad) dem Schwerpunkte M der Bafis, 
denn alle Schnitte, wie NOPOR, haben wegen ihrer Aehnlichkeit mit der 
Baſis ihre Schwerpuntte in diefer Linie. 
Fig. 131. Big. 132. 


ED — 








Iſt die Pyramide bdreifeitig, wie ABCD, Fig. 132, fo laͤßt fich jeder der 
‚vier Eckpunkte al6 Spige und die gegenüberliegende Fläche als Bafis ans 
ſehen; es beſtimmt fich daher der Schwerpunkt S in dem Durchſchnitte 
von zwei aus den Eden D und A nad den Schwerpunkten M und N 
ber gegenäberliegenden Flaͤchen ABC und BOD gehenden geraden Linien. 


Sonryenhe 
von Körpern 
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Giebt man noch die geraden Linien EA und ED.an, fo hat man 
(nad $. 104) EM=Y, EA und EN = 1), ED; «6 ift daher MN pa: 
rallel AD und = !/, AD, und audy das Dreied MNS aͤhnlich dem Dreis 


. ede DAS. Diefer Aehnlichkeit zufolge bat man wieder MS = U, DS, 


oder DS = 3 MS, alfo MD = MS + SD= 4 MS, und umgekehrt 

—= 1%, MD. Der Schwerpunft der dreifeitigen Pyramide liegt alfo 
um ein Viertel derjenigen Linie von der Bafis ab, welche die Spike D 
der Pyramide mit dem Schwerpunkte M iffeer Bafis verbindet. 

Giebt man nody die Höhenlinien DA und SG an und zieht man bie 
HM, fo erhält man die ähnlichen Dreiede DHIM und SGM, in welchen 
nad dem Vorigen SG = Y, DH if. Man kann alfo behaupten: der 
Abftand des Schwerpunktes S einer dreifeitigen Pyramide ift von der 
Bafis gleich ein Viertel, und der von der Spige gleich drei Viertel der 
Höhe von der ganzen Pyramide. 

Da endlich jede Pyram’de, und ebenfo jeder Kegel, aus lauter gleich ho: 
hen dreifeitigen Poramiden zufammengefegt ift, fo fteht auch der Schwer: 
punkt aller Pyramiden und Keyel um ein Viertel der Höhe von ber 
Grundfläche und um drei Viertel derfelben von dir Spige ab. 

Man findet alfo den Schwerpunkt einer Pyramide oder den eines Ke⸗ 
geld, wenn man in dem Abftande ein Viertel der Höhe von der Baſis 
eine Ebene parallel zu dieſer legt und den Schwerpunkt des erhaltenen 
Querfchnittes oder den Durchſchnitt deffelben mit der die Spige und den 
Schwerpunkt der Bafis verbindenden Geraden auffucht. 

$. 112. Kennt man bie Abftände AA, BB, u. f. w. der vier Se 
— einer dreiſeitigen Py⸗ 
ramide ABCD, Sig. 133, von 
einer Ebene AK, fo erhält 
man den Abftand SS, des 
Schmerpunftes S von diefer 
Ebene duch den Mittelmerth 
a, rar. 
wie ſich folgendergeftalt bes 
weifen läßt. 

Der Abftand des Schwer: 
puntteeM der Bufis ABC von 
eben diefer Ebene ift ($. 104) 
MM, AA HBBHOR, 





- und der Abfland des Schwerpunktes S der Pyramide laͤßt ſich a 


SS, =MM, + '4(DD, — MM). 
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— DD, der Abftand der Spitze ift; es folgt daher aus der Verbin: Esomunte 
dung der beiden legten Gleichungen Pr — ie 
SS, = %,MM, + Vi DD, = —— 


Der Abſtand des Schwerpunktes von vier — in den Echunkten 
der dreiſeitigen Pyramide angebrachten Gewichten iſt ebenfalls gleich dem 
ne LI EN folglich fallt der Schwer: 


arithmetifchen Mittel 


punkt der Pyramide mit dem von diefem Gewichtsſyſteme zufammen. 
Kia. 174, 


Anmerkung. Auch die Bo: 
lumenbeftimmung einer dreifeitis 
gen Pyramide aus ben Coordi⸗ 
naten ihrer Eckpunkte iſt eine 
ſehr einfache. Legen wir dur 
die Srige O einer foldhen Pyra⸗ 
| mide ABCO, Fig. 134, drei Grund⸗ 
ebenen, XY, XZ, YZ, und be 

zeichnen wir bie Abflände ver 

@dpunfte A, B, C von diefen 

Ebenen burd 5,5 „2,5 91,92%; 
und 2, 2 2,, fo iſt das Volu⸗ 
men der Pyramide 

V=+% (ey. +24 + 

TYH TE Ye 5 — 
. : 2,Y 5.) 

wie fih ergiebt, wenn man bie 
Pyramide als das Aggregat von vier fhief abgefchnittenen Prismen anfleht. 
Die Abflände des Schwerpunftes diefer Byramibe von den drei Grundebenen find: 





z +* — — sts +3, 
—7 und ee — 


as 135. “ $. 113. Da fi je- 
— des Polyeder, wie 
ABCDO, Sig. 135, in 
lauter dreifeitige Pyra⸗ 
miden, wie ABCO, 
BCDO zerlegen Läßt, 
fo fann man auch den 
Schwerpunkt S deſſel⸗ 
ben finden, wenn man 
die Volumina und ſta⸗ 
tiſchen Momente der 
einzelnen Pyramiden 
berechnet. 
| Sind die Abſtaͤnde der 
2 Edpuntte A,B,Cu..w. 
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Shure von den durch die gemeinfchaftliche Spige O aller Ppramiden gelegten 
ven Aderen Coordinatebenen: Ly, Ly Ly U. ſ. w, Yır Ya Vz u. ſ. w., 22923 U. f. W., 
4 bat man bie Volumina der einzelnen Pyramiden 
—=HU (OYaS3 + Oyazı + Dyızz — DıYyaz2 — Doyız — —R 
= +" (Ooyaza + Ooyada + Dayozz — Deyasz — OY23, — aYs22) 
u. T w. und die Abftände ihrer Schwerpunkte: - 


X 
„= 5. „= tt, o-Atetn, 
-rtatn, = — w= „Tate u.fw. 


Aus diefen Werthen berechnen ſich endlich die Abflände des Schwerpunk⸗ 
tes des ganzen Körpers mittels ber Kormeln; 
"It +.- ve VYuytlo+.. 
vv, +rh+t.. ° 
w= vw,-+ VAv- -4- ... 
VY, ++... 

Beifpiel. Bin von fee Dreieden begrenzter Körper ADO, Fig. 135, in 
durch folgende Goorbinatenwerthe feiner Eckpunkte beſtimmt, und man ſucht die 
Goorbinaten feines Schwerpunftes. 










Gegebene 
Coordi⸗ 
naten. 


Vierundzwanzigfache 
ſtatiſche Momente. 






Die ſechsfachen Inhalte 
der dreifeitigen Pyramiden. 





















20.29.28) (20.40.30 
== * 28.45) = 31072|77| 92|9912392544|285862413076128 
41.45.40) (41.12.29 





45.40.20 | | 
a8las|agf6 v- [am] na] 95] 104|78| 16 
30.38.40). (30.12.35 










&umme: 






1 ag _ 








1 — ** — 
ar a8, 

1 4418040 
7 700 = 280 
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$. 114. Der Schwerpunkt einer abgeftumpften Pyras Ehmem. uR 
von rpernu. 
Fig. 136. mide ADON, Fig. 136, liegt in ber 
| => Linie MG, welche die Schwerpunfte beider 
(parallelen) Srundflächen verbinde. Um 
aber den Abfland diefes Punktes von ei⸗ 
ner der Grundflähen zu beftimmen, hat 
man die Volumina und Momente der voll: 
ftändigen Pyramide ADF und ber Er: 
gänzungsppramide NOF zu ermitteln. 
Sind die Inhalte der Grundflähen AD 
und NO = G und G, und iſt der Nor: 
malabftand beider = h, fo beftimmt ſich 
die Höhe x der Ergänzungspyramide aus 











der Formel — VG 
G _ch+2)% G _ _hva 
— SE: wade —— — G! ao cr = 7 — 


pfweh+ = — yü_ giebt. 

JENE, 
Das Moment der ganzen Pyramide in Beziehung auf die Baſis Gr 
r nun 


nen), ht+e i 
za , das der Ergänzungsppramibe 
GET TER 





68 &\ _,, RVG? __ RG 
(142) = KG ta ET l do 


ber das Moment ber a Pyramide: 
Q—4 (VGG?—G9) —G? 
ya VOR -6n 


_ PR -ACVEGt+3Ch) (642V66148 
— ER [} G u 
— (G+2VG6G,+3G) 


Nun ift noch der Inhalt der lee Pyramide: 
v=!(6+ VOG+G6); 


es folgt Daher endlich der — ihres Schwerpunktes S von der Baſis: 
h G+2VGG,+36G, 


— — 


4 G+ v6G+G 
Sind die Lalbmeffer der Grundflähen eines abgekuͤrzten Kegels: 
rw rs iſt alſo = ur und G, = ar fo bat man für diefen 
_h rr+?2rr,+3r? 
Se rt tr? 
Weisbach's Mechanik. te Aufl. I. Ep. 10 
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Swervunke Beifpyiel. Der Schwerpunft eines abgefürzten Kegels von ber Höhe 
von Körpern. & _ 20 Zoll und den Halbmefiern r = 12 und r, = 8 Boll, liegt, wie alle 
Mal, in der die Mittelpunfte beider Freisförmigen Grundflächen verbindenden 


Linie und flebt von der größeren um : 
12°+2.128+38° 5.528 2640 


y= a, . 7 —n 730 3 8,684 Zoll ab. 

$. 115. Ein Ponton, d. i. ein von zwei unähnlichen rectangulären 

Grundflaͤchen und von vier Trapezen umfchloffener Körper ACC, A, Sig. 137, 

Fig. 137. laͤßt fich in ein Parallelepiped AFC,A,, in 

zwei dreifeitige Prismen EAC,B, und 

GKC,D, und in eine vierfeitige Pyramide 

AKC, zerlegen; man kann daher mit 

Huͤlfe der Momente diefer Beftandtheile 
den Schwerpunkt des Körpers finden. 

Es laͤßt fich fehr leicht einfehen, daß die 
gerade Linie von der Mitte der einen Bas 
fis nach der Mitte der andern Schwers 
linie dieſes Körpers ift; es bleibt alfo nur 
noch der Abftand des Schwerpunftes von 
der einen Bafis zu beftimmen übrig. Be: 
zeichnen wir die Länge BC und Breite AB der einen Bafis durch I und 
b, die Länge B,C, und Breite A,B, der andern Baſis durch /, und di⸗ 
und die Höhe des Körpers oder den Abftand beider Grundflächen durch 
h. Dann ift der Inhalt des Parallelepipedes — b,lıh und deffen Mos 


ment b,lıh. = 1/, bylıh?, ferner der Inhalt der beiden breifeitigen 





Prismen = (b—b) U +U-1,16,) 3 und deren Moment 
— ((d—b,)4,+ U-Ib)) > . 2 endlich der Inhalt der Pyramide 
= db)d-1W% und deren Moment | | 
—(b—b,) E- ) A : . Das Volumen des ganzen Körpers ift nun 
v— (6bjl, + 351, + 316, —65,4, + 2614 26, — 25, — 2.) - : 

— (bl + + bl, + 16)) 2, und deffen Moment 

Yy— (6b, +261, 4216, — bl Hbltb bb) . * 

— (36,1, +bl+bh +6). 
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Hieraus folgt endlich der Abſtand des Schmerpunftes von der Grund: Shwewunti 
fläche bi: von Rüryern. 
_ bi-H36,1, +6,45 A 
. Io + 2 
Anmerfung. Diefe Zormel findet auch ihre Anwendung bei Körpern mit 
elliptifchen Srunplähen. Sind die Aren der einen Grundfläche «a und 5 und 
die der andern a, und b,, fo ift das Volumen eines ſolchen Körpers (Rübele): 
23 (2ab-+2a, 6.Fab. ta, 5), und der Abſtand des Schwerpunftes: 
ab+3a,5t+ab,+ab5 5 
—— 2ab+2a,5,+ab, — —— 
Beiſpiel. Ein Teichdamm ACC, A,, Fig. 138, von 20 Fuß Höhe iſt 
Fig. 138. 





unten 250 Fuß lang und 40 Fuß breit, oben aber 400 Fuß lang und 15 Fuß breit, 
man fucht den Abſtand feines Schwerpunftes von der Bafls. Hier if 5 = 40, 
I 2%, 5 = 15, Ih =: 400, k == 20, daher der gefuchte Bertitalabfland: 
40 .250+3 .15.400440.400+415.250  ,,, 
ss 2.0.3072.15.300-740.400-15.250 ° 
_ 15 1 10 _ 9,207 Aus. 

$. 116. Dreht fih ein Kreisausfohnitt AUD, Fig. 139, um feinen 
Halbmeffer CD, fo entfteht ein Rugelaus: 
— fhnitt ACB, deffen Schwerpunkt mir be; 
flimmen wollen. Man kann ſich diefen Koͤr⸗ 
per als einen Inbegriff von unendlich vielen 
und unendlich ‚dünnen Pyramiden vorftellen, 
deren gemeinfchaftliche Spige der Mittelpunkt 
C ift und deren Grundflächen die Kugelmuͤtze 
ADB bilden. Die Schwerpuntte aller diefer 
Pyramiden ftehen um ,/, des Kugelhalbmef: 
fer vom Mittelpuntte C ab, es bilden daher 
diefelben eine zieite Kugelmuͤtze A,D,B, vom 
Halbmeffer CA, = %, CA. Der Schwerpunft S diefer krummen Fläche 
ift aber auch der Schwerpunkt des Kugelausfchnittes, weil ſich die 

10* 
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Sa werte Gerichte dee Elementarpyramiden auf diefe Fläche gleichförmig vertheilen, 
nö dieſe alſo gleichförmig ſchwer ausfällt. 
Segen wir nun den Halbmeſſer CA= CD=r und bie Höhe DM 
der Äußeren Calotte = h, fo erhalten wir für die innere, Calotte 
CD, =Y,r, und MD, = Yıh, folglich ($. 110) DS = 3 M D. 
— %,h und den Abſtand des Schwerpunktes des Kugelausſchnittes vom 
Gentro: 


h 
m GE 3 ® = — — — 


Für die Halbkugel iſt z. B. A = r, daher der Abſtand ihres Schwer: 
punftes S vom Mittelpuntte C: 


0S =, . 5 — 


$. 117. Den Schwerpunft S von einem Kugelfegmente ABD, 
Fig. 140. Sig. 140, erhält man, indem man 
— - das Moment deffelben gleichfegt der 
Differenz zmwifhen dem Momente 
des Ausfchnittes ADBC und dem 
bes Kegels ABC. Segen wir wies 
der den Kugelhalbmeſſer CD —= r 
und die Höhe DM = h, fo erhals 
ten mir das Moment des Aus: 
— fhnittee=%, ar? h.Y%,(2r —h)= 
Y, zr2h (dr — h) und das des des Kegels — 1, ah (tr — h).(r—h) 
.%, (r—h) = Y, ah (ir—h) (r—h)?; es ift alfo das Moment des 
Kugelfegmentes = Y, ah (2r — h) (?— [r—h]?) = Y, ah? (Ar—h)?. 
Der Inhalt des Segmentes ift aber = Anh2 (Ir— h); es folgt daher 
der in Stage ftehende Abftand 
__ bah?(2r—h)? __ (2r—h)? 
Se Inshr(är—h) % 3r—h ' 

Setzt man wieder h= r, fo geht das Segment in eine Halbkugel 
über, und e6 folgt wie oben, CS = Ysr. 

Diefe Formel gilt felbft für dae Segment eines Sphäroides A,DB,, 
welches entfteht, wenn fic ber elliptifche Bogen DA, um die große Halbs 
are CD = r dreht; denn zerfchneidet man beide Segmente durch Ebenen 
parallel zur Baſis AB in lauter dünne Scheiben, fo ift das Verhaͤltniß 








MA? _ CE? _ B 
von je zwei derfelben unveränderlih — — — = ;. wenn b 


die kleine Halbare der Ellipfe bezeichnet. Man muß a ſowohl das Volu⸗ 


men, als auch das Moment des Kugelſegmentes durch 7 = multipliciren, um 
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das Volumen und das. Moment des Segmentes vom Sphäroid zu Samemuntı 
erhalten, und verändert dadurdy den Quotienten (S = —— —— 
um Nichts. 

q. 118. Um den Schwerpuntteinesungefegmäßigen Körpers ABCD, 
Fig. 141, zu finden, zerlege man denſelben durch gleich viel von einander 
abſtehende Ebenen in dünne Scheiben, beſtimme die Inhalte der erhal⸗ 

Fig. 141. tenen Durchſchnitte und deren Mo: 

— — mente in Hinſicht auf die ale Ba⸗ 
ſis dienende erfte Parallelebenene AB, 
und vereinige endlich beide durch 
die Simpfon’fche Regel. 

Sind die Inhalte dieſer Durch⸗ 
ſchnitte Fo. Fi. Fun Fa F, und ift 
bie ganze Höhe oder der Abftand 
zwiſchen den aͤußerſten Paralletebe: 
nen — h. fo ift das Volumen des 
Körpers nach dee Eimpfon’ [chen 
Regel (annähernd) 


h 
V=(F,+4F+2F+4R,+R) 5 





Multiplicirt man aber in diefer Formel jede diefer Flächen durch ihren 
Abftand von der Baſis, fo erhält man das Moment des Körpers, nämlich: 

Yy=(0.F,+1.4F,+2.2F,+3.4F,+4F, = * 
endlich giebt die Diviſion beider Ausdruͤcke den geſuchten Abſtand 

way ®: Fo+1.4F,+2.2F,+3.4F5+4.F) h 
FRA+4R +2 R+4R+ FE, rs 
Iſt die Zahl der plattenförmigen Elemente — 6, fo hat man 

—0.F+1.4F,+2.2F5+3.4Fa+4.2F,+5AF,+6.F, h 
y= F+4h +2 6 

Es ift leicht zu erachten, wie man diefe Formel umzuändern hat, wenn 
die Zahl der Schnitte eine andere if. Nur fordert diefe Regel, daß die 
Zahl der abgefchnittenen Stuͤcke eine gerade , die Flaͤchenzahl alfo eine un: 
gerade iſt. 

In den meiften Källen der Anwendung genügt die Beſtimmung eines 
Abftandes, weil außerdem noch eine Schwerlinie befannt ifl. Die in der 
Praris gewoͤhnlich vorkommenden Körper find auf der Drehbank erzeugte 
KRotationskörper, deren Rotationdare die Schwerlinie ift. 

Endlich findet die Formel aud ihre Anwendung bei Beflimmung des 
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Shwerrunm Schwerpunktes einer Flaͤche, in welchem Kalle bie Durchſchnitte Fo⸗ Fi F 


von Körpern, 
u. ſ. w. in Linien uͤbergehen. 


Beifpiel 1. Für das paraboliſche Conoid ABC, Fig. 142, welches durch 
Fig. 142. Umdrehung des Barabelftüdes ABM um feine Are 
ee F AH entſtanden ift, erhält man, wenn man nur einen 

Schnitt DNE durdführt, Folgendes: 

Es fei die Höhe AM—h, der Halbmeſſer BMr, 
AN=NH = und baber ber Rabius DN= r YY.- 
Der Inhalt des a. durch A if F,=0, dur 
N=R=nDN = = und buch M= F, nr". 
Hiernach if das Volumen diefes Körpers: 


v- SCHR + FOR (Bart tart) = Ynr'h 
— Y, F,h; dagesen das Moment — Bart H2.0rN) Yan! =, Fah®, 


Fig. 143. endlich der Abfland des Schwerpunktes S vom 
—— Scheitel: 





— F „h* 8 
7 7 
Beifpiel 2. Das Gefäß ABCD, Fig. 143, 
hat die mittleren halben Weiten r, = 1 Zell, 
rn = 1,1 Sol, rn = 0,9 30ll, 7, == 0,7 Zoll, 
r, = 0,4 Boll bei einer Höhe MN = 25 Zoll, 
man ſucht den Schwerpunft S feines Yafjunge- 
raumes. Die Duerfänitte fin 4, —= 1 .n, 
FR =121.n,F, =081.n, F, = 0,49.n, 
F, = 0,16 7, es ift daher der Abſtand des 
Schwerpunftes von der Horigontalebene AB: 
ns — 0.17+1.4.1,21.n+2.2.0,81n+43.4.0,49n 44 .0,16.n 25 
—— —Tn+s .1,21n+2.081n 44.049 Hl oo 4 
| 14,60 2 36,50 
Te u — 0,9502 Zoll. 


DerzFaſſungsraum iſt V = 9,58". 2 6,270 @ub.:Zoll. 








$. 119. Eine intereffante und zuweilen fehr nügliche Anwendung der 
Lehre vom Schwerpunkte ift die Guldinifhe Regel oder die barp, 
eentrifhe Methode (franz. methode centrobarique, engl. the pro- 
perties of Guldinus). Diefer zufolge ift der Inhalt eines Rotas 
tionskörpers (oder einer Rotationsfliche) gleich dem Probducte 
aus der Erzeugungsflähe (oder Erzeugungslinie) und dem bei 
der Erzeugung des Rotationskoörpers (oder der Rotationsfläche) 
durdhlaufenen Wege ihres Schwerpunktes. Die Richtigkeit 
diefe® Satzes läßt fi, auf folgende Weife darthun. 
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Dreht fich die ebene Fläche ABC, Fig. 144, um eine Are XX, fo be, ah 
Ka. 144. fchreibt jedes Element FF, u.f. w. 
— nn derfelben einen Ring; find die Ent: 
fernungen F,G,, F,G, u. f. w. die: 
fer Elemente von der Umdrehungs⸗ 
are XXX, =r,r,uf. w. und ift 
der Umdrehungswinkel ANA, = 0°, 
alfo der enıfprechende Bogen für 
den Halbmeſſer 1, = «, fo find bie 
bogenförmigen Wege der Elemente 
z.r,neuf. w. Die von 
den Elementen F, F, uf. mw. 
durchlaufenen Räume laffen fi ſich als krummgebogene Prismen von den 
Grundflaͤchen FF, u. ſ. w. und von den Höhen ra, ra u. f. w. ans 
fehen, haben alfo die Inhalte: Fır,a, Forza u. f w., und es ift ſonach 
das Volumen des ganzen Körpers ABCB, A,C: 
V= Fra+Fıra..= (Fir, +For +..). eo. It NMS= 8 der 
Abftand des Schwerpunftes S der Erzeugungsfläche von der Umdrehungs: 
ar, ſo hat man auch (F+R+..Je=Fırn + Fnr+t.:.., 
es ift folglich auch das Volumen des ganzen Körpers: 
V=(F +FR+...)ze be F+F+ ... iſt der Inhalt ver 
ganzen Flähe F und za ift der vom Schwerpuntte 5 durchlaufene Kreis⸗ 
bogen w = SS,: es ift daher V = Fw, mie oben behauptet wurde. 
Diefe Kormel gilt auch für die Rotation einer Linie, weil fich diefelbe ale 
eine Fläche von unendlich Bleiner Breite anfehen (äst, es ift nämlich 
F = Lw, d. h. die Rotationsflädhe ift ein Product aus der Erzeugungs⸗ 
linie (Z) und dem Wege (1) ihres Schwerpunftes. 





Veiſpiel. Bei einem Halben Ringe mit elliptifchem Querſchnitte ABED, 
Fig. 145, feien die Halbaren des Querſchnittes CA —= a und CB —= b, und 
Fig. 145. fei die Entfernung CM bes Wittelpunftes 
. —— _ C diefes Schnittes von der Are XX. 
| || Dann ift die elliptiiche Erzeugungsfläche 
IF == nab, und der Weg des Schwerpunfs 
tes (C) w = nr: daher das Bolumen 
biefes halben Ringes: V = n®abr und 
das des ganzen Ringes — 2n"abr. Eind 
die Dimenfionen folgnde: a — 5 Boll, 
b = 3 Zoll, r = 6 Boll, fo ift das Vo⸗ 
[umen eines Biertelringes = Y, .n?:5.3.6 
| = 9,86%.5.9 — 444,132 Eubifjofl. 
Beifpiel 2. Für einen Ring mit halb- 
I — — kreisförmigem Querſchnitte ABD, Fig. 146 
(ſ. f. S.), iR, wenn n CA= CB=a den Salbmefier diefes Querfchnittes und MC=r 
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— den des hohlen ie oder =. bezeichnet, das Volumen: 


v — (r +35) = na’ ar + %a), 





Beifpiel 3. a fei dic Oberfläche und der Inhalt der Kuppel ADB 
Fig. 147. 


L ) 





Fig. 147, eines Kloftergewölbes zu finden, und zu dieſem Zwecke die halbe Weite 
MA = MB = a und vie Höhe MD — Kh gegeben. Aus beiden Dimenflonen 


2 8 
folgt der Halbmeſſer CA — CD des Erzeugungskreiſes — r — ® 12 ‚ um 
ae 2728 


der Gentriwinfel ACD. — «°, wenn man ſetzt sin.a = * Der Schwerpunkt 
S eines Bogene DAD, = 2AD ift beſtimmt durch die Entfernung 


CS=r. —— „im ‚ferner CM=rcos.e, ed ift folglich der Abftand MS 
sin. F ) 
cOs. ie 





des Schwerpunktes S von der Are MD=:" 
und der Weg des Echwerpunftes bei Erzeugung der Flaͤche ADB 

w = Inr. un — os, a). Die Erzeugungslinie DAD, iſt 2ra, da es fid 
aber nur um die Befimmung ber Hälfte ADB handelt, fo ift diefelbe = ra, und 
folglich die ganze Oberfläche 


0 = ra.?2nr (= ST - c0s.0 ) = 2arꝰ (sin.« — @cos,a) zu fegen. 








sin. 
¶ 





Schr gewoͤhnlich iſt @® = 600, alſo — — ‚sin.a— Y, v5 3, und 


cos. = Y,, daher folgt dann O — nr? (v3 — =) == 2,1515 .rt. 


Kür das Segment DAD, = A = r! (a — Y,sin.2«) ift ber Abſtand des 
D 3 B or. 8 
Schwerpunftes vom Mittelpunfte C, = en =’, z — ‚, daher Abſtand 








A. r’sin «? f : 
von der Are MS= (CS — CH= %, — gr rc, endlich der Weg bie: 


ſes Schwerpunftes hei einer Umdrehung, w = T (Yr! sin.a® — Acos.«) 
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ar 


— ( sin.a’— [a— '„sin.2a] cos.a). Das Volumen des ganzen durch Snteinifde 





das — DAD, erzeugten Körpers ergiebt ih, wenn man diefen Weg durch 
A multiplicirt und das Volumen der Kuppel wirb gefunden, wenn man hiervon 
die Hälfte rimmt, alfo V = nr? (,sin.a — [a—Y,sin.2«] cos. c). 3.8. für 


« = 60°, alfo « —, ft sın.a= 14/3 und cos.c = Y,, daher 
v- ar? (%, v3 — #) —= 0,3956. r®. 


Anmerkung. Die Gulvinifhe Regel findet aud ihre Anwendung auf folche 
Körper, welche entſtehen, wenn fi die Erzeugungefläche fo bewegt, daß fie an 
jeder Stelle rechtwinkelig auf dem Wege ihres Schwerpunftes ſteht, weil fi an. 
nehmen läßt, daß jeder Feine Theil irgend einer frummlinigen Bewegung freie: 
fermig iR. Man fann hiernach die Inhalte von Schraubengewinden, aud) zuwei- 
fen die zum Zwecke für Kanäle, Straßen und Gifenbahnen ausgehobenen over 
aufgetragenen Erdmaſſen u. | w. berechnen. 

$. 120. Eine andere, mit der legten Regel in naher Verbindung tes 
bende Anwendung der Lehre vom Schwerpuntte ift folgende. 

Man kann annehmen, daß jeder ſchief abgefchnittene, Übrigens 
prismatifhe Körper ABCHKL ig. 148, aus lauter unendlid 

Fig. 148 dünnen Prismen wie FG, be 

— — ſtehe. Sind nun G,. G, 

u. f. w. die Grundflaͤchen und 

hu, Az u. f. w. die Höhen diefer 

prismatifchen Eiemente, fo hat 

man ihre Inhalte G, hu, Gyh, 

u. f: w., und ſonach das Volu⸗ 

men des ganzen ſchief abgefchnits 
tenen Prisma’e 

V=Gh+Gh+... 
Nun verhält ſich aber ein Element 
Fi des fchiefen Schnittes HKL 
zum Elemente 6, der Bafis ABC, wie die ganze fchiefe Flaͤche FzurBafisG ; es 


mtdaher G,— FoG= ER, u. ſ. w., und —2—0 + FF, +...) 


Da endlih F,h, + PR das flatifche Moment Fh des ganzen 

ſchiefen Schnittes ift, fo folgt 
V= F.h= Gh, db. i. 

der Inhalt des ſchief abgeſchnittenen Prisma's iſt gleich dem 
Inhalte eines vollftändigen Prisma's, das mit demfelben 
auf.einerlei Örundfiähe fteht und deſſen Höhe gleich ift 
dem Abftande SO des OR H ante Sdes fhiefen Schnit— 
tes von ber Baſis. 
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Surbinifie Dei einem geraden und ſchief abgefchnittenen dreifeitigen Prisma ift, wenn 
Ay ha und hzdie Seitenkanten deffelben find, der Abftand des Schwerpunktes 


des ſchiefen Schnittes von der Baſis Ah tet ‚ daher das Volu⸗ 
. men diefes Prisma’s V = the, 


Drittes Kapitel. 
Gleichgewicht feftgebaltener und unterftüßter Körper. 


Betefligunge- $. 121. Die im erften Kapitel diefes Abfchnittes entwidelten Regeln 
über das Gteichgewicht fefter Kräftefpfteme finden ihre Anwendung auch 
auf fefte, von Kräften ergriffene Körper, wenn man das Gewicht des 
Körpers als eine im Schwerpunkte deffelben angreifende 
und vertital abwärts wirkende Kraft behandelt. 

Die durch Kräfte im Gleichgewichte erhaltenen Körper find entweber 
frei beweglich, d. b. fie innen der Einwirkung der Kräfte folgen, oder _ 
fie find in einem oder mehreren Punkten feftgebalten, oder fie 
werden von anderen Körpern unterftägt. 

Wird ein Punkt eines feften Körpers feftgehalten, fo kann jeder. andere 
Punkt eine Bewegung annehmen, teren Weg in die Oberfläche einer Ku: 
gel fällt, die fih aus dem feflgehaltenen Punkte mit der Entftrnung des 
andern Punktes, als Halbmeſſer, befchreiben läßt. Hält man hingegen 
einen Körper in zwei Punkten feft, fo find bei jeder noch möglichen Be: 
meyung die Wege von den Übrigen Punkten Kreife, die ſich als die Durch 
fehnitte von je zweien, aus den feflgehaltenen Punkten befchriebenen Kus 
geloberflächen herausftellen. Diefe Kreife find unter ſich parallel und win: 
Belrecht auf der geraden Linie, welche die feften Punfte mit einander vers 
bindet. Die Punkte diefer Linie bleiben unbemeglich; es drebt ſich alfo 
der Körper um bdiefe Linie, die man deshalb auh Umdrehungsare 
nennt. 

Man findet den Halbmeffer des Kreifes, in welchem fidy jeder Punkt 
bewegt, wenn man von demfelben ein Perpendikel gegen bie Umdrehungs⸗ 
are fält. Je größer diefes ausfällt, je größer ift alfo auch der Kreis, in 
welchem der Punkt um die Are herumgeht. 

Werden von einem Körper brei nicht in eine. gerade Linie fallende 
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Punkte feftgehalten, fo kann der Körper in Peiner Beziehung eine 
Bewegung annehmen, meil ſich die drei Kugeloberflächen, in welchen fich 
ein vierter Punkt bewegen müßte, nur in einem Punkte ſchneiden. 

6. 122. Sol ein in einem Punkte feitgehaltener Körper durch eine 
oder durch die Mittellraft mehrerer Kräfte im Gleichgewichte erhalten 


Gleichge⸗ 
— 


werden, ſo muß die Richtung dieſer Kraft durch den feſten Punkt ſelbſt 


gehen, denn man haͤlt einen Punkt feſt, indem man jede durch ihn gerich⸗ 
tete Kraft aufhebt. Beſteht dieſe Kraft nur in dem Gewichte des Koͤr⸗ 
pers, ſo iſt noͤthig, daß der Schwerpunkt deſſelben in die vertikale Linie 
durch den feſten Punkt falle. Faͤllt der Schwerpunkt mit dem feſtgehalte⸗ 
nen oder ſogenannten Aufhaͤngepunkte zuſammen, ſo hat man ein 
indifferentes Gleichgewicht (franz. équilibre indifferent, engl. 
indifferent equilibrium), weil der Körper im Gleichgewichte bleibt, man 
mag ihn um den feften Punkt drehen wie man will. Wird ein Körper 
AB, Fig. 149, in einem über dem Schwerpunkte S liegenden Punkte C 
feſtgehalten oder unterftügt, fo befindet ſich der Körper in einem fichern 
oder ffabilen Gleichgewichte (franz. u. engl.stable), weil, wenn man 
diefen Körper in eine andere Lage bringt, aus dem Gerichte Gr deffelben 
eine Seitentraft N hervorgeht, die den Körper in die erfte Lage zuruͤck⸗ 
Kig. 149. Fig. 150. 








führt, während bie andere Seitenkraft Pder fefte Punkt C aufnimmt. Wird 
bingegen der Körper AB, ig. 150, in einem Punkte C' feftgehalten, der 
unter dem Schwerpuntte S liegt, fo ift der Körper in einem unficheren 
oder Labilen Gleichgewichte (franz. eg. instable, engl. unstable), 
denn wenn man den Schwerpunkt von der Vertikalen durch C entfernt, 
ſo geht aus dem Gewichte G des Körpers eine Seitenfraft N hervor, die 
den Körper in feine erfte Lage nicht nur nicht zurüdführt, fondern denfels 
ben davon noch mehr abzieht, und ihn fo weit umdreht, bis der Schwer: 
punkt unser den feften Punkt zu liegen kommt. 

Diefelben Beziehungen finden auch bei einem in zwei Punkten ober 


Arenteud. 
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einer Are feftgehaltenen Körper ſtatt; derfelbe ift im indifferenten, ftabilen 
oder Iabilen Gleichgewichte, je nachdem der Schwerpunft in, vertikal unter 
ober vertital über der Are befindlich ift. 

$. 123. Wird ein von Kräften im Raume ergriffener Körper in zwei 
Punkten oder einer Linie fellgehalten, fo treten Verhältniffe ein, die wir 


im Folgenden unterfuchen wollen. Wir Binnen nach $. 92 jedes Kräftes 


foftem auf zwei Kräfte zurüdführen, nämlid auf eine parallel mit der 
feften Are gerichtete und auf eine in einer Normalebene zu diefer Linie 
wirkende Kraft. Es fi AN = N, Fig. 151, die erftere, mit der durch 
die feften Punkte C und D gehende Are XX parallel und OP — Pie 
zweite, inder zur Are 
X X mintelrecht ſte⸗ 
henden Ebene YZY 
wirkende Kraft. 

Denken wir uns 
nody zwei Kräfte 
N und — N binzu, 
melde in der Are 
ÄX eingreifen und 
einander entgegen: 
wirken, fo ändern 
wir im Gleichge⸗ 
wichtszuftand nicht, 
da ſich dieſe Kräfte 
fetbft wieder aufheben. Die Krafı — N bildet mit der außerhalb d.r Are 
XX eingreifenden Kraft ein Kräftepaar, das durch ein anderes Kräftepaar 
(N, — N) erfest werden Bann, deſſen Angriffspuntte mit den feſten 
Punkten C und D der Are zufammenfallen und deffen Richtungen recht: 
winkelig auf der Are XX ftehen. &s läßt fich folglich die außerhalb der 
Are angreifende Kraft AN = N in eine gleichgroße Kraft N und in 
ein Kräftepaar (N „— N,) zerlegen, und, da alle diefe drei Kräfte in der 
Are XX fetbft angreifen, annehmen, daß biefelben aucd von biefer Are 
aufgenommen werden, und daher im Gleichgewichts⸗ oder Bewegungszu⸗ 
fand des Körpers nichts Ändern. ft der Normatabftand EO zwiſchen 
der Kraft N und der Are AX = y, und die Entfernung CD der fe 
ften Punkte = x, fo hat man die Momente beider Kräftepaare ($. 90) 
— Ny und N,@, und es find diefelben unter fi) äquivalent, wenn Ny 
— N,xift. Es find daher die in C und D angteifenden Kräfte 

N IN und — =—IN. 
X 7 


Soll nun der Körper im Gleichgewichtszuſtande fein, fo ift nöthig, daß 
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auch die Richtung ber in einer Normalebene FZ wirkenden Mittellraft P 
(in O) durdy die Are gehe. Diefe Kraft P läßt ſich aber durch zwei in C 
und D angreifende Parallelkräfte P, und P, erfegen, die ſich beftimmen, 
wenn mn P, .CD=P.DOwmP,. OD= P.CO fegt; es hat 
daher außer den Kräften ON — N, ON, — N, und DN= — N. 


die Are XX auch noch die Kraͤfte =. P und Rh = Fr ‚pP 


aufzunehmen, die fich aus den Entfermungen CD=x,0C= x, und 
OD = x, berechnen laffen. 


8. 124. Aus den Ergebniffen der Unterfuchungen des vorigen Paras 
graphen kann man nun leicht die von der Are oder von ben feften Punk— 
ten C und D aufjunehmenden Kräfte berechnen. Erſtens hat die Are ei: 
nen der Kraft N gleihen Drud in ihrer jeigenen Richtung auszuhalten, 
der ullerdings auch von eınem oder auch von beiden feiten Punkten C 
und D aufgenommen werden kann. Zweitens refultiren aus den in 
Normalebenen zu X X wirkenden und in C und D ungreifenden Kräften 


N=7 N, P. = Pun —N= 4 N und P. — Pit. 


telträfte A, und A, welche von den feften Punkten C und D noch befon- 
ders aufgenommen werben müffen. 


Segen wir den Winkel POF, unter welchem die die Are XX und die 
Richtung der Kraft N enthaltende Grundebene XY von der Richtung der 
Kraft P gefchnitten wird, —a«, fo ift auch ber Winkel N,CP, = «, dagegen 
— N,DP,== 180° — a, und es ergeben fidy daher die refultirenden Drüde 


R, — V N2+P2-+2N,P,cos.« und 


R, = VN?+P2—2N,P.cos. &. 


Beiſpiel. Es ſei das ganze Kräftefoftem eines in der Are X feflgehalte: 
nen Körpers auf die Normalfraft P — 36 Pf und auf die Parallelkraft 
N — 20 Bf zurüdgeführt, es fei der Abftand der letzteren Kraft von ter Are, 
y 1%, Buß, und der Abſtand CD zwifcdhen den feftgehaltenen Bunften = = — 
4 Fuß; man ſucht die von der Are oder von den feften Bunften in ihr aufjunch- 
menden Kräfte, vorausgefeht, daß die Richtung der Kraft P um den Winkel —65 
Grad von der Grundebene XY abweiche und ihr Ang iffepunft O um CO = =, 
— 1 Fuß von dem feſten Punkte C abſtehe? Die Kraft N — 20 Pf. ertheilt 
der Are in ihrer eigenen Richtung den Schub N = 230 Pf., außerdem erzeugt 


fie noch die Kräfte N, = EN ⸗ 2 .DO=U5P. un — N = — 7,5Pf. 
welde bie feſten Runfte c und D aufnehmen. Aus der Kraft P entipringen die 
Stifte P) — Zip — er — 2 Bf. mp — . 36- ovt, 


aus welchen endlich dur Vereinigung die Mittelfräfte 


Arendrust. 
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Km. Ro YTSFRTER2.75.27.008.65° — V5625F720-L171.160 
— „956,410 = 30,926 ®f, und 
R,—= V7,5+9°—2.7,5.8. 008.65 — V50,25781— 37,054 
— 980,196 = 8.955 Pf. entfliehen. 


Stricgenicı $. 125. Die Mittelkraft P refultirt aus allen denjenigen Seitenträf: 
um eine Arc. tert, deren Nichtungen in einer oder mehreren Normalebenen zur Are 
liegen. Nun ift aber in diefem Falle nad) $. 86 das flatifche Moment 
Pa der Mitteltraft gleich der Summe Pa, + Paz + ... der flatifchen 
Momente der Seitenkräfte und für den Gleichgewichtszuſtand des feftge- 
baltenen Körpers der Hebelarm a ber Mittellraft — Null, weil diefe 
durch die Are felbft gebt; es ift daher aud) die Summe 
Pa+Pa+ ...=o, 
d.h. ein in einer Are feftgebaltener Körper ift im Zuftande 
des Gleichgewichtes, bleibt alfo ohneUmdrehung, wenn die 
Summe der ſtatiſchen Momente feiner Kräfte binfihtlidh 
Diefer Are = Null, oder die Summe der Momente dernad 
der einen Umdrehungsrihtung wirkenden Kräfte ebenfo 
groß ift als die Summe der Momente von den nad) der 
entgegengefesten Richtung wirkenden Kräften. 
Mit Huͤlfe der legen Formel läßt ſich ein Element des im Gleichgewicht 
» befindlichen Kraͤfteſyſtemes, entweder eine Kraft, oder ein Hebelarm finden. 


Beiſpiel. An einem um eine Are drehbaren Körper wirken die Umdre⸗ 
hungsfräfte PR = SO Pf. und P, — — 35 Pfund an den Armen a, = 11V, Fuß 
und a, — 2”, Fuß; man ſucht die Kraft P,. welde an einem Hebelarme 
a, —= 4 Buß wirken foll, um Gleichgewicht Herzuftellen, d. i. Umdrehung um die 
Axe zu verhindern? Es if 

50.1,25—35.2,544P, = 0, daher 


— E _ 525 gr 
Ha. 9. 126. Ein um eine fefte Are drehbarer und von Kräften ergriffener 


Körper bat den Namen Hebel (franz. levier, engl. lever) erhalten. 
Denkt man fich denfelben gewichtslos, fo heißt er ein mathematiſcher 
Hebel, außerdem aber ein materieller ober phyfifcher. 

An der Regel nimmt man an, daß bie Kräfte eines Hebeld in einer 
winkelrecht zur Are ftehenden Ebene wirken, und erfeßt die Are durch 
einen feften Punkt, den man den Ruhe⸗, Dreh: oder Stüspunft 
(fr. point d’appui, engl. fulerum, hypomochlion) nennt. Die von diefem 
Punkte nach den Richtungen der Kräfte gefällten Perpendikel heißen ($. 86) 
Hebelarme. Sind bie Richtungen der Kräfte eines Hebels unter ſich 
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parallel, fo bilden die Hebelarme eine einzige gerade Linie, und ber Hebel 
beißt dann ein geradliniger oder gerader Hebel (franz. levier droit, 
engl. straight lever), ftoßen aber die Hebelarme unter Winkeln zuſam⸗ 
men, fo heißt der Hebel ein Winkelhebel (franz. levier courbe, engl. 
bent lever). Der gerablinige von nur zwei Kräften ergriffene Hebel ift 
entweder einarmig oder Doppelarmig, je nachdem die Angriffspunfte 
auf einerlei oder auf entgegengefegten Seiten des Stuͤtzpunktes liegen. 
Man unterfcheidet auch wohl Hebel der erften, zweiten und britten Art von 
einander, indem man ben boppelarmigen Hebel, Hebel der erſten Art, ben 
einarmigen Hebel aber entweder Hebel der zweiten oder Hebel ber dritten 
Art nennt, je nachdem die vertifal abwärts wirkende Kraft (Laſt), oder die 
vertital aufwärts wirkende Kraft (Kraft) dem Stoͤtzpunkte näher liegt. 

8. 127. Die Theorie des Gleichgewichtes am Hebel ift in dem Vorher: 
gehenden vollftändig begründet, wir haben daher nur noch ein Specialifi: 
ven derſelben nöthig. 

Ber dem. doppelarmigen Hebel ACB, Fig. 152 ift, wenn man ben 

Fig. 132. Hebelarm CA der. Kraft P duch a und den 

— — Hebelarm CB ber andern Kraft Q, die man 

gewöhnlich Laſt nennt, mit 5 bezeichnet, nach 

der allgemeinen Theorie: Pa = Qb, d. i. 

Moment der Kraft gleih Moment 

der Laſt, oder auch P: O — 6: a, d. i. 
die Kraft verhält ſich zur Laſt, wie 


Hebelarme der erfleren. Der Drud 
ım Stuͤtzpunkte iſt A= P+OQ. 
‚ Bei den einarmigen Hebeln ABC, $ig. 153, und BAC, Fig. 154, 


Fia. 153. Fig. 154. 








ber Hebelarm der leßteren zu dem- 


Hebel. 
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debel. findet diefelbe Beziehung zwifchen Kraft (P) und Laft (Q) ftatt, es ift 
bier aber die Kraft ber Laſt entgegengefegt gerichtet, und deshalb ber 
Sig. 155. Drud im Sthepunfte die Differenz 

beider, und zwar im erften Falle 

R= O — P und im zweiten 

= P—N. 

Auch beim Winkelhebel ACB 
mit den Hebelarmn CN = a 
und CO = b, Fig. 155, bleibt 
P:Q=b:a, nur ift hierder Drud 
im Stägpunfte gleich der Diagonale 
R desjenigen Parallelogrammes 
CP,RQ,, welches ſich aus der Kraft 
P und Laſt Q und dem Winkel 
P,CQ, = PDQO = «, unter wel: 
chem die Richtungen bderfelben zu: 
fammenftoßen, conftruiren läßt. 


St G das Gewicht des 
Hebel und CE = e, Fig. 
156, der Abftand des Dreh: 
punktes C von der Vertikal: 
nie SG durch den Schwer: 
punkt deffelben, fo hat man 
Pa + Ge — 0b zu fegen 
und das Pluszeichen von G 
zu nehmen, wenn der Schwer: 
punkt auf der Seite der Kraft P liegt, das Minuszeihen aber, wenn er 
auf der Seite der Laſt O fich befindet. 

















Anmerkung. Die Theorie tes Hebels findet bei vielen Werkzeugen und 
Maschinen ihre Anwendung. namentlich bei den verfchiebenen Arten von Baagen, 


Fig. 157. 


bei ven Hcbeladen, Pumpen: 
ſchwengeln, Scäubfarren 
u. f. w. Ausführlich darüber 
handelt der zweite Theil. 
Beifpiele 1) Wenn 
man das Ende A einer Brech⸗ 
ftange ACB, #ig. 197, mit 
einer Kraft P von 60 BE. 
niederbrüdt, und es iſt ber 
Hebelarm CA der Kraft 12mal 
fo groß als der Hebelarm CB 
der Laſt, fo wirb biefe, oder 
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vielmehr die in B. ausgeübte Kraft Q, 12 mal fu groß als P, alfo QO= 12.60 
— 720 Pf. betragen. 
2) Wird eine an einer Stange 
dig. 158. haͤngende Laſt O, Fig. 158, von 
zwei Arbeitern forigetragen, 
von denen ber einein A und der 
andere in B angreift, fo fann 
man ermitteln, wieviel Drud 
jeder der beiden Arbeiter aus: 
zubalten hat. Es fei die Laſt 
0O= 120Pf. das Gewicht der 
Stange G=12Pf., die Entfers 
nung AB der beiden Angriffs: 
punfte voneinander = 6 Fuß, 
bie Entfernung BCber Laſt von 
einem biefer Bunkte=2Y, Fuß, 
die Entfernung des Schwer: 
punftes S der Stange von eben 
biefem Punkte, BS = 3,, 
Fuß Sehen wir B als 
Stützpunkt an, fo hat die Kraft P, in A den Laſten Q und G das Bleichgewicht 
zu Halten; es ift alfo P,.BA=0.BC+G@.BS, d. i. 6 —=2,5.120-43,5.12 


— W0-+42= 342, daher P, = n_ = I Pf. Wird Hingegen A ale Stütz⸗ 


punft angefehen, fo iſt zu fegen: PR. AB= 0. AC+G.AS, alfo in Zahlen, 
6P, — 35.120+25.12=4204+30=450, daher ift die Kraft des zweiten 


450 
Arbeiter P, = —F 78 pf. auch iſt, ſehr richtig, die Summe der nach oben 


wirfenden Kräfte P. + P, — 574 75 = 132 Pf. fo groß wie die Summe ber 
nad unten wirkenden Kräfte O+G = 120+12 = 132 Pf. 

3) Bei einem 1SO BF. ſchweren Winfelgebel ACB, Fig. 159, iſt die vertifal ziehende 
Laſt O=650 Pf. und ihr Hebelarm CB—4 Fuß, 
der Hebelarm CA der Kraft P aber = 6 Fuß 
und der Hebelarm CE des Gewichtes — 1 Fuß, 
wie groß ift die zur Herftellung des Bleichge: 
wichtes nöthige Kraft P und der Drud R 
im Zapfen? Es iſt CA.P=CB.Q-H-CE.G, 
d. i. 6PSfA. 650 1. 150 = 2750, folglich 

2750 | 
bie Kraft P 7 858% Pf.; der Za⸗ 
pfendruck aber befteht aus der Bertifalkraft 
0+G = 650 +150 = 800 Pf., und der 
Horizontalgewalt P = 458%, Pf., iſt alfo 

— R= VioFosFPi 
— V (800)? (455Y,)" 
— YB550070 = 922 $f. 








$. 128. Das in $. 62 ausgefprocdhene Erfahrungsgefeg: »Wirkung 
und Gegenwirkung find einander gleich,« ift die Baſis der 
Weisbach's Mechanik. Zte Aufl. I. Bd. 11 


Hebel. 


Druck der 
Körper auf 
einander. 
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Drne der ganzen Mafhinenmehanit Es ift an diefem Orte nöthig, die Bedeutung 
“inanır deſſelben noch näher aus einander zu fegen. Wirken zwei Körper M, und 
My Sig. 160, mit den Kräften P und P, auf einander, deren Richtun⸗ 
Fig 160. gen von der gemeinfchaftlihen Nors 
male XX zu den in Berührung bes 
findlihen ÖOberflächentheilen beider 
Körper abweichen, fo tritt ſtets 
eine Zerlegung der Kräfte ein; 
e8 gebt nur diejenige Sei: 
tentraft N oder N, von eis 
nem Körper auf den andern 
über, welche die Rihtung der 
Normale bat, die andere Sei: 
tenkraft S oder S, hingegen bleibt 
im Körper zurüd und muß durch 
eine andere Kraft oder ein anderes 
Hinderniß aufgenommen werden, 
um die Körper im Gleichgewichte 
zu erhalten. Zwiſchen den normalen Seitenträften N und N, aber fin: 
det, dem angeführten Principe zufolge, vollkommene Gleichheit Statt. 
Weicht tie Richtung der Kraft P um den Winkel NAP = « von ber 
Normale AX und um den Winkel SAP= ß von der Richtung der zwei: 
ten Seitenfraft S ab, fo hat man ($. 75) 





__ Psin.B __ . Psin. a 
sn(a+ß)” Sina +ß)' 
Bezeichnet man ebenfo N,A,P, durch «, und SAud P, durch P,, fo hat 


man auch 
5 D sin. B P sin.« 
N=--—O_ — — 1; 
Tsin.(e, + ß}) m sin.(a, + PB)" 
Fig- 161. endlidy wegen der Gleichhei N ==N,, 
j Psnß __ Pesinß, 
sin(c+P) sine, +Pß)) 
Beifpiel. Welche Kraftzerlegungen 
treten ein, wenn der durch rin Hinderniß 
DE aufgehaltene Körper M,, Fig. 161, 
dur einen andern, um eine Are C dreh: 
baren Körper mit einer Kraft P = 250 Pf. 
gedrückt wird, die Richtungswinkel aber 
folgende find: PAN = a = 35°, PAS 
== 48, PAN = a — 65°, 
P,A,S, = ßı = 50°. Aus ber erften Formel 
beſtimmt ſich der Norpialdruck zwifchen bei: 
den Körpern: 
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Psin ß 250 sin. 48° 
N=-N= vn (ctp)  sin.ude = 187,18 Pf.; 
aus der zweiten folgt der Druck gegen die Are oder den Zapfen C: 
Psin « 250 sin. 35° 
‘= inet une = 144,47 Pf.; 

aus der Berbindung ber driiten und vierten Gleichung folgt endlich der Seiten» 
drud gegen das Hinberniß DE: 

N, sin «a,  187,18sin. 65° 
Sn ni 


— MACHE, 


$. 129. Wenn ein fih auf eine Horizontalebene ffügender Körper au: 
Ber der Schwerkraft von Peiner andern Kraft getrieben wird, fo befigt 
derfelbe Bein Beftreben zur fortfchreitenden Bewegung, meil das vertikal 
abwärts wirkende Gewicht von dieſer Etene volftändig aufgenommen 
wird; wohl aber ift eine Drehung des Körpers moͤglich. Ruht der Körper 
ADBF, $ig. 162, mit einem Punkte D auf der Lorizontalebene AR, fo 
bleibt bderfelbe in Ruhe, wenn fein Schwer: 


| Stuͤtzpunkt D gehenden Vertikallinie liegt. 
| Stägt fid) aber ein Körper in zwei Punkten 
| gegen bie horizontale Oberfläche eines ande: 
ren, fo erfordert das Gleichgewicht deffelben, 
J daß die vertitale Schwerlinie die die beis 
den Stuͤtzpunkte verbindende Gerade durch: 
fhneide. Ruht endlich ein Körper in drei 
ober mehreren Punkten auf einer Horizontalebene, fo befteht Gleichgewicht, 
wenn die den Schwerpunft enthaltende Bertikallinie duch das Dreieck 
oder Polygon hindurchgeht, welches entfteht, wenn man die Stuͤtzpunkte 
durch gerade Linien mit einander verbindet. 


Uebrigens find auch bei den unterflügten Körpern ftabiles und labis 
les Gleichgewicht von einander zu unterfcheiden. Das Gewicht 
Big. 183. G eines Körpers AB, Fig. 163, zieht 
den Schwerpunkt S deffelben abwärts; 
ſtellt fih nun diefer Kraft Bin Hinderniß 
entgegen, fo bringt fie in dem Körper eine 
Drehung hervor, die fo weit fortgeht, bis der 
Schwerpunkt feinen tiefften Ort einnimmt 
und ber Körper in’s Gleichgewicht kommt. 
Es laͤßt fich aber behaupten, daß das Gleich⸗ 
gewicht ftabit ift, wenn der Schwerpunft bie 
möglich tieffte Lage (Fig. 164 ſ. f. S.), daß «6 
nur labil ift, wenn cr bie höchfte Rage eins 
11* 








Drud ber 
Körper auf 
einander. 


Stabilitãt. 


u punkt S unterſtuͤtzt iſt, d. h. in der duch ben 
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&atitirie. nimmt (Fig. 165), und daß es endlich ein indifferentes Gleichgewicht iſt, 
Big. 169. 





wenn der Schwerpunkt bei jeder Stellung des Körpers auf einerlei Höhe 
bleibt (Fig. 166). 


Beifpiele: 1) Der homogene, aus einer Halbfugel und einem Cylinder 
beftehende Körper ADBF, Fig. 167, ruht auf einer Horizontalebene HR. Welche 
Kig. 167. Höhe SF —= h muß der cylindrifhe Theil defiels 
— ben haben, damit dieſer Körver Gleichgewicht 
| annehme? Der Halbmeſſer einer Kugel ſteht auf 
der entfprechenden Berührungsebene winfelrecht; 
nun iſt aber bie Horitalcbene eine ſolche Ebene, 
folglich muß auch ber Halbmeffer SD auf ber 
Horigontalebene rechtwinklig flehen und in ihm 
auch der Schweryunft des Körpers liegen. Die 
durch den Kugelmittelpunft gehende Are FSL bes 
Körpers ift eine zweite Schwerlinie befielben, es 
it daher der Miitelpunft S, ale Durchſchnitt 
beider Schwerlinien, ES chwerpunft des Körpers. Sepen wie nun ben Kugel: 
und Cylinderhalbmeſſer SA= SB= r und die Eylinderhöhe SF= BE—= h, 
fo haben wir für das Volumen ber Halbfugel: 4, = % nr, für das Volumen 
des Eylindere V, — nr®h, für den Abſtand bed Kugelfhwerpunftes S: SS, = Yyr 
und für den des Cylinderſchwerpunktes S, : ss, = Yh. Damit nun ber 
Schwerpunkt des nanzen Körpers nah S falle, iſt das Moment nr. Yy%r 
der Halbfugel gleichzufegen dem Momente nr!k . 1, h des Cylinders; hieraus 
aber ergiebt ſich ey ri h- rVY% = 0,1071.r. 
2) Der Drud, weldyen jedes der drei 
Vis. 168. _ Beine A, B, C, 8ig. 168, eines belie 
big belafteten Tiſches auszuhalten Hat, 
beſtimmt ſich auf folgende Weife. Es 
ſei S Schwerpunft bes belafteten Tis 
ſches, und e8 fein SE, CD Perpendi⸗ 
fel auf AB. Bezeichnen wir nun das 
Gewicht des ganzen Tifches durch G 
und den Drud in C durch R, fo Fön: 
nen wir, AB als Are bebandelnd, fegen: 
Moment von R = Moment von G, 
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SE ABS 
d. i. R.CD= @.SE, und erhalten nun R= op: G= — G; ebenſo 


N ACS _ÄBcS 
auch den Druck in er wa 





5. 130. Berhäftigen wir ung mit dem Falle, wenn ein Körper mit 
einer ebenen Bafis auf einer horizontalen Ebene ruht, etwas fpecieller. 
Ein ſolcher Körper befigt Stabilität oder ift im ſtabilen Gleich— 
gewichte, wenn fein Schwerpunkt unterftügt ift, d. b. wenn das den 
Schwerpunkt enthaltende Loth durch die Bafıs des Körpers hinducchgeht, 
weil in diefem Falle die durch das Gewicht des Körpers angeregte Dre: 
kung durch die Feſtigkeit deffelben verhindert wird. Geht das Lorh durch 
den Umfang der Bafis, fo befindet fich der Körper im labilen Gleichge: 
wichte, und gebt endlich daffelbe gar nicht durch die Baſis, fo findet gar 
fein Steichgewicht Statt, der Körper dreht fih um eine Seite feines Um⸗ 
fanges und flürzt um. Das bdreifeitige Prisma ABCDE, Fig. 169, ift 


Big. 169. 





hiernach ftabil, weil das Loch SG buch einen Punkt N der Baſis hin: 
durchgeht,, das Parallelepiped ABCG, Fig. 170, ift im labilen Gteichge: 
Riga. 171. wichte, weil das Loth SG eine Seite CD 
der Baſis durchſchneidet, der Cylinder 

ABCD, Fig. 171, iſt endlich ohne Stabi⸗ 





nicht durchfchneider. 

Stabitität oder Standfäbigkeit 
(feanz. stabilite, engl. stability) iſt das 
Vermögen eines Körpers, durch fein Ge: 
wicht allein feine Stellung zu behaupten 
und einer Umdrehungsurfache Widerftand 


lität, weil das Loth SG defien Bafis CD 


Stabilitat. 
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entgegenzufegen. Kommt es darauf an, ein .Maaf für die Stabilität 
eines Körpers ausfumählen, fo muß unterfchieden werden, ob nur auf eine 
Verrüdung oder auf ein wirkliches Umftürgen Rüdficht genommen 
werden fol. Nehmen wir zunaͤchſt nur auf das erſte Verhaͤltniß 
Ruͤckſicht. | I 
Sıabiihän. $. 131. Eine nicht vertikal gerichtete Kraft P ſucht einen Körper 
| " ABCD, $ig. 172, nicht allein umzuflürzen, fondern auch fortzufcieben; 
Fig. 172. nehmen wir indeffen an, daß diefem 
Kortfchieben, ober nah Befinden 
Kortziehen, ein Hinderniß entgegen« 
gefegt fei, berüdfichtigen wir alfo 
nur das Umdrehen um eine ber 
Kanten C. Fällen wir von diefer 
Kante ein Perpenditel CE=a gegen 
die Kraftrihtung und ein anderes 
Perpenditel CN = x gegen das 
Loth SG durch den Schwerpuntt, 
fo haben wir es mit einem Winkelhebel ECN zu thun, für weichen gilt 


Pa = Gz, alſo P= z G; ift alfo die Äußere Kraft P wenig größer 








G S 
ale =, fo nimmt der Körper eine Drehung um C an und verliert alfo 


feine Stabilität. Es hängt. hiernach feine Stabilität von dem Probucte 
(Gx) aus dem Gewichte des Körpers und aus dem kürzeften Abſtande 
zwiſchen einer Seite des Umfanges der Baſis und dem Lothe durch ben 
Schwerpunkt ab, es läßt fih alfo Ga als Maaß der Stabilität 
anfehen und deshalb auch ſchlechtweg Stabilität felbft nennen. 

Man erfieht hieraus, daß die Stabilirät mit dem Gewichte G und dem 
Abftande x gleichmäßig wählt, und fehließt hiernach, daß unter übrigens 
gleichen Umftänben eine doppelte, dreimat fo fhwere Mauer u. ſ. m. 
nicht mehr Standfähigkeit befigt, als eine Dauer vom einfachen Gewichte 
und dem doppelten, dreifachen Abftande oder Hebelarme x u. f. m. 

$. 132. 1) Von einem Paralielepipede ABEF, Fig. 173, von der Länge 
AE=1, Breite AB = CD=b un Höhe AD = BC = h ift das 
Gewicht G = Vy = bhly und die Stabilität S=G.KN=G.Y,CD 


4 — 1, b2hly, infofern Y die Dichtigkeit der Maffe bes Parallele: 
pipedes bezeichnet. De j 
2) Bei einem aus zwei Parallelepipeden beftehenden Körper ACFH, 


Sig. 174, find die Stabilitäten in Hinficht auf die beiden Baſiskanten C 
und E verfchieden von einander. Sind die Höhen BC und EF=h 
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und Ah, und die Breiten CD und DE —= 5 und b,, fo hat man die Ges Eraniicie 
ernieln, 
Fig. 173. Fig. 174. 





ed 

wichte der Xheile (r, und G, — bhly und 5, h, Iy; die Kebelarme in Bes 
ziehbung auf C, AN, = Yb und AN, = b + Y, bi, und in Beziehung 
aufE, =b, +Y,b und Y,b,; es find demnach die Stabilitäten: erſtens 
für eine Umdrehung um C. 

S=l GB + Q@(b M b?h + bh, + Ya bi?h)lyı 
dagegen zweitens, in Beziehung auf E, 

s=G(, + %b + YGb, = (Ybirhı + bb + Yab?h) ly. 

Die legtere Stabilität if um S), — S == (h — h,) bbily größer ale 
die erftere; will man bie Stabilität einer Mauer AC durdy Banquetd 
DF vergrößern, fo find diefe demnad) auf derjenigen Seite der Mauer 
anzubringen, wohin die Umdrehungskraft (Winds, Waſſer-, Erddrud 
u. f. m.) wirkt. 

Von einer auf einer Seite geböfhten Mauer ABCEF, ig. 175, 
ergiebt ſich folgende Stabilität. Es fei 
die obere Breite AB = b, die Höhe 
BC= h und die Länge C HI, die 
Boͤſchung aber — n, d. h. auf 
AI = 1 Fuß Höhe; IL = n Ausla⸗ 
dung, alfe auf h Sup: ED = nu. 
Das Gericht des Paraltelepipedes ACF 
ift G, = bhly, das des breifeitigen 
Prisma’s ADE = G, = Yımı.hiy, 
die Hebelarme für eine Umdrehung um 
E find —=DE + Yb=nh + 1Y,b und 
2% DE=%,; nh; es ift folglid) die 
Stabilität: 

S=G, (nk + 16)+ % G,nh 

—=(1,b? + nhb + \%n?h?) hly. 
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Srahitirie Eine parallelepipedifhe Mauer von gleihem Volumen hat die Breite 

b H ıynh, daher die Stabilität: 
=1,(b + Yınk)?hly== (1,6? + Yınkb + Yan?h?) hiy; 
* Stabilitaͤt iſt daher um S— S, — (b + Yınkh). Yankely kleiner 
als die der geboͤſchten Mauer. 
Fuͤr eine auf der entgegengeſetzten Seite geboͤſchte Mauer iſt die EStia⸗ 

bitität S, (62 + nhb 3 1/, n?h?) . Yzhly, demnach auch kleiner als 
S, und zwar um S — 5, = (b + Yıanh).. Yınh2ly; wiewohl um 
S, — S = Y, nh3ly größer als die Stabilität der parallelepipedifchen 
Mauer. 


Beifpiel. Wie groß ift die Etabilität einer Bruchſteinmauer von 10 Fuß 
Höhe und 1%, Fuß oberer Breite für jeden Buß Länge bei füßiger Böſchung 
an der MRüdenfeite? Das ſpecifiſche Gewicht diefer Mauer ($. 58) = 2,4 ans 
genommen, folgt die Dichtigfeit derfelben y—= 66 . 2,4 — 158,4 Pf,, num iſt 
I=1,h=10, 5b = 125 una = Y = 02; es folgt daher die gefucdhte 
Stabilität S = (% .[1,25]° + 0,2.1,25.10 + %.[0,2]°.10%) 10. 1. 158,4 

= (0,78125 + 2,5 + 1,3333) 1584 = 4,6146 . 1584 = 7309,5 $prf. 

Bei derfelben Menge an Material und unter übrigens gleichen Umftänden 
wäre die Stabilität einer parallelepipedifchen Mauer: 

Ss = (Y .[1,35]° + % . 0,2. 1,25. 10+%,.0,2°.10%) . 15934 
— (0,78125 + 1,25 + 0,5).1584 = 2,531 . 1584 = 4010 BErf. 
Endlich diefelbe Mauer mit geböfchter Borderfeite hätte die Stabilität: 
Ss, = (Y, . [125° + % .02.125.10 4 % . [0,2]° .10)°..1584 
= (0,78125 + 1,25 + 0,666...) . 1584 = 2,6979 . 1584 — 4273 Ißpf. 
Anmerfung. Pan erficht aus dem Vorhergchenden, daß es eine Erfparung 
an Material gewährt, die Mauern zu böfchen, oder fle mit Pfeilern zu verfehen, 
ihnen Banquets zu geben, fie auf Plinten zu feßen u f. w. Gine weitere Aus⸗ 
führung diefes Gegenſtandes giebt der zweite Theil, wo vom GErddruck, von den 
Bewölben, Kettenbrüden u. f. w. gehantelt wird. 


Dpnemithe 9. 133.. Mir können von dem im letzten Paragraphen abgehandelten 
er Maaße der Stabilität noch ein anderes, gewiſſermaßen dynamifches Maaß 
der Stabilität unterfcheiden, indem mir die Wirkung berüdfichtigen, welche 
zum Umftürzen des Körpers aufjumenden ifl. Nun ift die Leiftung oder 
Arbeit einer Kraft gleich dem Producte aus Kraft und Weg, die Kraft 
eines ſchweren Körpers ift aber fein Gewicht G und der Weg gleich der 
Vertitalprojection des vom Schwerpunkte durchlaufenen Weges: wir koͤn⸗ 
nen folglich als dynamiſches Maaß der Stabilität eines Körpers das Pros 
buct Gs annehmen, wenn s die Höhe ift, auf welche der Schwerpunkt des 
Körpers fleigen muß, um ben Körper aus feinem flabilen Zuftande in 

einen labilen zu bringen. . 
Es fei C die Drehungsare und S der Schwerpunkt eines Körpers 
ABCD, $ig. 176, deffen dynamiſche Stabilität wir angeben wollen. Dre: 
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Fig. 176. ben mir den Körper, fo daß fein Dynamite 

Ä Schmerpunft nad S,, d b. fenfredht 
über C kommt, fo ift der Körper im 
fabilen Gleichgemwichte, denn wenn 
er nur noch wenig meiter gedreht 
wird, fo gelangt er zum Umfturz. 
Ziehen wir die Horizontale SN, fo 
fhneidet diefe die Höhe NS, = $ 
ab, auf weiche der Schwerpunkt ges 
fliegen ift, und aus welcher fich die 
Stabilität Gs ergiebt. Iſt nun 
0(S=(CS =z, CM—= SN = & und die Höhe CN = MS = y, 
fo folgt der Weg ss N—=s—=z — y= Var+y? — y, und bie 
Stabilität im letzteren Sinne: " 

Ss=6(Ve+YP—y. 

Iſt der Körper ein Prisma mit ſymmetriſch trapezoidalem Querſchnitt, 

wie Fig. 176 im Durchſchnitt vorftellt, und find die Dimenfionen fol: 
gende: Länge = |, Höhe MO = h, untere Breite CD — b,, obere 


Breite AB — b,, fo bat man MS =y a ä . ($. 105) und 
2 


b,+26, hN\? 

= ein. m = VE) + GERN) 
CHM=2—=Yb, daher CS (21 3): 
und die dynamifche Stabilität oder die zum Umſtuͤrzen dieſes Körpers noͤ⸗ 

thige mechanifche Arbeit: 
b\? b,+2b Y— b, 6,426, a 
— 4 Ro 
2 <[|v@) u ee 

Beiſpiel. Wie groß ift die dynamiſche Stabilität 
oder die mechanifche Arbeit zum Umſtürzen des Obelisken 
ABCD, fig. 177, aus Granit, wenn beflen Höhe k —= 
30 Fuß, obere Länge und Breite 4 —= 1Y, nd = 


1 Zuß und untere Länge und Breite 4, —= 4 Fuß und 
db, = 3Y, Fuß betragen? Das Bolumen diefes Körpers 
if (8115) Fb + bt) E 
= (?. . 1 2. 4. . 4 Y.%):- MM 
— 40,25.5 = 201,25 Eubiffuß ; wiegt nun ein Cubik⸗ 
fuß Granit = 3.66 = 198 Pf, fo iſt das ganze Ges 
wicht diefes Körpers: G = 201,25.198 = 39847,5 Pf. 
- Die Höhe des Schwerpunftes über der Baſis ift 
bt 3 tb tb 
Int tt+b, 2 








Sig. 177. 
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; 7 3 s/ 7 

ae = tun ns ran - — 13 10342 Fuß. @ine 
Umdrehung um die längere Bafisfante vorausgefept, iR ber Horizontalabſtand 
bes Schwerpunftes von diefer Kante: ze Y, bu = 4. = 7/, Buß, daher 
die Entfernung des Schwerpunftes von der Are: 
0S—s =yYe" + y„’= V (1,75) + (10,345? = V 110,002 = 10,489; 
und bie Höhe, auf weldhe der Echwerpunft zu heben ift, um ein Umflürgen her⸗ 
beizuführen: s —= 3 — y —= 10,489 — 10342 = 0,147 Buß, endlich die ent⸗ 
fprechende Arbeit oder Stabilität: Gs = 39847 .0,147 = 5858 vßpf. 


Anmerkung. Der Faetor s = Ya’ ty? — y giebt für y = 0, — *, 
fryaz, s=z(y2— 1)=0A4l4z, für yanzabr s=(Vr’i—n)e 


annähernd — (n + > — „= — alſo für y — 102, = — und 


für y= = = 0; es it alfo die dynamiſche Stabilität um fo größer, 


je tiefer der Schwerpunft liegt, und fie nähert fih immer mehr und mehr der 
Null, je höher der Schwerpunft über der Bafis liegt. Schlitten, Wagen und 
Schiffe u. f. w. find deshalb fo zu beladen, daß der Schwerpunft des Ganzen 
möglichft tief, übrigens auch über die Mitte der Bafis zu liegen kommt. 


— $. 134. Ein Körper AC, Sig. 178 auf einer ſchiefen, d. h. gegen 

den Horizont geneigten Ebene 
(franz. plan incline, engl. 
inclined plane) fann zwei 
Bewegungen annehmen, er 
kann von der fchiefen Ebene 
herabgleiten, er kann ſich auch 
um eine ſeiner Baſiskanten 
umdrehen und umſtuͤrzen. Iſt 
der Koͤrper ſich ſelbſt uͤberlaſ⸗ 
fen, fo zerlegt ſich das Gewicht G des Körpers in eine Kraft N normal 
und eine Kraft P parallel zur Baſis; die erftere nimmt die fchiefe Ebene 
vollfommen auf, die leßtere aber treibt den Körper auf der Ebene abwaͤrts. 
Segen wir den Neigungswintel FÄR der fhiefen Ebene gegen den Ho⸗ 
tigont = «, fo haben wir auch den Winkel GSN = «, und daher den 
Normaldrud: 





N=G cos. «, 
fowie die Kraft zum Herabgleiten: 
P=G sin. o. 

Seht die vertitale Schwerlinie SG durch die Bafis CD, wie Fa, 178, 
fo kann nur eine gleitende Bewegung entftehen, geht aber, wie in Fig. 
179, diefe Schwerlinie außerhalb der Baſis vorbei, fo tritt auch noch ein 
Umftürzen ein, es ift alfo der Körper ohne Stabilität. Webrigens hat ein 
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Körper AC auf der ſchiefen Ebene FH, Fig. 180, eine andere Stabilitaͤt, — 


Fig. 179. Fig. 180. 





als auf der Horizontalebene.. Sind DM = x und MS = y die recht: 
winfeligen Goordinaten des Schwerpunktes S, fo hat man den Hebelarm 
der Stabilität: DE= DO — MN = x cos. « — y sin. &, während 
ee = © ift, wenn ber Körper auf der Horizontalebene ſteht. Da 
C>Ecos.a — ysin. a ift, fo fällt die Stabilität in Beziehung auf 
die untere Kante D auf ber fchiefen Ebene kleiner aus, als auf der horis 
zontalen Ebene; fie ift fogar Null für © cos. «= y sin. a, d. i. für 


lang.a= T, Wenn alfo der auf einer Horizontalebene mit der Stabi: 
lität Go ftehende Körper auf eine fchiefe Ebene zu ftehen kommt, deren 
Neigungswinkel & dem Ausdrude lang. — entſpricht, ſo verliert der⸗ 


ſelbe feine Stabilitaͤt. Auf der andern Seite kann aber auch ein Körper 
auf der ſchiefen Ebene zur Stabilität gelangen, die ihm mangelt, wenn er 
auf der Horizontalebene fteht. Für eine Drehung um die obere Kante 
C ift der Hebelarm CE, = CO, + MN = A cos. + ysin.a, wähs 
rend er beim Stande auf der Horizontalebene =CM=x, ift. Ift nun z, 
negativ, fo hat der Körper Beine Stabilität, fo lange er auf der Horizontal: 
ebene fteht, ruht er er auf einer geneigten Ebene, für deren Neigungs» 


winkel Lang. « >7 1 ift, fo wird der Körper flabil. 


Wirkt außer der —— noch eine andere Kraft P auf den Koͤrper 
ABCD, Fig. 181 ſ. f. S., fo behält derſelbe feine Stabilität, wenn die Mit—⸗ 
telkraft N aus dem Gewichte G des Körpers und aus der Kraft P eine 
. Richtung hat, welche die Baſis CD des Körpers durchfchneidet. 


Beiſpiel. Bei den Oselisfen im Beifpiele des vorigen Paragraphen iſt 
= = / Buß und y — 10,342 Fuß, es verliert folglich derfelbe feine Stabilität, 
wenn er auf — ſchiefe Ebene zu ſtehen kommt, für deren Neigungswintel iſt: 


0 
2.100302 — 0,16922, deren Neigung folglich « = 9,36 beträgt. 


lang. c 


n Ebene. 
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$. 135. Da die fchiefe Ebene nur benienigen Drud in ſich auf 
nimmt, welcher winkelrecht gegen fie gerichtet ift, fo beftimmt fich die 
Kraft P, welche nöthig ift, um einen übrigens vor dem Umftürzen 
geſchuͤtzten Körper auf ber feh’efen Ebene zu erhalten, indem man bie 
Fig. 181. Bedingung feftfit, daß die aus P und 
| G bervorgehende Mittelkraft N, Fig. 
181, winkelrecht zur fohiefen Ebene 
ftche. Der Xheorie des SParallelo: 
grammes der Kräfte zufolge hat man 
P_ sin. ONP 
G sin. PON 
inte PNO = Winktel GON 
— FHR = oa und der Winkel PON 
—POK-+KON = ß + 90”, info» 
fern man den Winkel PEF = POK, 
unter welchem die Kraftrichtung von der fhiefen Ebene abweicht, mit 4 
bezeichnet; man erhält daher 


Theorie der 
ſchie fen bene. 


nun iſt aber der 





— Sin. F LI 
— sm. — —cos.ß' 
J die Kraft, — den Koͤrper auf I ſchiefen Ebene erhält: 
_ Gsin.a 
— cos.ß 


Kür den Normaldruck N ift 
N sin. OGN —— 
Gin ON aber Winkel OGN = 90 (@-+ß) und 
ONG = PON = 90-+ß, daher folgt 

N _ sin.[900—(@+ß)] __ c0s.(c+P) 


G sin.(WO+HB) —  cosß " 
und der Normaldruck gegen die fchiefe Ebene 
:  Gcos («+ß) 
N= —. 
cos.ß 


Geht die Kraft P mit der fehiefen Ebene parallel, fo ft =0 un 
cos.ß = 1, daher 
P= Gsin.e und N= Gcos.«. 
Wirkt die Kraft P vertikal, fo ift @&+P==90°, daher 
cos.ß — sin.a, cos. (@-+P) = 0 und 

P=G und N = 0, dann hat alfo die fhiefe Ebene keinen Einfluß 
auf den Körper. 

Mirkt endlich die Kraft horizontal, fo ift B=—a und cos.ß==c0s.a, daher 

P— G sin. «& G cos.0 


Zt { = —— = 5 
c08.& c08.0 cos. & 
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Beifpiel. Um einen Körper von 500 Pf. auf einer fchiefen Ebene von 50° 
Neigung gegen den Horizont zu erhalten, wird eine Kraft aufgewendet, deren 
Richtung 75° mit dem Horizonte einſchließt, wie groß iſt dieſe Kraft und wie 
ſtark drückt der Körper gegen die fchiefe Ebene? Die Kraft if 


500 sin 1 500 sin. 50 
U 03 SS en u — J . d ri 
en — — 422,6 Pf., der Druck gegen die Ebene 


0 
Ne 500 .cos..75 — 14928 pf. 
cos. 23 


$. 136. Bringt man das in $. 128 näher auseinandergefegte Princip Prince um 
von ber Gleichheit der Wirkung und Gegenwirkung mit dem Principe der (Groindigte 
virtuellen Gefchmindigkeiten ($. 80 und $. 93) in Verbindung, fo ſtellt 
fich folgende Regel heraus: Halten zwei Körper, M, und M,, Fig. 182, 

Fig. 182. einander Gleichgewicht, fo iſt 
— fuͤr eine endliche gerad— 
linigeundaud füreine 
unendlid kleine krumm— 
linige Bewegung des 
Druck- oder Beruͤh— 
rungspunktes A die 
Summe ber medanis 
[hen Arbeiten von den 
Kräften bes einen Koͤr— 
pers gleih der Summe 
der mechaniſchen Arbeis 
ten von ben Kräften bes 
andern Körpers. ind P, und S, die Kräfte des einen Körpers, 
P, und S, die des andern, fo entfprechen denfelben bei einer Verruͤckung 
des Berührungspunftes von A nach B die Wege AD,, AE,, AD, und 
AE,,.und es ift nach dem oben ausgefprochenen Gefege: 
- P.:.AD +S.AE=PR.AD, +5. AE,. 

Die Richtigkeit dieſes Sages laͤßt fi auf folgende Weife darthun. Da 
die Normaldrüde N, und N, einander gleich find, fo findet auch Gleich: 
beit zwifchen ihren Arbeiten N, . AC und N, . AC Statt, nur mit bem 
Unterfchiede, daß die Arbeit der einen Kraft pofitiv und die der andern 
negativ if. Nun hat man aber nad) dem Früheren die Arbeit N, . AC 
dee Mittelkraft N, gleich der Summe P, . AD, + 5, . AE, der Arbeis 
ten ihrer Gomponenten P, und S, und ebenfo N,. AC= PR.AD, + 
$,. AE,; es ift daher auh PA) .AD, + S,.AE, = P. AD, + 52. AE,- 

Die Anwendung bes fo allgemeiner gemachten Principes der virtuellen 
Geſchwindigkeiten geroährt bei ftatifchen Unterfuchungen oft große Vor: 
theile, indem durch fie die Entwickelung algebraifher Ausdruͤcke fehr ver: 
einfacht wird. Verruͤckt man z. B. einen Körper A auf der fchiefen 
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Princin dee ‚Ebene FH, $ig. 183, um den Weg AB, fo ift der entfprechende 
ig. 183. 


virtuellen 
—** 


Theorie dee 


Keiles. 


| der Nornmikraft 
| aber die Arbeit von N gleich der 





Meg feines Gewichtes G, = AC 


; =ABsin. ABC= AB.sin. FHR 
| =AB.sin.a, dagegen der Weg der 


Kraft P = AD=AB. cos. BAD 
= AB.cos.ß und endlich ber Weg 
== 0; nun ift 


Arbeit von Gr plus Arbeit von P, 


| man bat daber zu fegen: 


NM. — G. AC P. AD 

und findet ſo | 

G sin.a 
cos.ß ' 

ganz in Uebereinftimmung mit dem 

vorigen Paragraphen. 

Um dagegen den Normaldrud N 
zu finden, ruͤcken mir bie fchiefe 
Ebene HF, Fig. 184, um einen 
beliebigen Weg AB rechtwinklig ges 
gen die Kraftrichtung AP fort, bes 
flimmen die entfprechenden Wege der 
Kräfte und fegen wieder: Arbeit von 
N gleidy Arbeit von (r plus Arbeit 
von P. Der Weg von N ift 
AD==AB cos. BAD== AB cos. ß, 


der Weg von G ift AC = AB cos. BAC = AB cos. («+ ß) und der 


Weg von P ift = 0, daher Arbeit 


N.AD=G.4C+P.o, und daher N — 


cos.(@+ß) 
cos.ß 





wie im vorigen Paragraphen ebenfalls gefunden wurde. 
$. 137. Sehr einfach entwidelt ſich hiernach die Theorie des Keiles. 
Der Keil (franz. coin, engl. wedge) ift eine durch ein breifeitiges 


Prisma FAR, Fig. 185, gebildete, bemegliche ſchiefe Ebene. 


In der 


Regel wirkt die Kraft KP = P rechtwinklig auf den Rüden FR des 
Keiles und hält einer andern Kraft oder Laft AQ = Q, weiche gegen bie 


eine Seitenflähe FI veffelben drüdt, das Gleichgewicht. 


Iſt der die 


Schärfe des Keiles mefjende Winkel FIR =, ferner der Winkel, 
um melchen die Kraftrichtung KP oder AD von der Seitenflähe FA 
abweicht, alfo FHK == HAD, = 6, und endlich der Winkel LAZ, um 
den die Richtung ber Laft Q von eben diefer Seitenfläche abweicht, S ß, 


4 
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fo ergeben ſich die Wege, die beim WVerrüden des Keiles aus der Lage Aserie tes 
FHR in bie Lage F,A,R, zurüdgelegt werden, auf folgende Weife. Der 


Big. 185. 


Keiles. 





Meg des Keiles it AB = FF, = HH, und der Weg der Kraft iſt 
—=AD = ABcos. BAD= AB cos.(BAH — DAH)== AB cos. («—0), 


j ABsin ABC ABsin.« 
ferner der Weg der Stange AZ oder Laſt ift A=S—n A sin.HAC 
__ABsin.a 


— und der gleichzeitige Weg des Normaldruckes N zwifchen 


dem Keile und dem Stangenfuße = AE = AB sın.a. 

Bei dem Fortrüden des Keiles um den Weg AB verrichtet der Nor: 
maldrud N die Arbeit N.AE= N.AB sin.e, die Kraft aber die 
Arbeit P. en = P. AB cos. (& — ) und die Laft die Arbeit Q . AC 





N. h 
=(Q. AB = sin.’ es ift daher 
N.AB sın.a= P.AB cos. (a@—b),d.i. N sın.a = P cos. («—8), 
fo wie auch N. ABsn.ae—=Q. AB 5n. bi. Nena 05 


und es ergiebt fi aus biefen Gleichungen die gefuchte Gleichung zwiſchen 
Kraft und Luft: 


P cos. (x — 06) = er oder 
P— Q sin.a 


sin.ß cos.(a—6) ' 
- wie fich allerdings auf dem Wege der Kraftzerlegung ebenfalls finden 
laͤßt. 

Geht vie Kraftrichtung parallel zur Baſis oder Seitenflaͤche Z/R, fo iſt 


do=e, daher P= Q sin. = und ift noch die Laftrihtung winkelrecht 
zur Seitenflähe FZ, alfo B = 90°, fo folgt P = Q sin. a. 





. | % 
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Zbeecie 6 Beifpiel. Die Schärfe FHR — a eines Reiles beirage 25°, die Krafl fei 
Keil. parallel zur Baſis HR gerichtet, es fei alfo d = a, und die Laſt O wirke win- 
felrecht zur Seitenflähe FH, alfo 8 ſei = 0°, in weldem Berhältniffe ſtehen 


Kraft und Laft zu einander? Es it P=L( sin. a, alfo — — sin. 25° = 0,4226. 


Für eine Lat O von 130 Pf. ſtellt ſich hiernach die Kraft P = 130.0,4226. 
— 54,938 Pf. heraus. Um die Laſt oder Stange einen Fuß fortzuſchieben, muß 
der Keil den Weg AB — ER — 2,3662 Fuß zurüdlegen. 

Anmerkung. Die Theorien des Hebel, ber ſchiefen Ebene und des Keiles 
finden eine weitere Entwicklung im fünften Kapitel, wo der Einfluß ber Reibung 
in Betracht gezogen wird. 


Viertes Kapitel 
Gleichgewicht an den Seilmafchinen. 


Geitmersine. $. 138. Wir haben feither angenommen, daß die Körper, auf welche 
Kräfte wirken, in Folge diefer Einwirkung ihre Korm nicht verändern, 
befchäftigen wir uns dagegen jegt mit dem Öleichgewichte folcher Körper, 
welche durch die kleinſten Kräf:e Formveränderungen erleiden. Jene Kör« 
per heißen ftarre, fteife Körper (franz. corps rigides, engl. rigid 
bodies) , diefe hingegen bieg ſamæ (franz. corps flexibles, engl. flexible 
bodies). Es giebt zwar keine volllommen biegfamen Körper, allein viele 
von ihnen, wie 3. B. Schnüre, Seile, Riemen u. f. w., und in gewiſſer 
Beziehung auch Ketten, erfordern zum Umbiegen fo wenig Kraft, daß 
man fie in manchen Faͤllen als volllommen biegfam anfehen kann. Solche, 
übrigens auch noch ausdehnbare Körper find der Gegenftand ber folgen» 
den Unterfuchung. 

Mir verftehen in ber Folge unter einer Seilmaſchine (franz. 
machine funiculaire, engl. machine of strings) ein Seil oder eine Ver: 
bindung von Seilen (das Wort Seil im allgemeinen Sinne genommen), 
welche von Kräften angefpannt wird, und befchäftigen uns in diefem Kas 
pitel mit ber Theorie bes Gleichgewichtes biefer Maſchinen. Derjenige 
Punkt einer Seilmafhine, wo eine Kraft angreift und deshalb das Seit 

einen Mintel bildet ober eine Richtungsveränderung erleidet, heißt ein 
Knoten (franz. noeud, engl. knot). Derfelbe ift entweder feft (franz. 
fixe, engl. fixed), oder beweglich (franz. coulant, engl. moveable). 
Spannung (franz. und engl. tension) ift die Kraft, welche ein gefpann« 
tes Seit in der Richtung feiner Are fortpflanzt. Die Spannungen an 
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den Enden eines geraden Seiles oder Seiftädes find gleich und entgegen» 
gefegt ($. 83); auch kann das gerade Seil andere Kräfte als die in ber 
Arenrihtung toirfende Spannung nicht fortpflanzgen, weil es fich fonft 
biegen mußte, alfo nicht gerade bleiben Eännte. 

$. 139. Gleichgewicht einer Seilmafchine findet Statt, wenn in jedem 
Knoten derſelben Sleihgewicht vorhanden ift. Lernen wir daher zunädft 
die Verhaͤltniſſe des Gleichgewichts an einem Knoten Eennen. 

In einem Knoten K, welchen ein Seiftüd AKB, Fig. 186, bildet, 
findet Gleichgewicht Statt, wenn 
die fih aus den Seilfpannungen 
KS, = S, und KS, = S$, erge⸗ 
bende Mitteltraft XS — S gleid) 
und entgegengefegt gerichtet iſt der 
im Knoten angreifenden Kraft P. 
denn die Seilfpannungen S, und S, 
bringen im Knoten Kdiefelben Wir; 
tungen hervor wie ihnen gleiche und 
gleichgerichtete Kräfte, und drei 
Kräfte halten ſich das Gleichgewicht, 
wenn die eine von ihnen gleich iſt 
und entgegengefegt wirkt der Mit: 
telraft außden beiden anderen ($. 75). 
Ebenſo ift aber audy die Mittelkraft AR aus der Kraft P und der einen 
Spannung S, glei und entgegengefegt gerichtet der zeiten Seilfpan- 
nung S, u. f. w. Jedenfalls läßt fich diefe Gteihung dazu benugen, zwei 
Beftimmungsftüde, 3. B. eine Seilfpannung oder Seilrichtung, zu ermits 
ten. Iſt 3. B. die Kraft P, die Spannung S, und der Winkel 
AKP = 180 — AKS = 180° — « zmwifchen beiden gegeben, fo hat 
man für die zweite Spannung: 

5 = 
und für ihre Richtung oder Abweichung BKS — ß von K'S: 
$, sin. & 





sin. 6 = 


Beifpiel. Wenn das Seil AKB, Fig. 186, am Ende B aufgehangen, am 
Ende A aber dur ein Gewiht G — 135 Pf. und in der Mitte K durch eine 
Kraft P = 109 Bf., welche unter einem Neigungswinfel von 25 Grad aufwärts 
sieht, angefpannt wird, fo ift die Frage nad ter Richtung und Spannung bes 
Seilſtückes KB. Die Größe der gefuchhten Spannung if: 


5, = 7109 £ 135° — 2.109.135 cos. (90° — 25°) 
UST + 18225 — 29430. cos. 65° = 176183 — 139,92 Bi 


Für den Winkel 4 iſt zin. = — , Log. ain. =0,%64017 — 1, 


8 132,92 
Weisbach'e Mechanik. 2. Auf. 1.8. 12 








Austen. 





Fe 
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Knoten. daher 8 = 67°, O*, und die Neigung des Eeilftüdes KB gegen ben Horizont 
= a + 8 — 90° = 65° + 67° — 90° — 49°. 

$. 140. Iſt der Knoten A ein Lofer ober beweglicher, wirkt 3. 2. 

die Kraft P mittels eines Ringes auf bad durchgezogene Set AKB, 

Fig. 187, fo ift zwar wieder bie Mitteltraft S aus den Seilfpannungen 


Kig. 187. 






Aus diefer Gleichheit der S 


S, und S, gleih und entgegengefegt ge: 
richtet der Kraft P am Ringe; außerdem 
find aber noch die Seilfpannungen unter 
ſich gleih, denn zieht man das Seil um 
einen geroiffen Weg s in dem Ringe fort, 
fo legt jede der Spannungen S, und 5, 
den Weg 5, die Kraft P aber den Weg 
Null zurüd; es ift folglich, volllommene 
Bieyfamkeit vorauegefegt, die Arbeit 
P0O=S.s —S,.8b. i. Sis = S5$ 
und S, = S.. 

pannungen folgt wieder die Gleichheit der 


Winkel AKS und BKS, unter welchen die Richtung der Mittelkraft S 
von den Scilrihtungen abweicht; fegen wir diefe Winkel = «, fo giebt 
die Auflöfung des Rhombus KS,SS,: 

S=P= 2, c0s.0, und umgekehrt 


S, = —— 


2 cos. 


Sind A und B, Fig. 188, feſte Punkte eines Seiles AKB von gege⸗ 


Fig. 1-8. 





Zieht man AD parallel zur 


bener Länge (2a) mit einem beweglichen 
Knoten A, fo findet man den Ort diefes 
Knotens, wenn man eine Eillipfe conftruirt, 
deren Brennpunft A und B find und 
deren große Are der Seilänge 2a gleich 
ift, und hierauf eine Zangente an diefe 
Curve winkelrecht zur gegebenen Kraftrichs 
tung legt: der fich ergebende Beruͤhrungs⸗ 
punkt ift der Ort des Knotens, weil bei 
der Eilipfe die Normale AS mit den Fahr⸗ 


‘ ftrahlen KA und ÄB gleihe Winkel ein: 


fchließt, gerade fo wie die Mittelkraft S 
mit den Seilfpannungen S, und S,. 
gegebenen Kraftrichtung, macht BD gleich 


der gegebenen Seillänge, halbirt AD in M und errichtet hierauf das Per 
pendikel MK, fo erhält man ohne Eilipfenconitruction ben Ort des 
Knotens K ebenfalls, denn da dann Winkel AKM — Winkel DKM 


d 


Gleichgewicht an den Eeilmafchinen. 179 


und AK= DK if, fo folgt auh Winkel AKS = Winkel BES und 
AK+KÄB=DEK+KB=DB. 
Beifpiel. Zwiſchen den Punften A und B, Big. 189, iR ein Seil von 
Fig. 189 - 9 Sub Länge durch ein mittels eines Ringes 
9. - angehängtee Gewicht @ von 170 Pf. aueges 
fpannt; die Horizontalentfernung AC beider 
Punkte if 6%, Fuß und der Vertikalabſtand 
CB = 2 Fuß; man ſucht den Ort des Kno⸗ 
2| tens und die Seilfpannungen unb Seilrich⸗ 
| tungen. Aus der Länge AD = 9 Fuß ale 
Hppotenufe und der Horizontalen AC = 6, 
| Zuß folgt bie Bertifale CD = VI? — 6,5%, 
=VY81—4225 = Y3875 = 6,225 %6.; 
und hieraus die Baſis BD des gleichſchenkli⸗ 
gen Dreiedes BDK, = CD— CB = 6,225 — 2 
- —= 4225 %. Tie Nehnlichfeit der Dreiecke 
DKM uns DAC giebt nun DK = BK 
257 DA= 3.0785 — 3054 %6.; hieraus folgt AK = 9 — 3,054 
— 5946 36. und für den ®infel =, um welchen die Eeilflüde von ver Verti- 


BM 2,1125 
falen abweichen: cos.a = BK 3,054 — 0,6917, daher = = 46°, 14°, und 
G 170 


endlich die Spannung ber Seile SS = & = 2, Zpag17 AI PE. 


$. 141. Die Verhättniffe des Gleichgewichtes an einem Seilpolpgone, 

d. i. an einem angefpannten Seil-, welches an verfchiedenen Punkten von 
Kräften ergriffen wird, find in Uebereinftimmung mit den Verhältniffen 
des Gleichgewichtes von Kräften, welche in einem Punkte angreifen. Es 
Fig. 190. fei AKB, Kia. 190, ein von 

den Kräften P. P, P, PP; 
angefpanntes Seil, P, und P, 
greifen in AP, inK um 
P, und P, in B an. Segen 
wir die Spannung des Seil 
ftüdes AK=S, und die des 
Stuͤckes BK = S,, fo erhal» 
ten wir S, als Mitteltraft von 
den in A angreifenden Kräfs 
ten P, und P,, und tragen 
wir den Angriffspunft A dies 
fer Spannung von A auf K, 














Mitteltraft von S, und P, 
oder von P., P, und P; 
12° 


fo erhalten wir mwi:der S, als. 


Seilpo'ygon. 





Gellyalygen. 
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traneportiren wir endlich den Anger ffepunft ter Kraft S, von Anıh 2, 
fo erhalten wir in S,, P, und P,, oder, da S, Mittel.aft von P,. P, 
und P, ift, auh in P,. P,, Ps, P,, Ps ein ſich das Gleichgewicht halten- 
des Kräftefoftem. Wir können hiernach behaupten: wenn gemwiffe 
Kräfte P, P., P,u.f.w. ein Seilpotygon im Gleichgewichte 
erhalten, fo werden fie ſich aud felbft das Gleichgewicht 
balten, wenn man fie bei unveränderter Rihtung und 
Sröße in einem einzigen Punkte, 3. B. in C, anureifen 
laͤßt. 

Wird das Seil AK, M,... B, Fig. 191, in den Knoten ÄA,. M, duch 
Gewichte G,, @, . . . angefpannt, und werden die Endpunfte A und B 


Big. 191. : 





durch die Vertikalkraͤfte V, und V, und die Horigontalfräfte U, und A, 
gefpannt, fo ift die Summe der Vertikalkraͤfte: F, + N — (GG +G; 
+ G; +...) und die Summe der Horizontalfräfte: 4, — AM. De 
Gleichgewichtszuſtand fordert aber beide Summen — Null; es ift daher 
1 V + =, +. ++... um 
HA, =H,;b.)h. 
bei einem durch Gewichte angefpannten Seilpolygone ift 
bie Summe der Vertikalkräfte oder Vertitalfpannungen 
in den Ends oder Aufbängepunften gleich der Summe der 
angehängten Gewichte, und es ift die Horizontalfpan: 
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nung des einen Endes gleich und entgegengefegt gerichtet anwengen 
der HDorizontalfpannung im andern Endpunkte. 
Berlängert man die Richtungen ber Spannungen S, und S, in den 
Endpunkten A und B bis zu ihrem Durchſchnitte C und verlegt man 
die Angriffspunkte diefer Spannungen nad) diefem Punkte, fo erhält 
man eine einzige Kraft P= V, + V., meil fi die Horizontalträfte 
A, und H, aufheben. Da biefe Kraft der Summe G, + @,+QG3 +... 
von den angehängten Gewichten das Gleichgewicht hält, fo muß der Ans 
griffs: oder Schwerpunkt dieſer Gewichte in der Richtung derfelben, d. i. 
in der durch C gehenden PVertitallinie, enthalten fein. 
$. 142. Aus der Spannung S, bes erften Seilſtuͤckes AK, und deſſen 
Neigungs⸗ oder Fallwinkel SARA, — «a, folgt die Vertikalſpannung 
v, = S, sin. «, und die Horizontalfpannung 7, =, cos.a,. Trans⸗ 
portirt man nun den Angriffspuntt diefer Kräfte von A nach dem erften 
Knoten K,, fo kommt zu diefen Spannungen das vertikal abwärts zie⸗ 
hende Gewicht G,, und es wird nun für das folgende Seilſtuͤck AK, die 
Bertitalfpannung V, — V, — G, = S, sin. &, — G,, wogegen die 
Horizontalfpannung unverändert A, = HB, = H bteibt. Beide Kräfte 
geben vereinigt die Arenfpannung des zweiten Seilftädes: S=\ V,? + A? 
und die Neigung a, deſſelten durch die Formel 
lang.a nr, _Sı en. u —G, 
a MT Scos.a, 
lang. = lang.a, — H 
Zrägt man den Angriffspuntt der Kräfte V, und Z, von A, nad) A’, 
fo erhält man in dem binzutommenden Gewichte Gr, noch eine neue Ver: 
tißalfraft, und es entfteht fo die Vertikalkraft des dritten Seilſtuͤckes: 
V,=N, —-%=V, —(G, +6G)=S,sin.a, —(G, +Q,). 
während die Horizontalfraft 7, — H bleibt. Die Gefammtfpannung 
dieſes dritien Seilſtuͤckes ift mithin 
S—=/VV?+ 3, un für den Neigungewinkel a, beffeiben dar man 
vr, _ Sısn.e—(G, + G) , 


d. i. 


ang. 3; g— 5, cos.a, 
614 6. 
tang. &, = lang. a, — —r 


Für den Neigungswinkel des vierten Seilſtuͤckes ift 
tang. &, = tang. a, — art u. ſ. w. 
Uebrigens laſſen ſich die Spannungen S,, 5 5; u. ſ. w., fowie die 
Neigungswinkel a, , &, u. f. w. der einzelnen Seilträmmer leicht 
geometrifch darſtellen. Machen wir die Horizontale CA = CB, 
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eityoizgon. Big. 192, — der Horizontalfpannung 7 und die Vertikale CK, — der 
Fig. 19. Vertitalfpannung V, im Aufhaͤnge⸗ 
Ä punkte A, fo giebt die Hppotenufe AK, 
die Zotalfpannung S, und der Win: 
tel CAK, audy ihre Neigung gegen 
den Horizont an; tragen wir nun noch 
"die Gewichte G,, G., Gz u. fe w. als 
Theile KK, Krk u. f. w. auf CK 
auf und ziehen die Transverfalen AK’. 
AK; u. f. w., fo erhalten wir in ihnen 
die Spannungen der folgenden Seil- 
ftüde und durd die Winkel K,AC, 
K,AC u. f. w. auch die Neigungswins 
kel &,, zu. f. w. diefer Seitftüde. 

8.143. Aus den Unterfuchungen im vorigen Parasraphen ſte'lt fich ale 
Geſetz für das Gleichgewicht durch Gewichte gefpannter Scile heraus: 

1) die Horizontalfpannung ift an allen Stellen des 
Seiles eine und diefeibe, nämlid 
H == S,cos.c, = S, 008.0; 

2) Die Vertilalfpannung an irgend einer Stelleift gleich. 
der Vertitalfpannung am darüber befindlihen Ende mi: 
nus der Summe der daruͤberhaͤngenden Gewichte, alfo 

=, - (++... Ga-ı)- 

Kennt man den Winkel &, und die Horizontalfpannung Z, fo erhält 
man dıe Vertitalfpannung am Ende A: V, = H.tang.«, und demnad) 
die am Ende B:V, — (G. +G,+.:..+0)— V.. 

Sind hingegen die Neigungsmwinkel &, und «, an beiden Aufhänges 
puntten A und B bekannt, fo ergeben fidy die Horizontals und Vertikal: 





fpannungen zugleich; es ift nämlich ce = en und daher 
1 .% 
v-— Vtanga, 
“ tang.e, 


Da man noch , +, — Gi +%+..., di 
——— =6G,+6,... bat, fo folgt: 
_(+@+...)tang.aı sSin. œ, CUS.q, 
ir tanq. + lang.e. Aare) sin.(@, + @.) 
_@+G2+...)tang.e, iR. C0S.0ı 
Mm lang. a, -+ tang.a, =(G, +6 un ein. (&, +.) 


und hieraus 7= V, colg.o,—=V,cotg.e,.—(G,+G,+ neh 
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Haben die beiden Seilenden einerlei Neigung, ift alfo &, — &,, ſo bat eritrotgen. 


ve ter... +5 
Ende A eben foviel wie das andere Ende B. 

Aus dem unterften Gewichte G„ und den Neigungswinkeln «. und 
“+ der unterften Seilſtuͤcke ergiebt fi die Horizontalſpannung durch 
die Formel: 


; dann trägt alfo das rine 


G„ COS. @n » 008. . 
ten 
und hiecnad; folgen die Vertikalſpannungen diefer Seilſtuͤcke: 
vr. = H tang. a, und 
Yayı = H tung. orı- 
Uebrigens gelten diefe Gefege auch für durch Parallelkraͤfte angefpannte 
Seilpolpgone überhaupt, wenn man ftatt der Vertikalen die Kraftrichtuns 


gen einführt. 


Beifpiel. Das Seilrolygon AK,K_K,B, Fig. 193, if durch drei Gewichte 
Fia. 193 G = 29 G = 30 mw 
ev ; k „= 16 Bf, ſowie durd die 

| Horizontalfraft 4, —= 25 Pf. 
gefpannt, man fucht die Aren⸗ 
fpannungen und Neigungswin—⸗ 
fel der Seiten unter der Vor⸗ 
ausfegung, daß die Seilenden 
in A und B eineclei Neigung 
haben. Die Bertifalfpannuns 
gen in beiden Enden find hier 
gleih, namlid , = P%, = 

G, +t+9._ _ 20-+30+ 1% 

2 

= 33 — die Vertikalſpan—⸗ 

nung des pweiten Seilſtückes 

iſt dagegen: 4, = V, — 6, 

il 13 Bi, und 

die bes dritten V, — A — 6, (oder , + - V) = — 16 = 17 pf. 

die Reigungswinfel «, und «, der Seilenden find beſtimmt we tang. a, = tang. — 


nn , 





V. 3 
— 1,32, die der zweiten und dritten Seilſtücke aber durch fang. «, 


—= Sang.c, — a — 1,32 — 2 = 0,32 und tang.ı, = lang.e, — a == 


1,32 — J — 068; es it hiernach u, = x. = 320,510; , = 27° 23°, 


— 340,130; endlich die Arenfrannungen ds = Ss, = VV M— 
en NT re — 41,0 Pf, , = VYVr tm VI t2 o 
vıra = 2818 Pf. und Ss, = YY? + HH = Vi + 25 3023 Pr 
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Yarabıı cie $. 144. Segen wir jegt voraus, daß das Seit ACB, Fig. 194, durch 
lauter gleiche, in gleichen Horizontalabftänden aufgehängte Gewichte G,, 

Fig. 19. G, u.f.w. gefpannt fei. Bes 

zeichnen wir den Horizontal⸗ 

abftand AM zwiſchen bem 
Aufhängepuntte A und dem 
tieffien Punkte C dur 5, 
den Vertikalabſtand CM aber 
buch a; fegen wir ferner 
für einen andern Punkt O 
des Seilpolpgones die gleichlies 
genden Coordinaten ON = y 
und CN = . ft nun die 
Vertikalfpannung in A == F, fo folgt die mn O — g- . V, und daher 
für den Neigungswintel NOT — see = 9 des Seilſtuͤckes OQ gegen 


den Horizont: lang. @ = 4 = wo H die conftante Horizontals 





fpannung ausdruͤckt. R 
Es if hiernach OR = OR.tang. g = OR. 4 der Hoͤhen⸗ 


abſtand zweier benachbarten Eckpunkte des Seilpolygones. Segen wir y 
der Reihe nah OR, 2OR, 3OR u. f. w., fo giebt nun die legte Glei⸗ 
‘hung die entfprechenden Höhenabftände des erften, zweiten, dritten Eck⸗ 
punttes u. f. w., von unten nad oben gezählt; und addiren wir endlich 
alle diefe Werthe, deren Anzahl — m fein möge, fo erhalten wir die 
Höhe CN des Punktes O über dem Fußpunkte C. Es ift nämlid: 

V OR 


e=0N=7%:7% (OR +2OR+30OR+...+m.OR) 
: v7 OR V mm+1 OR 
— z 4 + 2 +3+. .+ m) = H 1. b°’ 


ber Theorie der arithmetifchen Reihen zufolge. 
Enid OR= en gefegt, erhält man: 


af mat) 2 
H 2m? b 


Sit die Zahl der Gewichte fehr groß, fo kann m + 1 = m ange 
nommen werden, weshalb man erhält: 
' V 


- 1% 
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Für = = aift y= b, daher hat man auch: — 
v Kenenlinie. 

u 77 und hiernach einfacher: 

u —— 

=» welche Strichung nur der Parabel zukommt. 

Mird a: ein übrigens gewichtsloſes Seil durch unendlidy viele,. in 
gleichen Horizontalabftänden angreifende Gerichte gefpannt, fo geht das 
Seilpoipgon in eine Parabel Über. 

Kür den Neigungswinkel @ hat man hiernach: 


2 c 2% 
tan.9=I:.,; =? B=3 =, [nie 
lang — 
2 


Es fchneider alfo die Zangente OT die Abfciffenare fo, daß CT=UN 
— Ahfciffe  ift. 
Mären die Ketten und Hängeifen einer Kettenbrüde ADFB, $ig. 195, 


Fig. 195. 





gewichtelos, oder leicht genug in Hinficht auf das nur zu berüdfichtigende 
Gewicht der belafteten Brüde DEF, fo würde die Kette ACB eine Da: 
rabel bilden. 


Beifviel. 6 fei die ganze Belaftung ber Kettenbrüde in Big. 195 
— 320000 Pf., die Spannweite AB = 25 = 10 Ruß und die Bogenhöhe 
CH = a = 15 Fuß, man fuht die Spannungen und übrigen Verbältniffe der 
Kette. Die Neigung der Kettenenden gegen den Horizont if beſtimmt durch die 
Formel: tang. a — = -z,- * — 0,4, es iſt alſo dieſelbe « = 210,48. 
Die Bertikalſpannung an jedem Aufhängepunkte if V, = Y, en == 160000 Bi. ; 


die Horigontalfpannung ZH = V, cotg. « = 160000 . = 400000 Pf, end: 
lich die Geſammtſpannung an einem Ende: 


s- VFFR= VI eg m 16000. / 1 + (di 


— 160000 280000 v2 — 430813 Pf. 


Tr 


Keitenlinie. 
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$. 145. Wird ein an zwei Punkten aufgehängtes volllommen biegfa> 
mes und unausdehnbares Seil, oder eine aus kurzen Gliedern beftehende 
Kette, durch das eigene Gewicht gefpannt, fo bildet die Are derfeiben eine 
trumme Linie, die den Namen Kettenlinie (franz. chainetie, engl. 
catenary) erhalten hat. Die unvolllommen elaftifhen und ausdehnbaren 
Schnüre, Seite, Bänder, Ketten u. ſ. w., wie fie im praßtifchen Reben 
vortommen, geben frumme Linien, welche fich der Kettenlinie nur annaͤ⸗ 
bern, meift aber als foldye behandelt werden koͤnnen. Nach dem VBerber: 
gehenden ift die Horizontalfpannung der Kettenlinie an allen Punkten 
gleich ſtark, dagegen die Vertikalſpannung gleich der Bertifalfpannung 
im darüber befindlichen Aufhängepunfte minus Gewicht des darlıber bes 
findlichen Kettenftüdes. Da die Spannung im Scheitel, wo die Kettentinie 
borizontat ift, fi vernulft, alfo die Vertitalfpannung im Aufhängepunfte 
gleich ift dem Gewichte der Kette vom Aufhaͤngepunkte bis zum Scheitel, 
fo it die Vertitalfpannung an jeder Stelle auch glei dem Gewichte des 
darunter befindlichen Seil: oder Kettenftüdes. 

Sind gleidy lange Stüde der Kette gleich ſchwer, fo entfteht die foge: 
nannte gemeine Kettenlinie, von welder bier nur die Rede ift. 
Mi ge ein Seils oder Kettenftüd von 1 Fuß Länge Y, und ift der den 
Goordinaten CM = a und MA = b, Fig. 196, entfprechende Bogen 

Big. 196. AOC = 1, fo bat man das 
— ſ— — Gewicht des Kettenftüdes 
AOC Iy; iſt dagegen die 
Laͤnge des den Coordinaten 
CN =xund NO an⸗ 
gehörigen Bogens — s, fo 
bat man für das Gewicht dies 
ſes Bogens — 5. Segen wir 
endlich die Laͤnge eines gleich⸗ 
artigen Kettenſtuͤckes, deſſen 
Gewicht gleich iſt der Hori⸗ 
zontaiſpannung , = c., fo 
haben wir noh 7 = cy und baher für die Neigungswinkel & und ꝙ 
in den Punkten A und O: 





lang. « = lang. SAH = u — 2 — _ und 
lang.p = tang. NOT’ = = = =. 


$. 146. Macht man die Eorigontate CH, Fig. 197, — der Länge c 
des die Horizontalfpannung meffenden Kettenftädes und CG gleich der 
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Länge 2 des Kettenbogens von der einen Seite, fo befommt man, in «etatinie. 
Fig. 197. Uebereinftimmung mit $. 142, in der Hype⸗ 

: tenufe G H das Maaß und die Richtung der 

' Speilfpannung im Aufhängepuntte A, denn 

es iſt 


tang CH = —, = — und 


GH = VC@+CR—yV 2? +0, 

vrS=y@a?+ P=vyR+&%.y 
— GA.y. 

Theilt man nun CG in gleiche Theile und 
zieht von ZI nach den Zheilpunkten 1,2, 3 
u. ſ. w. gerade Pinien, fo geben diefe die 
Maaße und Richtungen der Spannungen 
derjenigen Punkte in der Kettenlinie an, 
welche man erhält, indem man die Ränge des Kertenbogens AC in ebenfo 
viel gleiche Theile thritt. So giebt 3.8. die Lirie 73 das Maag und 
die Richtung der Spannung oder die Zangente im Theilpunkte (3) des 
Bogens AC an, weil in diefem Punkte die Vertikalſpannung = C3. 
it, während die Horizontalfpannung unverändert = c.y bleibt, alfo für 


biefen Punkt fang. = Hm = 3 iſt, wie die Figur auch wirklich 





giebt. 

Dieſe Eigenthuͤmlichkeit der Kettenlinie laͤßt ſich benutzen, um dieſe 
Curve annaͤhernd genau mechaniſch zu conſtruiren. Nachdem man die 
gegebene Länge CG des zu conſtruirenden Kettenlinienbogens in ſehr viele 
gleiche Theile getheilt, die die Horigontalfpannung meffende Linie CA c 
aufgetragen und die Zransverfalen Hi, 42, H3 u. f. w. gezogen hat, 
trage man auf CH einen Theil O1 des Kettembogens auf, ziehe nun 
durch den erhaltenen Theilpunkt (1) mit der Zransverfalen Zi eine Pas 
rallele und fchneide von ihr wieder einen Theil (12) ab; ebenfo ziehe man 
durch den erhaltenen Endpunkt (2) eine Parallele zur Zransverfalen 2 
und ſchneide von ihr (23) gleich einem Bogentheile ab; jegt ziehe man 
durch den neuen Endpunft (3) eine Parallele zu Z/3, mache (34) wieder 
gleich einem Bogenſtuͤck und fahre auf diefe Weife fort. Wir erhalten 
zwar fo ein Polygon (C1234...), da wir indeffen defien Seiten fehr 
kiein angenommen haben, fo können wir e6 als eine Curve betrachten oder 
dazu leicht die Curve finden, indem wir die Mittelpunkte der kleinen Geis 
ten (C1), (12), (23) u. f. w. durch einen Zug verbinden. 

Durch Aufhängen einer feingegliederten Kette an einer fenkrechten Wand 
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läßt ſich für praßtifche Bedürfniffe oft genau genug eine Kettenlinie eben- 
falls finden, melche gewiffen Bedingungen z. B. einer gegebenen Bogen: 
meite und Bogenhöhe, oder einer gegebenen Bogenweite und Bogenlänge 
u. f. w. entfpricht. 


$. 147. In vielen Bällen, und namentlich auch bei Anwendungen in 
der Architeftur und in dem Mafchinenmwefen, ift die Horizontalfpannung 
der Kettenlinie fehr groß und deshalb ihre Bogenhöhe Mein gegen die Weite. 
Unter diefer Vorausfegung ermittelt fi eine Gleichung diefer Curve auf 
folgende W:ife. 

Bezeichnet 8 die Länge, a die Abfeiffe CN und y bie Ordinate NO 
eines fehr gedruͤckten Bogens CO, Fig. 198, fo können wir der beigefüg> 


Fig. 18. . 





ten Anmerkung zu Folge annähernd 


= [: + % ()] y, 


und daher die Vertitalfpannung in einem Punkte. O eines niedrigen Ket⸗ 


tenlinienbogens 
— 
v=[1+%(2) ]w- 
und für den Zangentenwintel TON = @ beffelben 


lang.po = — == : + 2% ey} Z fegen. 


heilen wir die Ordinate y in m gleiche Theile, fo finden wir das einem 
foihen Theile OR entfprechende Stuͤck RO = NÜ der Abfeiffe z, indem 


wir fegen AQ = OR.tang. P=OR. HE 
€ 
Da x Elein fein fol gegen y, fo ift annähernd RO =OR.-. Sept 


— — ‚u 3 
man nun OR = * und ſucceſſiv für y : — 


kommt man nach und nach ſaͤmmtliche — von x, deren Summe nun 

BEER. _ N mt) +D — 
=: (1+?+3+..+m= Em: ($. 144) = * 
iſt und wieder der Gleichung der Parabel — 


u. ſ. w., ſo be⸗ 
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Gehen wir aber noch genauer, fegen wir in OR = OR. 3 Rateniinie, 


2 Fi ; 
[: + 3 ( =) ] ftatt x den leßtgefundenen Werth * ein, ſo erhal 
ten wir 


OR= OR. 41 +2.%)= =, +4 2). 


Nehmen wir nun wieder nad einander y„=— — I 4,23, 3 u. f. w. und 
fegen wir ftatt OR ebenfaus I 5 fo finden wir ſaͤmmtliche Theile von x, 
und ” De ſelbſt: 
Yar2+4 mt (#) +24 84m]. 
— eine e febr große Anzahl von Sieden ift aber die Summe der na: 
türlihen Zahlen von 1 bis m — = und die Summe ihrer Euben -- 


(f. „Ingenieur, Seite 144«), es ift — 
Yy 
u (44, tat 1 


1 = L + n = AR 1+— 12 69 1 die Gleichung einer ſtark 


gefpannten Bersenlinie 
Durch Umtehrung folgt 


2 2 
2 — _I _ _:CeT __ — 
y„=2cı Er 2cx 12 ca; ‚ daher 


)y= V2er- e— =, ober annähernd y= Y2 ea(1- I). 


Das Maaß der Serhemalfbaznung ergiebt fich ferner 
— — * Yy 4a? 
tan ty 
— 420 
3 e ax r 


Dir Tangentenwinkel @ wird beſtimmi burd) 
+3@)] 
tung 9-2 |1+3 )]=z rl 3 
SE] 


2a] | +:(@)} |: _+2)] d. i. 


Ketienlinie. 
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4) tang. 9 -2]ı — ] 


Hierzu ift endlich noch die Rectificationsformel: 


5) 5 : + 6) } =y [: + (2) ] zu fegen. 


Beifpiele 1) Für eine Spannweite 26 —= 16 Fuß und Bogenhoͤhe 


2 /25\? 
a — 2% Fuß if die Länge 2 = 16. ['+5(3) ]=16+ 16.0085 
—= 17,04 Bu, „ferner die a, des die Horizontalfpannung meſſenden Ketten⸗ 


ſtückes: ce = —+e rn -5 +: 1 „= SORT 417 = 13,217 Fuß; die “name des 


Aufhängewinfels: lang. « = se [1 + ++ (2) ] 7. |: +3 (#) ] 


. 2 
_ 103255 = 0,6153..., der Aufhängewinfel felbft aber « — 32°, 50°. 
2) Eine Kette von 10 Zuß einge und 91, Ruß Fommnnete eat die he 


3 — 
V — ——e—— 1” = 


— Y1zal? = k ‚335 Buß, und das Pac der Horigontalfpannung 
ee 1, 
+5 = > 8.673 Auf. 


3) Wenn eine 30 Fuß ange und 8 Pfund wer Schnur mit einer Kraft von 
20 Bf. fo viel wie möglich horizontal ausgeſpannt wird, fo iſt die ie Vertikalſpannung 


Vv=Y, G=4Pf., die Horigontaluft H= YS-V— va - vs 
— 19,596 Pf., die Tangente bes Aufbängewinfels: sang. m ar rn eg 


= 0,20412, der Winkel @ feleR = 11%,32°; das Maaß der Horizontalfpannung 


c= H = MH: 528 H = 73,485 Fuß, die Spannweite 25 if 


Y 
— 21 I1-+()] = W. l1-4:. (8 ] = 30 — 0,208 
3 U) y, . x 

— 29,192 Fuß und die Vogenhöhe a — V Van 
— V29,192.0078 = 1,524 äuf. 

Anmerfung 1. Wan findet aus dem Halbmeſſer A=B=-OD—r 
und der Ordinate AM = y eine® Kreisbogens AB Fig. 199 a. f. S, die Ordinate 
AN = BN = y, de6 halben Bogens AD —= BD, wenn man feßt 


AB: = ÄM + BM! = AN’ + (CB — CM)! 
— AM + (CB — VORAN)? =.2 CA 204 VOR - AM, vi 
4y! = ?2r? — 2r Vr’ — y. 


.__ —— —— 
Es iſt hiernach y. — VM ober annähernd, wenn y Mein 


it gegen r, 
nVrle 0-5] -vEtt 


44) 
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Durch wiederholte Anwendung dieſer Formel findet man die Ordinate des 
Biertelbogens 


2=% (1 + 5 — 24 (1 + &) ((4v..). 

ferner * des — * 

HE rn +) 
(HH). 


Da die DOrbinaten fehr Feiner Bögen den Bögen gleichgefeßt werben fönnen, 
fo erhalten wir hiernad den Bogen AB annähernd, 


se8dy=-Y (1 +1 +%+06%WN &). oder genauer 
- vl HH ++ HH. 
n 


Aber 1 u 4 ()* 4() +. - iſt (nach Ingen. S. 138) = — 
— %,, daher folgt denn * 





8 
__ (1 + ) y; 
ober wenn man flatt r die Abfeiffe BM = = einführt, und 2rz — y? ſebt 


— [1 +% (2) ] y- 
Diefe Formel ift nicht bloß für Rreisbögen, jondern für alle gebrüdte Eur: 


venbägen anzuwenden. 
Kia. 199. 





Anmerfung 2 Vergleicht man die gefundene Gleichung 
y- \/ Iz — = mit ber Gleichung 


b 
y = —V2ar — z* einer Ellipfe (S. Ingen. ©. 237), fo findet man 
8 "pr — 
. = cum = — 4, folglich a=3e und b=ayY, = cV3. 
Ge läßt fi alfo eine ſtark gefpannte Kettenlinie ale ein Bogen ACB, Fig, 
200, einer @llipfe anfehen, deren große Halbaren KC —= a = 3e und feine 
Halbare KD KE=b = cV3 if. 


Kettenlinie. 
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aeueninie. G. 148*. Die vollftändige Gleichung einer gemeinen Kettenlinie laͤßt 
ſich mittels des hoͤheren Calculs auf folgende Weiſe finden. 


Nach 6. 145 iſt für den Aufhängewinkel ZON = 5, Fig. 201, wel: 

chen die Berährungslinie OT eines Punktes O der Kettenlinie ACB mit 

Fig. 201. der horizontalen Ordinate ON ein- 

— — ſchließt, wenn der Bogen CO durch 

s bezeichnet und die Horizontal: 
fpannung = cy gefegt wird, 


Nun ift aber @ auch gleih dem 
| Winkel OPR, twelden ein Bogen» 

element OP = ds mit einem Ele: 
| mente PR= dy der Örbdinate 
| ON = y einfdließt, und 





OR dx 
lang. OPR = PR Ay’ 
da OR ale ein Element da der Drdinate CN = x anzufeben ifl; dem» 


de __s dy__® — 
nach folgt denn — oder 57 Auch iſt dr —=dr+df, 
alſo d = ds? — das. und daher 
ds? — de? e? 
m 
Durch weitere Umformung ergiebt ſich 
ds 
da? (+0) = ds, oder de = see, 
(+) da a 
Sept man +? = u, fo erhält man 2sds = du, und 


da — == Yu = dv; 





und durd Integration folgt nun (nad Art, 13 der analyt. Hälfslehren): 
= fe ER 5 Cont — Vu+ Const. 
— Y®+0° + Const., 
endlich, da x und s zugleih Null find, alfo 0 = Ve e@ 4 Const., d. i. 
Const. = — c if: 
) = vVe+e — c; fo wie umgefehrt 


s—= VYatl—d = yY?er+2?, und 
2—ı° 


== 





22 
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Beifpiel. Wenn eine 10 Fuß lange und 30 Pfund ſchwere Kette ACB fo Kuttentinir. 
aufgehangen wird, bag bie Bogenhöhe CM = 4 Fuß beirägt, fo bat man 

. ’ = "ho = 3 Pf. 
„to _ fo = %, und daher 
die Horizontalfpannung H = oy=3.% = 3%, Pfund. 

8. 149 *). So wie wir im vorigen Paragraphen duch Entfernung 
von Jy auf eine Gleichung zwifhen dem Bogen s und der Abfciffe ge⸗ 
ftoßen find, eben fo können wirt nun durch Eliminirung von dız eine 
Gleichung zwifhen dem Bogen s und ber Ordinate y finden. Man ſetzt 
zu diefem Zwecke in vr Sleichung 








d: 
Frechen —, da? = ds? — dy, 
und erhätt fo die Sreichung 
8 _de—dy _ 
Frhr Tr u oder Pr +) erdst, alſo 


Dividirt man im Zähler und Nenner durch c und fegt z = v, fo 


erhält man 
a(*) edö 


Va vite' 


und es liefert nun die Sormel KIV. im Art. 20 ber analptifchen Huͤlfs⸗ 
lehren das entſprechende Integral 


. Loq. nut. (v + VITA5), d.i. 
2) Logqg. nat. zz) 


Setzt man in dieſer Formel = V2 cata, fo erhält man die 


eigentliche Goordinatengleihung der gemeinen Kettenlinie . 
d / 2 
3) y==c. Loqg. nat. (rerrleete), 
eliminiert man aber c, fo ergiebt fi; die Gleichung 
_8—2 | +2) 
4) y= — bog. nat. + 
Endlich folgt aber durch Umkehrung von 2. und 3.: 


L I c 
5) s=(e* 29. und 


Beisbach's Mechanik. 2te Aufl. 1.8». 13 
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Yarabeı sis $. 144. Segen wir jest voraus, daß das Seil ACB, Zig. 194, durch 
FE Jauter gleiche, in gleichen Dorigontalabftänden aufgehängte Gewichte Gi. 
Fig. 194. G, u.ſ. w. gefpannt ſei. Bes 

— zeichnen wir den Horizontal⸗ 

abſtand AM zwiſchen dem 
Aufhaͤngepunkte A und dem 
tiefften Punkte C durch d, 
den Vertikalabſtand CM aber 
durh a; fegen wir ferner 
für einen andern Puntt O 
des Seilpolygones die gleichlies 
genden Goordinaten ON = y 
und ON = . Sft nun die 
Vertifalfpannung in A = F, fo folgt dien O = 4 .V, und daher 
für den Neigungsmwintel NOT = ROQ = p dis Seilſtuͤckes OQ gegen 


den Horizont: fang. @ = 4 7 wo M die conftante Horizontals 





fpannung ausdrüdt. 2 

Es ift hiernach OR = OR. lang. = OR. 4 der Hoͤhen⸗ 
abſtand zweier benachbarten Eckpunkte des Seilpolpgones. Segen wir y 
der Reihe nah OR, 2OR, 3OR u. f. w., fo giebt nun die legte Glei⸗ 
‘hung die entfprechenden Höhenabftände des erften, zweiten, dritten Eds 
punftes u. f. w., von unten nad oben gezählt; und addiren wir endlidy 
alle diefe Werthe, deren Anzahl — m fein möge, fo erhalten wir die 
Höhe CN des Punktes O über dem Kufpuntte C. Es ift namlich: 
z=0N=%.@ (OR + 2OR+30R +... + m. OR) 
_V OR ’ _V/ mm+1), OR 
u et 
ber Theorie der arithmetifchen Reihen zufolge. 

Endlih OR = 3 geſetzt, erhält man: 


Y mam+i) % 
HH ım "bb 

Iſt die Zahl der Gewichte fehr groß, fo kann m + 1 = m ange: 
nommen werden, weshalb man erhält: 


— 


x = 
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Für = =aifty= b, daher hat man auch: Yaraı ae 
ennenlimie. 
4 7 7° und hiernach einfacher: 
& 


5, welche Gleichung nur der Parabel zukommt. 


Wird ein uͤbrigens gewichtsloſes Seil durch unendlich viele, in 
gleichen Horizontalabſtaͤnden angreifende Gewichte geſpannt, ſo geht das 
Seilpolygon in eine Parabel uͤber. 

Fuͤr den Neigungswinkel ꝙ hat man hiernach: 


24 x 27 s 

tan. =}. F *29. 20 5* 7 ſowie 
tang. a = ed 
z 5 


Es ſchneidet alfo die Tangente OT die Abfciffenare fo, daß CT=UN 
— Abſciſſe if. 
Mären die Ketten und Hängeifen einer Kettenbrüde ADFB, Fig. 195, 
Fig. 195. 





gewichtelos, oder leicht genug in Hinſicht auf das nur zu berüdfichtigende 
Gewicht der belafteten Brüde DEF, fo würde bie Kette ACB eine Pa⸗ 
rabel bilden. 


Beifviel. Ws fei die ganze Belaflung der Kettenbrüde in Fig. 195 
— 320000 Pf., die Spannweite AB = 25 = 150 Auf und die Bogenhöhe 
CM = a = 15 Fuß, man fuht die Spannungen und übrigen Berhältniffe der 
Kıtte. Die Neigung der Kettenenden gegen den Horizont if beſtimmt durch die 


Bormel: tang. a — 20 a = = = — 0,4, e iR alfo dieſelbe æ — 21,48. 
Die Bertilalfpannung an jedem Aufhängepunfte if V, = Y, Gewicht — 160000 Pi. ; 
bie Gorigontalfpannung H = V, cotg. «a = 160000 = 400000 Pf, end: 
li die Geſammtſpannung an einem Ende: 


Ss= YWTE= VI + cotg. a® — 160000 . 14 (u) 
— 160000 280000 v3 = 430813 Bf. 


04 


Kettenlinie, 
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$. 145. Wird ein an zwei Punkten aufgehängtes volllommen biegfa> 
mes und unausdehnbares Seil, oder eine aus kurzen Gliedern beftehende 
Kette, durch das eigene Gewicht gefpannt, fo bildet die Are derfelben eine 
trumme Linie, die den Namen Kettenlinie (franz. chainetie, engl. 
catenary) erhalten hat. Die unvolllommen elaftifhen und ausdehnbaren 
Schnüre, Seite, Bänder, Ketten u. ſ. w., wie fie im praktiſchen Reben 
vorkommen, geben frumme Linien, welche ſich der Kettenlinie nur annd- 
bern, meift aber als folche behandelt werden können. Nach dem Vorher⸗ 
gehenden ift die Horizontalfpannung der Kettenlinie an allen Punkten 
gleich ſtark, dagegen die Vertikalfpannung gleich der Vertikalſpannung 
im darüber befindlichen Aufhängepunfte minus Gewicht des darlıber bes 
findlichen Kettenftüdes. Da die Spannung im Scheitel, mo die Kettenlinie 
horizontal ift, fich vernufft, alfo die Vertitalfpannung im Aufhaͤngepunkte 
gleich ift dem Gewichte der Kette vom Aufhaͤngepunkte bis zum Scheitel, 
fo int die Vertilalfpannung an jeder Stelle audy gleich dem Gewichte des 
Darunter befindlichen Seil: oder Kettenftüdes. 

Sind gleidy lange Stuͤcke der Kette gleich ſchwer, fo entfteht die foge: 
nannte gemeine Kettenlinie, von welcher bier nur die Rede ift. 
Wi gt ein Seils oder Kettenftüß von 1 Fuß Länge y, und ift der den 
Goordinaten CM = a und MA —= b, Fig. 196, entfprechende Bogen 

Fig. 196. AOC = 1, fo hat man das 
— — Gewicht des Kettenſtuͤckes 
AOC = )5; iſt dagegen die 
Laͤnge des den Coordinaten 
CN =zund NO=y an: 
gehörigen Vogende — s, fo 
bat man für das Gewicht die: 
fe8 Bogens — sy. Segen wir 
endlich die Länge eines gleich- 
artigen Kettenftüdes, deffen 
Gewicht glei ift der Doris 
sontaifpannung 7, = c. fo 
haben mir noh 7 = cy und daher für die Neigungswinkel & und ꝙ 
in den Punkten A und O: 





tang. & = lang. SAH = = = 2 = 2 und 
tang.p = lang. NOT = — = —. 


8. 146. Macht man die Horizontale CH, Fig. 197, — der Länge c 
des die Horizontalfpannung meffenden Kettenftücdes und CG gleidy der 
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Ränge | des Kettenbogens von der einen Seite, fo bekommt man, in Autmiinie. 
Uebereinftimmung mit $. 142, in der Hypo⸗ 

: tenufe GH das Maaß und die Richtung der 

' Speilfpannung im Aufhängepunfte A, denn 

es iſt 

tang CHG = en * und 

GH = VOR + CR—VR + 0, 
vfrS=y@a?+A—=VRr+%.y 

— GA.y. 

Theilt man nun CG in gleiche Theile und 
zieht von ZI nach den Theilpunkten 1, 2, 3 
u. f. w. gerade Linien, fo geben diefe die 
Maaße und Richtungen der Spannungen 
derjenigen Punkte in der Kettenlinie an, 
welche man erhält, indem man die Länge des Keitenbogens AC in ebenfo 
viel gleiche Theile theitt. So giebt z. B. die Linie 73 das Maaß und 
die Richtung der Spannung oder die Tangente im Theilpunkte (3) des 
Bogens AC an, weil in diefem Punkte die Vertikalſpannung = (’3.Y 
ift, während die Horizontalfpannung unverändert = c.y bleibt, alfo für 
biefen Punkt fang. @ = — = 3 iſt, wie die Figur auch wirklich 
giebt. 

Dieſe Eigenthuͤmlichkeit der Kettenlinie laͤßt ſich benutzen, um dieſe 
Curve annähernd genau mechaniſch zu conſtruiren. Nachdem man die 
gegebene Länge C(G des zu conftruirenden Kettenlinienbogens in fehr viele 
gleiche Theile getheilt, die die Dorizontalfpannung meffende Linie c 
aufgetragen und die Zransverfalen Ai, 72, H3 u. f. mw. gezogen hat, 
trage man auf CH einen Theil CO1 des Kettenbogens auf, ziehe nun 
durch den erhaltenen Theilpunkt (1) mit der Transverfaten Zi eine Pa: 
ralfele und fehneide von ihr wieder einen Theil (12) ab; ebenfo ziehe man 
durch den erhaltenen Endpunkt (2) eine Parallele zur Transverfalen 772 
und ſchneide von ihr (23) gleich einem Bogentheile ab; jegt ziehe man 
durch den neuen Endpunkt (3) eine Parallele zu 3, mache (34) wieder 
gleich einem Bogenſtuͤck und fahre auf diefe Weife fort. Wir erhalten 
zwar fo ein Polygon (U1234...), da wir indeffen deffen Seiten fehr 
Kein angenommen haben, fo können wir es als eine Curve betrachten ober 
dazu leicht bie Gurve finden, indem mir die Mittelpunfte der kleinen Sei 
ten (C1), (12), (23) u. f. w. durch einen Zug verbinden. 

Durch Aufhängen einer feingegliederten Kette an einer fenkrechten Wand 
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Rerentinie laͤßt ſich für praßtifche Bebärfniffe oft genau genug eine Kettenlinie eben: 
falls finden, welche gemwiffen Bedingungen z. B. einer gegebenen Bogen» 
meite und Bogenhoͤhe, oder einer gegebenen Bogenweite und Bogenlänge 
u. f. w. entfpricht. 


$. 147. In vielen Faͤllen, und namentlicy auch bei Anwendungen in 
der Architektur und in dem Mafchinenwefen, ift die Horizontalfpannung 
der Kettenlinie fehr groß und deshalb ihre Bogenhöhe Bein gegen die Weite. 
Unter diefer Vorausfegung ermittelt ſich eine Gleichung dieſer Curve auf 
folgende Weiſe. 

Bezeichnet s die Länge, ac die Abfeiffe CN und y die Ordinate NO 
eines fehr gedrüdten Bogens CO, Fig. 198, fo können wir der beigefüg= 


Fig. 198. . 





ten Anmerkung zu Folge annähernd 


s=[1+% ()] y. 


und daher die Vertitalfpannung in einem Punkte. O eines niedrigen Ket⸗ 


tenlinienbogene 
— 2 =y] 
und für den Zangentenwintel TON = @ beffelben 
Ss __ za y 
lang.po = — |: + 9, 69] — ſetzen. 


Theilen wir die Ordinate y in m gleiche Theile, fo finden wir das einem 
folhen Theile OR entfprechende Stuͤck RO = NÜ der Abfciffe ©, indem 


— — 2(&\? 
wir fegen RQ = OR.tang. g=OR. HE + (2) ] 

Da © Hein fein foll gegen 7, fo ift annähernd AQ = OR. 2 Setzt 

— ‚y ıy3y 

man nun OR= n und ſucceſſiv für y ea f. w., fo be 
kommt man nad und nad fämmtlihe Theile von &, deren Summe nun 

_ 9%? mm+1) a * 
== ZZ U42434+.. +m)= Te = 
ift und wieder der Gleichung der Parabel entfpricht. 
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Gehen wir aber noch genauer, fegen wir in OR = OR. I Fetenlinit. 


2(z\ Fa 
|: + (3) J ſtatt x den letztgefundenen Werth * ein, ſo erhal⸗ 
ten wir 


or=oR.Yı+4.5)=ly+ 4%). 


6’ 
I UL u. fm. und 
m 


Nehmen wir nun wieder nach einander y=7 
fegen wir ftatt OR ebenfalis I I fo finden wir fämmtliche Theile von x, 
und die Summe felbft: 
ı=- 314 (1+2+3-+.. Am)+oz- (2) B+23+3+. +]. 

Str eine fehr große Anzahl von Gliedern iſt aber die Summe der na: 
türlihen Zahlen von 1 bis m — = und die Summe ihrer Guben —_- 


(f. »Ingenieur, Seite Br es ift a 
Yy . 
a=- (3% 5 > F d. i. 


1) = en 3 . = AR 1+- 15° 5-(2) J die Gleichung einer ſtark 


geſpannten — 
Durch Umkehrung folgt 


| a? 
2 — — — — ER — — 7 
P=2cız -— —2ca —— = 2cz ‚ daher 


a2 
2) y= V2en- er — 7, obır annähernd y= V2 (1). 


Das Maaß der Horizontalfpannung ergiebt fich ferner 


_Y, 7 _Y?,yY/%E 
—35 atay rt 

— * x j 
e=,,t 


Der Tangentenwinkel p wird beftimmt durd) 


an „2 BE 9 
9. y — * A (H]=7 #|1+4@)] 


HQI]: 


Kettenlinie. 
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ug =2[144(2)] 


Hierzu ift endlich noch die Mectificationsformel: 


5)s=Y [: +35) |= =y : +2(2) ] zu fegen. 
Beifpiele 1) Für eine Epannweite 25 —= 16 Fuß und Bogenhöhe 


a — 2% Buß iſt die Linge 2 = 16. (+3 @)'] = 16 + 16 ..0,065 


— 17,04 Fuß, ferner die Fa des bie Horizontalfpannung mefenden Ketten⸗ 


* 
ſtückes: c = 5, rn 5 28 2 n>=12 er 417 = 13,217 Fuß; die ahnen des 


Nufhängewinfeld: lang. a = za fh +7 - (Z )]- > | +35 )] 


2 
— 3. 1,03255 — 0,6153..., der Aufhaͤngewinkel or aber « = 32°, 50. 


2) Gine Kette von 10 Zuß einge und 91%, Ruß Srannweiten nei die Bogenhöbe 






3 DIN). 2. 3 37 
VERF Vrn-VE 


— VTI 1,7812 = ‚335 Buß, und bas Mag der Sort ontaffpannung 
1.335 
e- ut, = 2. te — 8.673 Fuß. 


3) Wenn eine 30 Buß lange und B Pfund Fmere Schnur mit einer Kraft von 
20 Bf. fo viel wie möglich Horizontal ausgefpannt wird wird, fo in die ie Bertifalfpannung 


v=Y, @=4®f., die Horizentalftuft H = vs-v S!_V! — v20'-# = vs 384 

— 19,596 Pf., die Tangente des Aufhängewinfels: tang. m = 1 Er 

— 02042, der Winfel ꝙ ſelbſt — 11%32°; das Maaß ber Horizontalfpannung 
-7 


0 
= H —= 73,485 Fuß, die Epannweite 25 if 


_21 T-2.©]- o.[1-4.(35)] - 30 - oe 
3 29,79 
— 29,192 Zuß und die VBogenhöhe a = Vs - v3 3 LE 0.208 
— v29,792.0,078 = 1,524 Buß. 
Anmerfung 1. Dan findet aus dem Halbmeſſer A=B=-(OD=r 
und der Ordinate AM —y eines Kreisbogene AB Fig. 199 a. f. S, die Orbinate 
AN= BN — yı des halben Bogens AD — BD, wenn man feßt 


AB: — AM + EM! — AM’ + (CB — CM) 
Air ccB — VER AM: = ICH — 204 VCH — AME di 
Ay! = Ir Ir Vr-yi 


Ge if hiernach y. — V e Zeven — oder annähernd, wenn y Fein 


it gegen r, 
no y/% ["- "0-5 =] - vet) 


Ye 
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Durch wiederholte Anwendung diefer Bormel findet man bie Ordinate des Keientinie. 
Biertelbogens | 


+) 4048) ru) 

ferner die des —*& 

ν 
—644 vo). 


Da die Ordinaten fehr Feiner Bögen den Bögen gleichgefeßt werben fönnen, 
fo erhalten wir biernadh den Bogen AB annähernd, 


8.4, = sy (1411 + 4 +09 &), ser genauer 
- vl HH +4 + WW HI 
Aber + Yu 4()* + lV)d’+ . - - iſt (nach Ingen. S. 138) = — 
— Y%,, daher folgt denn “ 
y"\.. 
(tt )8 
oder wenn man flatt x die Mbfeifie BM — = einführt, und Zrz — y? fept 


2 
_— [: +, (=) ] y. 
Diefe Formel ift nit bloß für Kreisbögen, fondern für alle gebrüdte Eur: 


venbögen anzumenden. 
Kia. 19. 


| Fig. 2C0. 





Snmertung Bergleicht man die gefundene Gleichung 
y- \/ I — = mit der Gleichung 


y — TVZa⸗ — z* einer Ellipfe (S. Ingen. S. 237), fo findet man 
: ER 
— = e um ji — “, folglid a=3c und b=ayY, = cV3. 


Es laͤßt fi alfo eine ſtark gefpannte Kettenlinie ale ein Bogen ACB, Fig, 
200, einer Elipfe anfehen, deren große Halburen KC = a = 3c und fleine 


Halbaxe RD = KE—=b—= cV3 if. 


z 
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frteninie. 6. 148%. Die volftändige Gleichung einer gemeinen Kettenlinie läßt 
ſich mittel6 des höheren Calculs auf folgende Weife finden. 


Nach $. 145 ift für den Aufhängemintel TON 9, Fig. 201, wel: 

chen bie Berährungslinie OT eines Punktes O ber Kettenlinie ACB mit 

Fig. MI. der horizontalen Orbinate ON ein 

— — ſchließt, wenn der Bogen CO durch 

s bezeichnet und bie Horizontal: 
fpannung = cy gefegt wird, 


tang. = — 


Nun ift aber 9 auch gleih dem 

Winkel OPR, welchen ein Bogen» 

element OP = ds mit einem Ele: 

mente PR= dy ber Ordinate 

ON = y einfdließt, und 

a OR ds 

tang. OPR = PR = dy N 

da OR ale ein Element = der Ordinate CN = x anzuſehen ifl; dem: 
ä 

nad} folgt denn =: — 2 0 IE = 5 Audit dr—dart de 








de? * 
alfo dr = ds?’ — dar und daher 
d?—de 0 
de ee 
Durch weitere Umformung ergiebt ſich 
ds 
da? (+0) = ds, oder de = m 
+0) Er: 
Sept man ?+c? = u, fo erhält man 2sds = du, und 
1 
dis — =yu — du; 





und durch Integration folgt nun (nady Art. 13 ber analpt. Huͤlfslehren): 
— Y 
= * “de = 1. m + Cons.—= Yu + Const. 
2 


— vVs?+c0? + Const., 
endlich, da x und s zugleih Null find, alfo 0 = ve + Const., b. i. 
Const. = — c if: 
ı) = ver — c; fo wie umgekehrt 


s—= V(ea+toW%—d = V2er +2, und 
s—ı? 


== 





22 
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Beiſpiel. Wenn eine 10 Fuß lange und 30 Pfund ſchwere Kette ACB fo genenlinic. 
aufgehangen wird, daß die Bogenhöhe CM — 4 Fuß beträgt, fo hat man 

j 4 == "ho = 3 Pf. 
— a — 4 — %, und daher 
die Horizontalfpannung H= =oy=3.% — 3% Pfund. 

6. 149%). So wie wir im vorigen Paragraphen duch Entfernung 
von dy auf eine Sleihung zwiſchen dem Bogen s und der Abfciffe ge: 
ftoßen find, eben fo koͤnnen wir nun durch Eliminirung von dız eine 
Gleihung zmwifhen dem Bogen s und der Ordinate y finden. Man fest 
zu diefem Zwecke in ber z Bleicung 


ey _ 2, erde — dp, 








cc = 


da? - 5 ’ 
und erhält fo die Gleichung 
82 ds?— d 
== EFT y ‚oder d2 (+) = dsl alfo 


= Tere 


Dividirt man im Zähler und Nenner durch c und fegt > = v, fo 


due a(*) _.. ede 
"7 Vire 


und es liefert nun bie Formel XIV. im Art. 20 ber analptifhen Huͤlfs⸗ 
lehren das entſprechende Integral 


— — Log.ndt.(v + Vi+v), d.i. 
2) y= c Log.nat. + vete) 


Setzt man in diefer Korntel — VY2cz +2%, fo erhält man bie 
eigentliche Coordinatengleihung der gemeinen Kettenlinie . 


3) y=e. Log. nat. („tetv2eo tz eat), 
eliminiert man aber c, fo ergiebt ſich die Gleichung 
4) y= — Log. nat. ste) 
Endlich folgt aber * Umkehrung von 2. und 3.: 


erhaͤlt man 


Weisbach's Mechanik. 2te Aufl. J. Bd. 13 


Kruterlinie. 


Roll, 
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6) el Pr + €‘) — | c 
und es bezeichnet e die Grundzahl 2,71828.. des natürlichen Logarith: 
menſyſtemes (f. Art. 14 der anabytifchen Huͤlfslehren). 


Beifpiel. Zwei zufammengehörige oorbinaten einer Kettenlinie find 
s—=2Fuß und g=3 Fuß, man fucht die Horigontalfpannung e diefer Curve? 


„_ı- 9,2. 
Annähernd iſt nad No. 3 des Paragraphen 47, c = utre=7tr == 2,98. 
Nah No. 3 dieſes Paragraphen ift aber genauy=cLn (FetVletz ‚bi 
3=cLn — 15 bierin e = 2,58 geſetzt, befommt man ben 








= 3 — 3035 = — 0.085; nt — aber e — 2.38, fo —8* man den 
45342/3535 | | 8,2876 
Fehler f, = 3 — 2,53 In Ga = 3 — 253 Ln H 333 
= 3— 3,002 =- — 0,002. Um nun den wahren Werth von c zu finden, fegen 
wir nad) einer befannten Regel (. Ingenieur, Seite 129), 
e—2 258 _f__ 0055 _ — 17,9, auf diefe Weife folgt 


c—253 fi 0,002 
16,5.c = 17,5. 2,53 — 2,58 = 41,69, daher 


— — 2,527 $uß. 


Anmerkung. Sehr einfach laſſen fih s, = und y durch den Aufhängewinfel 


g ausdrüden; es ift nämlich nach dem Vorſtehenden 
c sin. m 


s= ce lang. 9 ng" ferner 
z=c(Vi + tang. 9 — 1) — en und 


y = ce Log. nat. (lang. 9 + VI + tang. 9°) = c Log. nat. (re). 8 
Mittels dieſer Formeln kann man die Bogen⸗ und Gortbinatenlängen für 
verſchiedene Neigungs⸗ oder Aufhaͤngewinkel berechnen, und es läßt ſich hierzu 
leicht eine zweckmaͤßige Tabelle, wie im Ingenieur S. 399, anfertigen. Hierbei 
hat man nur eine einzige Kettenlinie, am beſten diejenige, bei welcher das Maaß 
c der Horlzontalſpannung — 1 iſt, zu Grunde zu legen; für eine andere Ket⸗ 
tenlinie, welche der Horizontalfpannung c entfpricht, findet man dann s, = und 
y, indem man die durch die Tabelle angegebenen Werthe von s, æ und y mit ce 


multipliciet. 


$. 150. Seile, Riemen u. f. mw. find auch die gemöhnlichften Mittel, 
wodurch Kräfte auf Rollen und Radwellen uͤbergetragen merden. 
Von den Theorien diefer beiden Vorrichtungen möge deshalb hier noch das 
Allgemeinfte, foviel es ohne Beruͤckſichtigung der Reibung und Steifigkeit 
möglich ift, entwickelt werben. 
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Eine Rolle (franz. poulie, engl. pulley) ift eine um eine Are dreh⸗ 
bare kreisfoͤrmige Scheibe ABC, Fig. 202 und Fig. 203, um deren 


Fig. 202. | Fig. 203. 








Umfang ein Seit liegt, deffen Enden durdy Kräfte P und O angefpannt 
werden. Bei einer feiten Rolle (franz. p. fixe, engl. fixed p.) ift das 
Gehaͤuſe oder Lager (franz. chape, engl. block), worin ihre Aren oder 
Zapfen ruben, unbeweglich, bei einer Lofen Rolle (franz. p. mobile, 
engl. moveable p., hingegen ift das Zapfengehäufe beweglich. 

Im Gleichgewichtszuſtande einer jeden Rolle find die Kräfte P und Q 
an den Seilenden gleich groß, denn jede Rolle ift ein gleiharmiger Win⸗ 
£elhebel, den man erhält, wenn man von der Are C Perpendikel CA 
und CB auf die Kräftes oder Seilrichtungen DP und DO fäut. Auch ift 
klar, daß die Kräfte Pund Q bei irgend einer Drehung um C einerlei Wen, 
nämlich 79, zurüdiegen, wenn r den Halbmeffer CA —= CB und @° den 
Umdrehungswinkel bezeichnet, und daß fidy auch hieraus auf die Gleichheit 
zwiſchen P und Q fehließen läßt. Aus den Kräften P und Q entfpringt 
aber eine vom Zapfenlager aufzunehmende Mitteltraft CR = R, die von 
dem Winkel ADB — «a, unter welchem die Seilrihtungen zuſammen⸗ 
ftoßen, abhängig ilt und ſich als Diagonale des aus P und @ zu conſtrui⸗ 


enden Rhombus CP, RQ,, R= 2 Pos. > ergiebt. 


$. 151. Bei der feften Rolle, Fig. 202, befteht die Kraft O an einem 

Seilende in der zu uͤberwindenden oder zu hebenden Kaft, es ift daher hier 

Kraft gleich Laſt, und es bewirkt die Anmendung diefer Rolle nichts 

weiter als eine Richtungsveraͤnderung. Bei ber lofen Rolle, Fig. 203, 

hingegen wirkt die Laft R an dem hakenförmigen Ende des Zapfenlagers, 
13 * 


Rolle. 


Rode. 


Radwelle. 
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waͤhrend das eine Seilende an einem unbeweglichen Gegenſtande befeſtigt 


iſt; hier ift alfo die Kraft >= zu fegen. Bezeichnen wir bie 





2.cos. > 


Sehne AMB, welche dem mit Seil bedediten Bogen entfpricht, durch a und 
den Halbmeffer CA = CB, mie vorhin buch r, fit a—=2 AM 


— 2. CA cos CAM=2CAcos. ADM ==2r cos. — es laͤßt ſich daher 





— und ebenſo _— fegen. Diefem nach verhält ſich alfo bei 
2 cos. > 

Fig. 204. der loſen Rolle die Kraft zur Laft, wie 

u der Halbmeffer der Rolle zur Sebne des 


Seilbogens. 

Iſt a==?r, bedeckt alſo das Seil einen Halb: 
kreis, Fig. 204, ſo faͤllt die Kraft am kleinſten, 
naͤmlich P=Y,Raus; it at, alſo 600 von 
der Rolle mit Seil bededt, fo hat man P=R. Se 
Eleiner nun a ausfällt, befto größer wird P, und 
für ein unendlich Meines a, d. h. für eine unendlich 
| Meine Seilbedeckung ift die Kraft P unendlich groß. 
| Bei den Wegen tritt ein umgekehrtes Verbältniß 
ein; ift s der Weg von P, welcher einem Wege h 
von AR entfpriht, fo bat man Ps = Rh, daher 





Die loſe Rolle ift alfo ein Mittel zur Kraft: 
veränderung; es läßt ſich durch diefelbe 3.3. eine gegebene Laft durch eine 
Eleinere Kraft beten; in dem Werhältniffe aber, um welches man an 
Kraft gewinnt, verliert man an Weg. i 

Anmerfung. Bon ber Zufammenfegung der Rollen zu Rollens und Fla⸗ 
fhenzügen, fowie von dem Ginfluffe der Reibung und des Steifigfeitswiderftandes 
wird fpäter ausführlich gehandelt werden. 

$. 152. Die Radmelle (franz. roue sur l’arbre, engl. wheel and 
axle) ift eine fefte um eine gemeinfchaftliche Are drehbare Verbindung, 
ABFE, $ig. 205 (a. f. S.), von zwei feften Rollen oder Nätern. Das 
Eleinere von diefen Rädern heißt Welle (franz. arbre, engl. axle), das 
größere aber Rad (franz. roue, engl. wheel). Dierunden Enden E und F, 
momit die Vorrichtung aufrubt, heißen Zapfen (franz. tourillons, engl. 
trunnions). Die Umbdrehungsare einer Radwelle iſt entweder horizontal, 
oder vertikal — oder fchief. Hier fol zunächft nur von derjenigen Rad: 
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weile die Nede fein, melde fihb um eine horizontale Xre dreht; auch 
Fig. 205. 


wollen wir hier voraus⸗ 
fegen,, daß die Kräfte 
P und Q oder Kraft P 
und kalt Q an den 
Enden volllommen bieg: 
famer : Seile wirken, 
die um die Umfänge 
des Rades und der Welle 
gelegt find. Die zu 
beantwortenden Fragen 
“find: in welhem Ber: 
bältniffe ſtehen Kraft 
P und Laſt Q zu ein: 
ander, und melde 
Drüde haben die 3a: 





pfenlager bei E und F aufzunehmen? 

Denken wir uns durch die Are CD eine Horigontalebene gelegt und die 
Angriffspunfte A und B der Kraft P und Laft Q in diefe Ebene verfegt, 
denken wir uns alfo die Kräfte P und Q in A, und B, angreifend. 
Sind die Winkel AA,C und BB,D, welde beide Kräfte mıt dem Hori⸗ 
zonte einfchließen, S «& und ß, fo laſſen ſich diefe Kräfte durch die Hori⸗ 
zontalträfte R= P cos. ©, S= O cos. B und durdy die Vertikalkraͤfte 
P,=P sin. a und Q, = (Q sin. ß erfegen. Die Horizontalkräfte find 
noch der Are gerichtet, Eönnen in C und D angreifend angenommen und 
deshalb von der Axe volllommen aufgenommen werden. Die Vertikal: 
kraͤfte P, und Q, hingegen fuchen die Radwelle um bie Are zu drehen. 
Sft K der Durchſchnitt zwifchen der die Angeiffspuntte A, und B, ver: 
bindenden Linie mit der Are CD, fo find AKA, und KB, die Hebelarme 
von P| und Q,, und es ift Gleichgewicht um X und alfo audy um CD, wenn 


KA CA 
P,.KA, = Q,.KB,, oder, da KB, — DB.’ wenn 
P.. oA = — (01. DB, oder, va = 4 und 
ö CA 
1 = DB . 
0758, iſt, 
P.CA „, _ 0.DB 
Ca . CA, — DB .DB.. d. i. 


P.CA=0.DB, over Pa = 0b, 
wo a und 5b die Hebelarme der Kraft und Laft oder die Halbmeffer des 
Rades und der Welle bezeichnen. Bei einer Radwelle ift alfo, wie 


Radwelle. 


Radwelle. 
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bei jedem Hebel, das ſtatiſche Kraftmoment gleich dem ſta⸗ 
tiſchen Laſtmomente. 


$. 153. Die Kräfte P, und Q, erzeugen in einen Vertikaldruck 
P +Q,. zu dem ſich noch das im Schwerpunkte S angreifende Gewicht 
G der ganzen Radwelle gefellt. Beide Zapfenlager E und F haben alfo 
den Vertikaldruck PA +Q,+G=Psin.«+0Qsin.8 + G auszuhalten. 
Segen wir die ganze Ränge der Radmelle, von Zapfen E zu Zapfen F'gemeffen, 
— die Theile EC—= 1, CD=1Lh, DF=4, afpli—l, +h+l; 
und die Entfernungen ES und FS des Schwerpunftes S von den Lagern 
— d, und = d,, alfo auch = d, + d,, fo bekommen wir, da noch 
DE P, Pi, 
De no, 40, 
ift, für den Vertikaldruck X | im Zapfen E: 
X: EF=G.FS+(P+0.\) FK, 


Gd,+{P, +0) (+, 1) u 
u... 1% 








= — 
vo Gd, HE+OL HRG 
I 
Dagegen für den Vertikaldruck x im Zapfen F: 
X,.EF=G. ES + (+0) EK d. i. 


Gd,+A+Q) (1 +, 
„rt re) (& Arbı 2); 


X — Gd, +(Pı+0ı) + Qıl 
2* un. 


Was noch die Horizontalkräfte f und S betrifft, fo haben diefe in 
Beziehung auf F die Momente R.FC= R(l, +) und S.FD=S.I,, 
und in Beziehung auf E: S.ED=S(, +) und R.EC= Al; 
fegen wir daher die von ihnen hervorgebradyten Horizontaldruͤcke auf die 
Zapfen E und F= F, und F,, fo erhalten wir: 

Y,.:.FE=R.FC—S.FD, alfo 
vn Aura S 


Y,.FE=S.ED—R.EC, alfo 
y _ SU+o—Rh 
2—— 


Aus X, und F, folgt der gefammte Zapfendruck in E: 
F —= vVX?+ 72, und ebenſo aus X, und }, derſelbe in F: 
— VX2+ 72: | 


‚und 
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Sind endlidy noch ꝙ und Y die Winkel, weiche die Richtungen dieſer Karte. 
Drüde mit dem Dorizonte bilden, fo hat man 


tang.p = * und fang. v — * 


Beiſpiel. Die Laßt Q einer Midwelle zieht ſenkrecht nieder und beträgt 
365 Pf.; der Halbmefler des Rades: a IR — 1%, Buß; der Halbmefler der 
Melle: b — %, Buß; das Gewicht der leeren Radwelle beiträgt 200 Pf; ihr 
Schwerpunkt ſteht von den Zapfenlagen E und F um d, = 1Y, und d, = 2% 
Fuß ab, das Radmittel it um d, = %, Fuß vom Zapfen E und die Bertifal- 
ebene, in welder die Laft wirft, ift um 4 = 2 Buß vom Zapfen F entfernt: 
wenn nun bie zur Herflellung des Gleichgewichtes nöthige Kraft P am Nabe, 
unter einem Winkel « von 50 Brad vom Horizonte abweichend, nieberzieht, wie 
groß wird diefelbe ausfallen und welches werden bie Zapfenprüde fein? Ge iſt 
Q0 = 365, $ = MM, folglich , = ( a. = 0m 8S 0 cos. 30, 
ferner P unbelannt und « = 50°, daher P, = P sin. « = 0,7660 . P und 
R = P cos a = 0,6428 . P; nun if aber a = 1%, = /, und 5b = %,, 6 


folgt daher P = 0 = 74.365 = 156,4 Bf, A = 119,8 und R = 100,5. 


Weil ferner G — 200, dı = hy 2, i=Y%+% 
— 4, und — — E) = 4. — . = Yu fo ergiebt ſich der BVertifal- 
druck in E: 


= 200. AFBSSHA) 31198. Y_ 181035 = 4048 ®, 
der Bertifalpeud in 2”: 

x. —SäS — Y+365.Y, _ 111885 = 2800 ®f. 
Diefe beiden Rräfte geben Fa wie fehr recht, 


xt =0+G+P = 6848 Pi. 
Die Horigontalfraft im Zapfen E if: 


1. — == 81,7 ®f. und bie in F: 
y,= 0. (Y% + 70 2 . 9% o_ 188 Br; 


die Summe biefer Kräfte iſt atig = R+ S = 10,5 Pf. 
Der Zapfendrud in Z if unter dem Winkel 9 gegen den Horizont gerichtet, 
für welchen man hat: 
X 


tang. 9 -y7 = Log. tang. 9 = 0,69502, @ = 78°,35°. 


Der Drud ſelbſt if: Z, = — 413,0 Pf. 
Im Zapfen F if Hingegen für die Neigung y bes Sapfendrudes: 
lang. y = en = Fa Log. tang. y = 1,17300, y = 86°,9',5; 
und diefer Drud ſelbſt: Z, — on = 280,6 Pr. 


Reibung. 
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Süniftes Kapitel 
Die Widerftände der Reibung und Steifigkeit. 


$. 154. Wir haben feither angenommen ($. 128), baß zwei Körper 
nur durch Kräfte winkelrecht zur gemeinfchaftlihen Berührungsebene auf 
einander wirken können. Waͤren diefe Körper volllommen ftarr und ihre 
Oberflächen an den Stellen der Beruͤhrung volltommen mathematifche, 
d. h. auch nicht von den Meinften ungefegmäßigen Srhabenheiten und 
Vertiefungen unterbrochen, fo wuͤrde diefes Gefeg auch durd) die Erfah⸗ 
rung volltommen beftätigt werben; weil aber jeder materielle Körper einen 
gewiffen Grad von Elaftieität, oder nach Befinden Weichheit, befigt, und 
weil die Oberfläche eines jeden Körpers, felbft wenn fie polirt oder in 
hohem Grade geglättet ift, noch Meine Erhöhungen und Vertiefungen hat 
und in Folge der Porofität der Materie kein Continuum bildet, fo findet 
bei der gegenfeitigen Wirkung zweier ſich berührenden Körper auch immer 
ein gegenfeitigesg Eindruͤcken und Eingreifen der Theile an der Berüh: 
eungsftelle Statt, wodurch fi ein Zufammenhang zwifchen beiden Kör: 
pern bildet, der nur durch eine befondere Kraft, deren Richtung in die 
Berührungsebene felbft Fällt, aufgehoben werden kann. 
Dieſer, durch das Eindringen und neinandergreifen der fich berühren» 
den Körper hervorgebrachte Zufammenhang und der daraus entfpringende, 
in der Berührungsebene wirkende Widerftand ift es, welcher den Namen 
Reibung (franz. frottement, engl. friction) erhalten hat. Die Reibung 


‚teitt bei ber Bewegung der Körper als eine paffive Kraft oder als Wider⸗ 


ſtand (Reibungsmiderftand) auf, weil fie nur Bewegungen verhindert oder 
hemmt, diefelben aber nie erzeugt oder befördert. Sie läßt fich bei Unter: 
fuchungen in der Mechanik als eine Kraft einführen, die jeder Bewegung, 
deren Richtung in die Ebene der Berührung beider Körper fällt, entgegen: 
wirkt. In melcher Richtung man auch einen auf einer horizontalen oder 
geneigten Ebene ruhenden Körper fortbewegt , immer wird die Reibung in 
ber Richtung der Bewegung entgegenwirkin, fie wird 5. B. dem Hinab⸗ 
finten auf der fhiefen Ebene ebenfo viel hinderlic, fein al6 dem Hinaufs 
gleiten auf derfelben. Bei einem im Gleichgewichtszuſtande befindlichen 
Kräftefofteme erzeugt der Heinfte Zufag an Kraft Bewegung, fo lange die 
Reibung außer Spiel bleibt; influirt aber diefelbe, fo ift zur Störung des 
Bleichgewichtes ein größerer, von der Reibung abhängiger Zufag an 
Kraft nöthig. 
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$. 155. Während der Ueberwindung der Reibung werden bie in Bes 
ruͤhrung gefommenen Theile zufammengedrädt, die vorfiehenden Theile 
umgebogen, nach Befinden abgeriffen, abgebrochen u. f m. E6 hängt des⸗ 
halb die Reibung nicht nur von der Rauhigkeit oder Glaͤtte der reibenden 
Flächen, fondern auch von der materiellen Befchaffenheit der Körper ſelbſt 
ab. Härtere Metalle geben z. B. meift weniger Reibung als weichere. 
Uebrigens laſſen ſich über die Abhängigkeit der Reibung von ben natürlis 
chen Eigenſchaften der Körper a priori keine allgemeinen Regeln aufftel« 
len; es ift vielmehr nöthig, mit Körpern von verſchiedenen Materien Reis 
bungsverſuche anzuftellen, um daraus die unter anderen Berhältniffen 
ftattfindenden Reibungen zwifchen Körpern von benfelben Materien ers 
mitteln zu koͤnnen. 

Einen befonderen Einfluß auf die Reibung und auf das ‚daraus her» 
vorgehende Abreiden und Abnugen der ſich berührenden Körper üben bie 
Schmi eren (franz. les enduits, engl. ihe ungents) aus, mit denen man 
die ſich reibenden Flächen beftreiht. Durch die. ganz = oder halbflüffigen 
Schmiermittel, wie Del, Unfchlitt, Fett, Seife u. f. m., werden die Poren 
ber, Körper ausgefüllt und andere Rauhheiten vermindert, und überhaupt 
das tiefere Eindringen ber Körper in einander verhindert, weshalb fie meift 
eine bedeutende Verminderung der Reibung herbeiführen. 

Uebrigens ift die Reibung nicht mit dee Adhäfion, d. h. mit demjenigen 
Zufammmenhängen zweier Körper zu vermwechfeln, welches eintritt, wenn 
Körper in vielen Punkten in Berührung kommen und ein gegenfeitiger 
Drud nicht flattfindet. Die Adhaͤſion waͤchſt mit der Größe der Beruͤh⸗ 


rungsfläche und ift vom Drude unabhängig, während bei der Reibung 


das Gegentheil jtatt hat. Bei kleinen Preffungen tritt fie in Beziehung 
auf die Reibung bedeutend hervor, find aber die Preffungen groß, fo 
ift fie nur ein Bleiner Theil der Reibung und in der Regel ganz zu ver: 
nachlaͤſſigen. Schmieren, wie überhaupt alle flüffigen Körper, vermehren 
die Adhäfion, weil fie eine größere Anzahl von Beruͤhrungspunkten her: 
ftellen. 

$. 156. Man unterfeheidet zwei Arten der Reibung von einander, 
nämlich bie gleitende und rollende oder wälgende. Die glei- 
tende Reibung (franz. f. de glissement, engl. f. of sliding) iſt derje⸗ 
nige Reibungswiderſtand, welcher fich berausftellt, wenn ſich ein Körper 
gleitend, db. h. fo bemeat, daB alle Punkte deffelben parallele Linien 
beſchreiben. Die rollende oder wälzende Reibung (franz f. de 
roulement, engl. f. of rolling) hingegen ift derjenige Widerftand, welcher 
beim Wälzen, d. h. bei derjenigen Bewegung eines Körpers entfteht, 
wo fich jeder Punkt progreffiv und drehend zugleich bewegt und der Bes 
rührungspunkt auf dem bewegten Körper einen ebenfo großen Weg zurüd: 


Reibung. 


MRreibungs: 


Reibungt⸗« 
arten. 


Reibung; 
gefene- 
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legt als auf dem ruhenden Körper. Ein gegen die Ebene ZR ſich ſtuͤtzen⸗ 

der Körper M, Fig. 206, geht 3. B. gleitend Äber die Ebene bin und hat 

fomit gleitende Reibung zu überwinden, wenn alle Punkte deffelben, 

wie A, B, Cu. f. w., die paralleien Wege AA,, BB, CC, u. f. w. 
Big. 206. Big. 207. 





zuruͤcklegen und deshalb immer nur diefelben Punkte des bewegten Körpers 
mit anderen der Unterlage in Berührung kommen. Der Körper M, 
Fig. 207 , rollt oder waͤlzt fi) dagegen auf der Ebene ZA und hat dabei 
mälzende Reibung zu überwinden, wenn fi die Punkte A, B u. f. w. 
feinee Oberfläche fo bewegen, dag Weg AB, = Weg AB = A,B, 
ebenfo Weg AD — Weg AE, Weg BE = B,D, u. f. w. iſt. 

Eine befondere Art der gleitenden Reibung ift die Zapfenreibung, 
welche entfteht, wenn ſich ein cplindrifcher Zapfen in feinem Lager herum⸗ 
dreht. Man unterfcheibet aber zweierlei Zapfen, liegende und ſtehende. 
Der liegende Zapfen (franz. tourillon, engl. axle, aud) gudgeon) 
reibt fih an feinen Umfange oder Mantel, indem nad) und nad) andere 
Punkte deffelben immer mit bdenfelben Punkten des Lagers oder der 
Pfanne in Berührung kommen. Der ſtehende Zapfen (franz. und 
engl. pivot) hingegen druͤckt mit feiner Preisförmigen Baſis gegen das 
Lager, während die Punkte der legteren in concentrifchen Kreifen herumgehen. 

Befondere Reibungen entfteben noch, wenn ein Körper über einer 
Schneide oscillirt, wie 3. DB. beim Waagebalken, oder wenn ein ſchwingen⸗ 
der Körper in einer Spige aufliegt, wie 3. B. die Magnetnabdel. 

Endlich unterfcheidet man noch die Reibung der Ruhe (franz. 
f. de repos, engl. f. of quiescence) , welche zu überwinden ift, wenn ein 
ruhender Körper in Bewegung gefeht wird, von Reibung der Bewe⸗ 
gung (franz. f. de mouvement, engl. f. of motion), welche ſich der 
Fortſetzung einer Bewegung entgegenſetzt. 

8..157. Die allgemeinen Geſetze, welchen die Reibung unterworfen iſt, 
find folgende: 

1) Die Reibung ift proportional dem Normaldrude zwiſchen 
den ſich reibenden Körpern. Wenn man einen Körper jest noch einmal 
fo ſtark gegen feine Unterlage drüdt ale vorher, fo fällt die Reibung auch 
noch einmal fo groß aus; der dreifache Drud giebt auch eine dreifache 
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Reibung u. f. w. Wenn dieſes Geſetz bei Beinen Drüden Abweichungen 
von den Beobachtungen giebt, fo hat man diefe dem hier verhaͤltnißmaͤßig 
größeren Einfluffe der Adhäfion beizumeffen. 

2) Die Reibung ift unabhängig von der Größe der Reibungsz oder 
Berührungsflächen. Se größer die Reibungsflächen find, defto größer 
ift zwar die Zahl der fich reibenden Theile, allein defto einer ift auch der 
Drud und deshalb auch die Reibung eines jeden Theiled; die Summe 
der Reibungen aller Theile ift deshalb bei einer größeren Fläche diefelbe 
wie bei einer kleineren, infofeen der Drud und die übrigen DVerhältniffe 
diefelben find. Sind die Seitenflädyen eines parallelepipedifchen Ziegel 
fleines von gleicher materieller Befchaffenheit, fo ift die Kraft zum Korts 
ſchieben beffelben auf einer horizontalen Ebene diefelbe, man mag ihn 
mit der Pleinften oder mit der mittleren oder mit der größten Seitenfläche 
aufruben laſſen. Wei fehr großen Seitenflächen und Meinen Drüden 
fheint diefe Regel wegen bes Einfluffes der Adhäfion eine Ausnahme zu 
erleiden. 

3) Die Reibung der Ruhe ift zwar meift größer als die der Bes 


Reibungss 
sei gr. 


wegung, legtere aber ift von der Geſchwindigkeit nicht abhängig; fie - 


ift bei großen Gefchwindigkeiten dieſelbe wie bei Bleinen Sefswinnig: 
keiten. 

4) Die Reibung eingefchmierter Flächen ift in der Regel Meiner als die 
uneingefchmierter und hängt weniger von den fich reibenden Körpern ale 
von der Schmiere felbft ab. 

5) Die drehende oder Zapfenreibung iſt Meiner ale die gemeine glei- 
tende oder fhiebende Reibung; die waͤlzende Reibung ift in den meiften 
Faͤuen fo Mein, daß fie in Ruͤckſicht auf die gleitende Reibung überhaupt 
nicht in Betracht fommt. 

$. 158. Aus dem erften der im vorigen $. aufgefüheten Gefege läßt 
ſich zunaͤchſt Folgendes ableiten. Ein Koͤrper AC, Fig 208, druͤcke gegen 
ſeine Unterlage ein Mal mit der Kraft 
N und erfordere zum Fortziehen, d. h. 
zur Ueberwindung feiner Reibung, die 
Kraft F, und ein zweites Mat mit ber 
Kraft N, und made dann die Kraft 
F, nothwendig, um aus der Ruhe in 
Bewegung Überzugehen. Nach dem 
en ift nun 


| x 
»=7 N, und daher F N: N. 
Hat man durch einen Verſuch die 


einem gewiffen Drude N, entfprechende Reibung. F, gefunden, fo findet 


Kia. 208. 





Reibunge⸗ 
corffisiestt. 
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Reifung. man hiernach, wenn bie fich reibenden Körper und die Übrigen Umftände 
biefelben find, die einem andern Drude N entfpredhende Reis» 
bung F, indem man dieſen Drud durd das Verhaͤltniß 


6 zwiſchen den der erſten Beobahtung entſprechenden 


Wertben F, und N, multiplicirt. 


Diefes Verhältnig der Reibung zum Drude oder d’e Reibung für den 
Drud — Eins, 3. B. 1 Pfund, beißt der Reibungscoefficient 
(franz. coefficient du frottement, engl. coefficieut of [riclion) und ſoll 
in der Folge immer durch 9 ausgedrüdt werden, weshalb ſich allgemein 
F= 9.N fegen läßt. | 

Der Riibungscoefficient it bei verfchiedenen Materien und verfchiedenen 
Zuftänden der Reibung verfcieden und muß deshalb durch befonders 
hierzu angeftellte Verſuche ermittelt werden. 


Wird der Körper AC um den Weg Ss auf: der Unterlage fortgezogen, 

ſo hat man bie Arbeit Fs zu verrichten; es ift alfo die von der Reibung 

beanfpruchte mechaniſche Arbeit ꝙ As gleich Product aus Reibungscoeffis 

cient, Normaldrud und Weg in der Berührungsebene. ft die Unterlage 

ebenfalls beweglich, fo hat man unter s den relativen Weg des Körpers 
zu veritehen. 

Beifpiele. 1) Wenn bei einem Drude von 260 BF. die Reibung 91 Bund 
beträgt, fo üft dee entiprechende Reibuugscoefficint = Yu. = Yo = 0,35. 
2) Um einen 500 Bf. ſchweren Schlitten auf einer horizontalen und fehr glatten 
Schneebahn fortzuziehen, it bei einem Reibungscoefficienten 2 = 0,04 die nös 
thige Kraft F = 0,04 . 500 = 20 Pf. 3) Wenn der Reibungscoefficient einer 
auf dem GStraßenpflafter fortgezogenen Schleife 0,45 und die Belaſtung diefer 
500 Bf. beträgt, fo ift die erforderliche Arbeit, um dieſe Schleife 480 Iß. fortzu⸗ 
jieben, Ns = 0,45 . 500 . 450 — 108000 Fpf. 


Test, 8.159. Liegt ein Körper AC, Fig. 209, auf einer fehiefen Ebene 
— Sig. 209. FH, deren Neigungswinkel FHR=« 

a — ift, fo zerlegt fich deffen Gewicht G in 
den Normaldrud N = G cos. « und 
| in die Parallelkraft P = G sin. o. 
1 Aus der erfteren Kraft entfpringt nun 
| die Reibung F= 9G cos. «a, welche 
jeber Bewegung auf der’ Ebene ent: 
gegenmwirkt, weshalb die Kraft zum Hin: 
| fhieben auf der Ebene = F + P 
—=9G cos «+ Gsin. a—(sin.aF pcos.&) G, dagegen bie Kraft zum 
Hinabſchieben = F— P= (pcos.a— sin.a) G ausfällt. Die legtere 
Kraft iſt Null, d. h. der Körper erhält ſich durch feine Reibung auf der 
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ſchiefen Ebene, wenn sin.a = pcos.a, b. i. wenn tang.a—=pifl. So Meitune. 


lange die fehiefe Ebene einen Neigungswinkel &. hat, deffen Tangente klei⸗ Keibungee 
ner als @ ift, fo lange bleibt der Körper auf der fchiefen Ebene in Ruhe, u 
ift aber die Tangente des Neigungswinkels menig größer als p, fo gleitet 

der Körper auf ber ſchiefen Ebene herab. Man nennt diefen Winkel, 

d. i. denjenigen, beffen Zangente dem Reibungscoefficienten 

gleich ift, Reibungs- auch Ruhewinkel (franz. angle du frotte- 

ment, engl. angle of friction, angle of resistance). Es ergiebt fi 
hiernach durd Beobachtung des Reibungswinkels E der Reibungscoeffi- 

eient (für die Reibung der Ruhe), wenn man fegt @ = lang. 0. 

In Folge der Reibung nimmt die Oberflähe FZ/, Fig. 210, eines 
Körpers nicht nur den Normaldruck N eines 
andern Körpers AB, fondern auch deffen 
fhiefen Drud P auf, wenn nur die Abwei⸗ 
hung NBP= «a. der Richtung dieſes Dru⸗ 
des von der Normale BN nicht den Reis 
bungswinkel überfchreitet, denn da die Kraft 
P ven Normaldruck BN = P.cos. « und 
den Seiten: oder Zangentialdrud BS = S 
— P sin. « giebt und aus dem Normal: 
drude P cos. & die jeder Bewegung in ber 
Ebene FH entgegenwirkende Reibung ꝙ Pcos.« 
entfteht, fo wird S eine Bewegung nicht 
hervotbringen koͤnnen, alſo im Gleichgewicht bleiben, fo lange ꝙ P cos. « 
> P sin.a oder ꝙ cos.a > sin.a, d. i. lang.a < p odera <.e iſt. 
Dreht man den Ruhewinkel CBD = E um die Normale CB, fo be: 
fchreibt er einen Kegel, den man Reibungstegel (franz. cone de fr., 
engl. cone of resistance) nennen kann. Der Reibungskegel umfchließt 
alle diejenigen Kraftrichtungen, bei welchen eine vollftändige Aufnahme 
des ſchiefen Druckes flattfindet. 

Beifpiel. Um einen gefüllten und 200 Pf. ſchweren Kübel auf einer unter 
50 Grad anfleigenden Holzbahn Hinaufzuziehen, ift bei einem Reibungscoeffi⸗ 
cienten 9 = 0,48 die nöthige Kraft: P=(p cos. a + sin.a) G = (0,48 cos. 50° 
+- sin. 50°).200 = (0,3084 0,766).200 = 215 ®f., um ihn Hinunterzulaffen, 
oder fein Hinuntergeben zu verhindern, iſt dagegen die erforberliche Kraft 
P=(pcos a — sin. a) G = — (sin. 50° — 0,48.cos. 50°) . 200 

= — (0,766 — 0,308) .200 = — 91,5 Bf. 

$ 160. Verſuche über die Reibung find von Vielen angeflellt worden; grzisungs. 
am ausgedehnteften und im größten Maaßſtabe ausgeführt find aber die —* 
Verſuche von Coulomb und Morin. Beide wendeten zur Erforſchung 
der Reibungscoefficienten fuͤr die gleitende Bewegung einen auf einer ho⸗ 
rizontalen Bahn fortgleitenden Schlitten an, der durch ein uͤber eine feſte 
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8 Rolle weggelegtes und durch Gewichte angeſpanntes Seil fortgezogen 
wurde, wie in Fig. 211, wo AB die Bahn, CD den Schlitten, E die 

Rolle und F das finfende 

Gewicht vorftellt, zu erſe⸗ 

ben ift. Um die Reibungs⸗ 

coefficienten für verſchie⸗ 

dene Materien zu erhalten, 

. wurden nicht nurdie Schlits 
tenläufe, fondern die die 

Unterlage bildenden Bal⸗ 

ten mit möglihft abge: 

glätteten Schienen aus den 

zu unterfuchenden Subſtanzen, wie Holz, Eifen u. f. w., befleider. Die 
Goefficienten für die Reibung der Ruhe ergaben fi) aus dem Gewichte, 
welches nöthig war, um den Schlitten aus der Ruhe in Bewegung zu fegen, 
und die Goefficienten für die Reibung der Bewegung ließen ſich mit Hülfe 
der Zeit & berechnen, welche der Schlitten brauchte, um einen gewiflen 
Weg s zu durchlaufen. Iſt G das Gewicht des Schlittens und P das 
Gewicht, zum Fortziehen deffelben, fo hat man die Reitung = P G, 


die bewegende Kraft = P—9G und die Maffe M = es folgt 
daher nach $. 65 die Acceleration der entftehenden gleichformig befchleunig: 








ten Bewegung: p = —— und, durch Umkehrung, der Reibungs⸗ 
coefficient = — — nn . ri Es ift aber noch s — Y, pl? ($. 11), 
daher p = 2 und p EHE 


Zur Ausmittelung der Reibungscoefficienten fuͤr die Zapfenreibung 
wurde eine feſte Rolle ACB, Fig. 212, mit einem umgelegten und durch 
Fig. 212. Gewichte P und O angefpannten Seile ange: 

wendet. Aus der Summe P-+-Q der Gewichte 

ergab fih der Drud, und aus der Differenz 
P—O die Kraft am Umfang der Rolle, meldye 
der Reibung F = 9 (P+L) am Umfang des 
Zapfens das Gleichgewicht Hält; ifE nun CA=a 
der Rolfenhalbmeffer und CD== r der Zapfen: 
batbmeffer, fo hat man wegen der Gleichheit 
der statifhen Momente (P— Q)a = Fr 
= po (P+Q) r, und daher für die Reibung 





der Ruhe: = a: . —, dagegen für die 
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der Bewegung, wenn das Gewicht P in der Zeit E um s finft, und Q Reltungs, 


ebenfo vi.l fleigt: ꝙ = (5 Ik 


Anmerlung. Bor Goulomb hatten fih fhen Amontone, Camus, 
BYülffinger, Mufhenbroef, Kergufon, Vince u. 9. mit der Reibung 
befhäftigt und Berfuche über die Reibung angeftellt. Die Grgebnifte aller dieſer 
Unterfuchungen haben jedoch für die Praris wenig Werth, weil fie im zu Fleinem 
Maaßſtabe angeftellt worden find. Denfelben Mangel haben felbft nody bie Ver⸗ 
ſuche von Zimenes, welche mit denen von Goulomb faſt gleichzeitig angeſtellt 
wurden. Die Ergebniſſe des Kimenes findet man in den Werfe »Teoria e 
Pratica delle resistenze de’ solidi ne’ loro attriti, Pisa 1782«. Die Berfuche 
Eoulomb’s find ausführlich befchrieben in dem Werfe: »Theorie des machines 
simples etc. par Coulomb. Nouv. edit, 1821. Ginen Auszug hiervon finder 
man in ber Preisfhrift von Metternich »vom Wiberftande der Meibung. 
Krauffurt und Mainz 1789.« Die neueften Berfuche über die Reibung wurten von 
Rennie und Morin angeftellt. Rennie wendete bei feinen Verſuchen theils 
einen Schlitten auf horizontaler Bahn, theils auch eine fchiefe Ebene an, von 
welcher er die Körper herabgleiten ließ und wobei er aus dem Reibungswinfel 
auf die Sröße ber Reibung ſchloß. Die Berfuhe Rennie's erftreden fih auf 
mannidfaltige, in der Technik vorfommende Stoffe, ale Eis, Tu, Leder, Holz, 
Steine und Metalle; fie liefern auch wichtige Ergebniſſe über die Abnugung der 
Körper, allein ver Apparat und die Art der Ausführung dieſer Berfuche laſſen 
eine hinreichende Sicherheit, wie fle zumal die Berfuhe Morin's erreicht zu 
haben fcheinen, nicht erwarten. Cine deutſche Bearbeitung der Rennie'ſchen 
Berfuche liefert der 17. Band (1832) der Wiener Jahrbücher des K. K. polytechnifchen 
Inflitutes, auch der 34. Band (1829) von Dingler's polytechniſchem Journal. 
Die ausgebehnteften und einen hohen Grab von Sicherheit verfprechenden Vers 
fuche find von Morin zur Ausführung gebracht worden, obgleid nicht abges 
leugnet werden kann, daß fie einige Zweifel und Unflcherheiten übrig, und noch 
dies und jenes zu wünfchen laflen. Es ift hier nicht der Ort, die Methoben 
und Apparate bei diefen BVerfuchen zu befchreiben, wir Tönnen Hier nur auf 
Mo rin's Schriften: »Nouvelles Experiences sur le frottement« u. f. iv. vers 
weifen. Gine vortreffliche Bearbeitung des Artifels »Reibung« und eine ziemlich 
ausführliche Beichreibung aller Verfuche über die Reibung, namentlich aud der 
Morin’fchen, giebt Brir in den Verhandlungen des Vereins zur Beförderung 
bes Gewerbfleißes in Preußen, 16. und 17. Jahrgang, Berlin 1837 und 1838. 


$. 161. Folgende Tabellen enthalten eine gebrängte Zufammenftellung meisung. 
ber im Praktifchen vorzuͤglich brauchbaren Goefficienten der gleiten: bu— 
den Reibung. 
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Tafel L. 


Reidungs« 
tafelm. 


Reibungscoefficienten der Ruhe. 


Namen 
ber fidh reibenden Körper. 





Fleinfter, 


ittlerer, 
Se ach Se 
erth. 
an 
Metall auf Metall ae 
erth. 
Holz auf Metall... . . 
 {Fleinfter 
Hanf inSeilen, 3ö= | ...1..,' 
pfen oder Gurten 53 
auf Golz Werth 
Dickes Sohlenleder 
zu Liderungen auf — 
Holz od. Gußeiſen 4... 


Schwarze Lederrie⸗ (von Holz 


men über Trommeln von Metall, 


Steine oder Ziegel 
Fr ee — ae 
iegeln, glatt be- 
: arbeitet erth. 
jede- kleinſter, 
Steine 5 in | größter 
j erth. 
Hirnholz auf Steinen.. 





es 
s58& 


— — oo 
53 855 


DS: 
88 


Mit Waſſer benetzt. 


Olivenol. 


Mit 


Talg. 


chweineſchmalz. 


er 
— 


0,14 
0,19 
0,25 


0,10| 0,11 


0,12] 0,12 








Trodene Seife. 
Polirt und fettig. 








a2 
588 
It 


2 


0,28 





Zuſtand der Fläͤchen und Natur der Schmieren. 


Fettig und benegt. 
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Zafel IL. 
Neibungscoefficienten ber Bewegung. 
Zuftand der Flächen und Art der Schmieren. 
> 8 a : 
Namen F 8 £ — 5. * 
der ſich reibenden Koͤrper. = |2 |» E28: v 2 
5 |8 818 |ssllele | 
“(2 lä 5 |" sslzeg |® 
ze, [2] = Bltl= |= Rebe 
2 mittlerer : 251 — 10,0710, — I — 1[0,15|0 
Holz auf Holz Kai loasl — | —- luorloosl— | — In,16lo.ıs 
5 Werth. 
nis, - Ratlas term oBl er] t 
mittlerer, ; } b , ; 1 
Metall auf Metall | rönter 10.241 — [0,08lo,11|0,111 0,091 0,17] -— lo,17 
Werth. 
mittterer, 10:42 10.240'060.0710.08 0,081 0.10/0.20 1014 
. mittlerer : ; R , ; ; ; ; ‚1 
Holz auf Metall | rößter 10,621 |0,0810.080.10 16 
Werth. 
—— Zoͤpfe fauf Holz 10,4510,33 
w. tauf Ciſin — — 10,15] — [0,19 


u flach (roh, 
auf Holz od. Mer eklopft, 
fall ſun 
Desgl. hochkan⸗ 
tig, für Kolben⸗ — 
liderung g 


0,54 0,3610,161 — [0,20 
0.30| — 


[4 


0,34 0,31l0,14| — |n,14 
0.24 


— 


Anmerfung. Bollftändigere Tabellen der Reibungscoefficienten enthält der 
„Ingenieur, Seite 403 u. f. w.«. Die Reibungscoefficienten lockerer Maffen 
u. f. w. werben im zweiten. Theile, bei der Theorie des Erddruckes, mitgetheilt. 


ig. 213. 





den Reibung findet ihre vorzüglichfte 
Anwendung bei der Unterfuchung des 
Gleichgewichtes von einem Körper AC 
auf der ſchiefen Ebene 77, Fig. 
213. Iſt, in Uebereinftimmung yrit 
$. 135, FAR = der Neigungswin: 
kel der fchiefen Ebene, und? POS, =P 
der Winkel, welchen die Kraft P mit 
der fchiefen Ebene einfchließt, fo bat 
man die aus dem Gewichte G des 


Weis bach's Mechanik. te Aufl. I. Br. 14 


Reibnugs⸗ 
Aa 


$. 162. Die Theorie der gleiten: Sqhiele ein. 
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Körpers entfpringende Normaltraft N=G cos. &, dagegen die Kraft zum 
Herabgleiten = S= Gsin. c, ferner die Kraft N,, mit welcher P den 
Körper von der Ebene abzuziehen fuht, = Psin.ß, und die Kraft S,, 
mit welcher fie den Körper auf der Ebene binaufzieht = Pcos.ß. Der 
übrig bleibende Normaldruck iſt N—N, = cos. a — Psin. ß, folg: 
lich die Reibung F = 9 (Gcos.a — Psin.ß). Kommt es barauf an, 
die Kraft P zum Hinaufziehen des Körpers auf ber fchiefen Ebene zu fin- 
den, fo ift die Reibung zu überwinden, es muß alfo fein: S=S+F, d. i. 
Pcos. B=Gsin.a + $ (G cos.«— Psin. ß). 

Soll aber die Kraft beftimmt werden, welche den Körper am Herabglei⸗ 
ten hindert, fo kommt die Reibung der Kraft zu Hülfe, es ift alfo 
Ss +F=Sb.i Pcos.ß + p (Gcos.a—Psin.ß) = G sin. c. 

Hiernach beftimmt fich die Kraft sine + 

n._ An. ꝙ cos.a. 
für den erften Sal: P= c0s.B + psimß — 6, 
un. D __ PN. — Pcos.c 
und für den zweiten: P = cs -pnB © 

Führt man den Reibungsmwinkel g ein, indem man P== lang. op 
sin.ꝙ | Sin. . cos ꝙ 4 c08.«.5in.E 
7 cos.o fegt, fo erhält man P c0s.ß.c0s.g + Sin. B. sin. og 6, 
oder, nad) bekannten Sägen der Zrigonometrie: Pe — . G. 
und es gelten die oberen Zeichen, wenn es darauf ankommt, Bewegung 
hervorzubringen, dagegen die unteren, wenn Bewegung zu verhindern iſt. 

Die letzte Formel findet man auch durch eine einfache Anwendung des 
Kraͤfteparallelogrammes. Da ein Koͤrper noch diejenige Kraft eines an⸗ 
deren Körpers aufnimmt, welche um den Reibungswinkel g von der Nor⸗ 
male feiner Oberfläche abweicht ($. 159), fo findet in dem vorliegenden 
Salle Gleichgewicht flatt, wenn die Mitteltraft OO —Q aus den Kraͤf⸗ 
ten P und G mit der Normale ON den Winkel NOQ = E einfchlieft. 
Setzt man nun in der allgemeinen Formel in ‚ GOQ 
= GON+ NOQ=a + e,und POQ=POS, + S0Q=B + 900°, 

F___r(ete) __ sn(e +0) . 
fo erhält man GT mB-0+0) aß‘ und für ei: 
nen negativen Werth von E: 

P sin. (@ — 0) 
G  cos.(ß+0) 
Ruht der Körper auf einer Horigontalebene, fo ift a—o, dahe@bie 


Kraft zum Fortfchieben P = —— ——— = ———— , 
Wirkt die Kraft parallel zur fchiefen Ebene, d. b. in der Richtung 


‚ ganz in Uebereinftimmung mit dem Obigen. 
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ihrer Salllinie, fo hat man B==0, und baher P==(sin.a +9 cos.) G, 
— (ete («te) . G. (Bergt. $. 159). Wirkt endlich die Kraft horizon⸗ 


c08. 0 
tal, fo hat man B=— a; cos.B=cos.a und sin.B= — sin.a, daher 
p — Sr. 9008.0 6— lang. « +9 | 


608.2 F psin.a 1 Totang.a 
db. i. P= lang. (a0) G. 

Uebrigens ift die Kraft zum Hinauffchieben am kleinſten, wenn ber 
Nenner cos. (B— 0) am größten, nämlih=1, alſo — 0 =, d.i.B =. 
Wenn alfo die Kraftrihtung um den Reibungswinkel von der fchiefen 
Ebene abweicht, fo ift die Kraft felbft am Fleinften und= sin. (a 4 0). G. 

Beifviel. Welden Arendrud hat die Spreize AE, Big. 214, auszuhalten, 

wenn biefelbe einen Welsblocd (eine Wand) ABCD 

Big. 214. dom Gewichte @ —= 5000 Pf. von dem Herab: 

| | gleiten von einer ſchiefen Ebene CD (dem Liegen: 

den) abhalten foll, vorausgefegt, daß die Neigung 

der Spreize gegen den Horizont 35°, die der ſchie⸗ 

fen Ebene CD aber 50° und der Neibungscoeffi- 

cient 9 =0,75 beträgt? Es ift hier @ = 5000, 

a— 50°, ß = 35° — 50° = — 15° und 9=0,75, 
daher giebt die Kormel 


sin. — PC08.0 
c0s.B — psin.ß 
= sin. 30° — 0,75 cos. 50° 5000 
Kit 
= ee 0 = ART 
Wäre die Spreize horizontal, fo hätte man B = — 50°, und tang.e = 0,75, 
daher o — 36°, 52°, endlich P=G tang. (« — 0) = 5000 tang. (50 — 36°, 52‘) 
= 5000 tang. 13°8° = 5000 . 0,2333 — 1166 Pf. - Um diefelbe Wand durd 
eine horizontale Kraft auf dem Liegenden hinaufzuſchieben, iſt unter übrigens 
gleichen Umftänden die Kraft P= G tang. (ao) = 5000 tang. 86°, 52 
— 5000. 18.2676 — 91338 Pf. nöthig. 
$. 163. Bei dem Keile hat die Reibung einen bedeutenden Einfluß 
auf die fatifchen Verhältniffe. Es bilde der Durchſchnitt des Keiles ein 
gleichfchenkliges Rn FHR, $ig. 215, mit der Schärfe FHR=a; es 
Big. 2 wirfe die Kraft P rechtwintelig auf 
h - den Rüden und die Laft O recht: 
winfelig auf die Seite FT des Kei: 
led. Ruͤckt man diefen Keil auf ber 
Baſis AR um den Reg s= FF, 
= HH, =RR, fort, fo fteigt die 
Laft O um den Weg CC,= DD, 
—= HL = HH, .sn.HH L= 
ssin.a, und es legt die Kraft den 
14. * 








Schie fe 
Cben⸗. 


Keil. 
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esiteum. Weg HK = HH, . cos. H, HK = scos. & zuruͤck; ohne Ruͤckſicht 
auf Reibung iſt daher nach dem Princip der virtuellen Geſchwindigkeiten 


P.HK=0.DD,».t Ps cos. 5=0ssin. a, daher P= Qen.e 
| cos. — 
20 sin. 5 008. | 2 
— — —=20 sın. u was auch aus der Formel in $. 137 
COS. 2 


folgt, wenn man in ihr sın.B = 1, und cos. (E— 6) = cos. > fegt. 


Es treten nun aber drei Reibungen ein, naͤmlich dieReibungen auf den 
Seitenflähen HF und HR, und die Reibung bes die Laft ausmachenden 
Körpere ABCD in feiner Leitung. Da die Kraftrichtung von beiben 
Seiten bes Keiles gleich viel abweicht, fo ift auch der Drud gegen beide 
gleih, nämlih S O, und die daraus entfpringende Reibung = 90 
Der Weg diefer Reibungen ift aber verfchieden. Kür die Reibung auf JR 
iftee= HA, =s, für die auf ZF aber = H,L=s cos. a; bem: 
nah find die Arbeiten beider Reibungen = PQs + 908 cos. «& 


—=90s(1 + cos.e) = 29Qs (cos. <). Endlich drädt die Reis 


bung zwiſchen CD und FH den Körper ABCD rechtwinkelig gegen feine 
Führung und erzeugt dafelbft die Reibung @,.PQ, wofern @, den Rei: 
bungscoefficienten für Bewegung in der Führung oder Leitung bezeichnet. 
Diefe Reibung hat aber mit der Laft Q einerlei Weg DD, = s sin. e; 
es entfpricht daher berfelben die Arbeit 9, PQssin.«. Um nun die äuferfte 
Grenze des Gleichgewichtszuſtandes zu finden, fegen mir die Arbeit der 
Kraft P gleich der Arbeit der Kaft Q plus Arbeiten der Reibungen, alfo 


Pscos. * Os Sin. ce+20ps (cos 2) + 99, Os sin.a, 
Fig. 216. und erhalten fo die Kraft 
| P=20 (sin. > +9cos. > + 9p, sin. 9 
Bei einem Keile ABC, Fig. 216, wie er 
zum Zerſpalten und Zerdruͤcken der Körper ge: 


braucht wird, ift die dem Normaldrud Q gegen 
die Seiten AC und BC entfprechende Kraft auf 


den Rüden P=2Q (sin — +9 cos.) ‚ Wie 


| fi ergiebt, wenn man die Summe der vertifa: 
len Seitenträfte von Q und F 9O. b. i. 
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2 = 30 sın. 3 und 24, =290cos. — > ‚ der Kraft P gleichfegt. 


Beifpiel. Es fei die Lak Q des in Big. 215. abgebilveten Keiles — 650 
Pf., die Schärfe des Keiles: « — 25°, und der Reibungscoefflcient 9, = 9 = 0,36. 
Man fuht die Arbeit, welche nöthig if, die Laſt O um Y, Buß fortzubewegen. 
Die Kraft it P = 2.650 [sin. 12° +0,36 cos. 12%,°+- (0,36)* sin. 12%,°] 

"= 1300 . (0,2164 + 0,36 . 0,9763 +0,1296 . 0,2164) 
— 1300 . (0,2164 + 0,3515 + 0,0281) — 1300 . 0,5960 = 774,8 ®f. 


Dem Laftwege CO) — Y Buß entfpriht der Kraftweg HK=s = a . c08 = 
C 1 
- — = ma” 1,155 Fuß; es ift demnach die gefuchte mechani⸗ 


ſche Leiſtung Ps = 7748 . 1,155 — 895 Fußpf, Ohne Rüdfiht auf Reibung 
wäre fie nur 650.1, = 325 Zußpf. In Folge der Reibung wird alfo die auf: 
zuwenbende Arbeit beinahe verdreifacht. 

$. 164. Bei Zapfen ift nur die Reibung der Bewegung von Wichtigs 3arteari. 
keit, weshalb auch nur Über diefe Beobachtungsrefultate vorliegen. ea 


Zafel III. 
Coefficienten ber Zapfenreibung, nad Morin. 





Zuftand der Reibungsfläden u. Battung der Schmieren. 


Del, Talg ober 


—— = E chmeinefen. = & = 
2 % | = “ I | = |&8 |» 

Angabe der ſich reiben» | = -..|127|%8 = 1538|, 
= |=.|72|8#| € |38|88 | ® 
= —— = = . r » u & 
= = ua = |2% 

“ |z |® |= | |821® 

Slodengut auf@lodengut — | —- | - yo | - I — I — I — 
Bußeifen auf Slodengut] — | — | — | — [0,049 
ne auf Glo⸗ 

dengut . 0,251 11,189 | — |0,075 |0,054 |0,090 [0,111 | — 
Sömicheeifen auf ‚Cu 

j — I! —- | — 100751004 | — | — | — 
Supeifen auf Bußelfen — 10,137 |0,079 0,075 0,054 — | — [0,137 
Bußeifen auf Glockengut O, 194 [0,161 | — 0,075 [0,054 0,065 | — 10,166 
Schmiedeeifen auf Gua⸗ 
jafholz.. 0,1 — | — 10,125 

Sußelfen auf Buajafhot 0, 185 — 46 ‚100 10,092] — 10,109 0,140 
—8 auf Gußeiſen. — — 0, 116 — — 10,153 
Guaſak auf Guajak. - —1 — | — 0,070 


Aus diefer Tabelle ift folgendes für die Praxis fehr richtige Verhaͤltniß 
zu entnehmen: bei Zapfen aus Schmiede: oder Gußeifen, laufend in La: 
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Bayfrareis gern aus Sußeifen oder Glockengut (Meſſing), gefehmiert mie Del, Talg 
oder Schmweinefchmalz, ift der Meibungscoefficient: 
bei ununterbrochener gutes Unterhaltung — 0,054, 
bei gewöhnlicher Abmartung — 0,070 bis 0,080. 
Die von Coutomb gefundenen Werthe weichen biervon zum Theil ab. 
$. 165. Kennt man den Drud AR zrifchen einem Zapfen und feinem 
Lager, und ift noch der Halbmeffer r des Zapfens, Fig. 217, gegeben, fo 
Fig 217. laͤßt ſich die Arbeit, welche die Zapfenrei⸗ 
bung bei jeder Umdrehung des Zapfens 
in Anſpruch nimmt, leicht ermitteln. Die 
Reibung Fit = YA, der ihr entfpre: 
chende Weg aber der Umfang 2zr des 
Zapfene; es folgt daher die bei einer Um⸗ 
drehung durch die Reibung verlorenge: 
bende mechaniſche Leiſtung = YR.2rr 
— ?xpRr. Macht der Zapfen in eis 
ner Minute u Umdrehungen, fo ift die 
in jeder Secunde verbraudte Arbeit 
_ ru gpRr 


Te 0,105.up Ar. 


Die Arbeit der Reibung waͤchſt alfo mit dem Zapfendrude, dem Za⸗ 
pfenhalbmeffer und der Umdrehungszahl gleichmaͤßig. Es ift daher eine 
praftifhe Regel, bei rotirenden Mafchinen den Zupfendrud nicht un: 
nöthig durch große Gewichte zu erhöhen, die Zapfen nur fo flark zu 
machen, als die Feftigkeit auf die Dauer es verlangt, und endlich auch 
nicht fehr viel Umdrehungen in einer Minute zuzulaffen, wenigftens dann 
nicht, wenn es nicht andere Verhältniffe erfordern. 

Durd Anwendung von Srictionsrädern, die man ftatt der Zapfen: 
lager anwendet, wird die Arbeit derReibung vermindert. In Fig. 218 it AB 

Fig. 218, eine Welle, die mit ihrem Zapfen CEE, auf 
den Umfängen EZ, E,ÄA, dicht hinter einan: 
der liegender und um D und D), drehbarer 
Mäder (Srictionsräder) ruht. Aus dem gege: 
benen Drude R der Welle folgen die Pref: 


| fun N= N, = 





== IxpRr. — 60 





‚ wofern & den 
2008. — 
2 


Winkel DCD, bezeichnet, welchen die Gen: 
tral= oder Drudtinien CD und CD, zwiſchen 
ſich einfließen. Vermoͤge der wälzenden Rei: 
bung jwifchen dem Zapfen C ud den Rad: 
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umfängen laufen die Räder mit diefem- Zapfen um, und es entftehen in 
den Lagern von D and D, die Reibungen $N und PN, , die zufammen 


= pR 7 betragen. Werden nun die Radhalbmeſſer DE DEÆi 


C08. 2 


durch a, und die Bapfenhalbmeffer DK — D,K, durch r, bezeichnet, fo 
erhalten wir die Kraft am Umfange der Mäder oder auch am Umfanze 
des auf diefen ‚liegenden Zapfens C, welche zur Ueberwindung von 
LE nöthig iſt: AA= A gr 7 waͤhrend dieſelbe = @R beträgt, 


1 
cOosſ. 7 cos. 
2 2 


wenn der Zapfen C unmittelbar in einer Pfanne ruht. Wenn man bie 
Gewichte der Srictionsräder unberädfichtigt läßt, fo iſt folglich die Arbeit 


mal fo groß, 











der Reibung bei Anwendung von biefen Rädern = 


G, 608. 
ı 2 


als ohne diefelben. 


Stellt man dem Zapfendrud AR ein einziges Frietionsrad GH, 
Gig. 219, entgegen und verhindert man die zufälligen, Übrigens nicht zu 
Big. 219. beachtenden Beitenkräfte durch feſte Baden A und 


L, fo fält & = 0, cos. 5 = 1 und obigeß Ver; 
is Tı 
hältni = a, aus. 


Beiſpiel. Ein Kunſtrad wiegt 30000 Pf., der 
Halbmefier a feines Umfanges ift 16 Yuß und fein Za⸗ 
pfenhalbmefier r = 5 Zoll, wie groß ift die Kraft am 
Umfange des Rades, um die Zapfenreibung zu über- 
winden, um es alfo leer in einer gleichförmigen Bewe⸗ 
gung zu erhalten, und wie groß ift der entſprechende 
Arbeitsaufwand, wenn es in einer Minute 5 Umdrehun⸗ 
gen macht? Den Reidungscoefflcienten ꝙ fünnen wir 
bier = 0,075 annehmen, weshalb die Reibung 9 R = 0.075. 30000 = 2250 


Pf. beträgt. Da der Radhalbmeſſer S: 12 _ = — 38Amal fo groß ift, 
als der Zapfenhalbmeſſer oder Hebelarm her Reibung, fo ift die auf den Rad⸗ 








umfang ne GSepfenreitun — In 5 = 58,59 Pf. Der Bapfens 
umfang 2. — 2,618 Fuß; folglich der En der Reibung in einer Se⸗ 


cunde — de == 0,2182 835., und die Arbeit der Reibung während einer 


Serande = 0,2182.9R = 0,2182.2250 = 491 Fußpf. Lügen die Zapfen dieſes 
Nades auf Yrietionsrädern, deren Halbmeſſer nur Hmal fo groß find als die 


Zasbfenrei⸗ 
bung. 
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Zarfentei. Halbmeſſer ihrer Zapfen, wäre alfo = = Y, fo würde die Kraft am Radum⸗ 
bu 


= fange nur 4, . 58,59 — 11,72 Pfo. und die von der Reibung confumirte Arbeit 
nur 4 — 98,2 $ußpfd. betragen. 


6166. Die Reibung bei einem ausgelaufenen Zapfen ACB, Fig. 220, 
Fig. 220. welcher nur in einem Punkte A auf fein Lager 

- druͤckt, ift Meiner als die bei einem neuen, noch 

in allen Punkten ded Lagers aufruhenden Za: 
pfen. Findet eine Umdrehung flatt, fo drüdt 
der Zapfen in dem Punkte M, wo die Richtung 
des Mitteldeudes A bindurdhgeht; tritt aber 
Umdrehung nach der Richtung AB ein, fo wird 
' der Zapfen vermöge feiner Reibung im Zapfen: 
fager fo weit in die Höhe fleigen, bis fich die 
Kraft S zum Herabgleiten mit der Reibung F in’s Gleichgewicht fest. 
Der Mitteldrud A zerlegt fi in eine Normaltraft N und in eine Tan⸗ 
gentialkraft S,N geht auf das Lager über und erzeugt die tangential wir⸗ 
ende Reibung F=YN, S aber fegt ſich mit F in’s Gleichgewicht; es 
ft af S=YPN. Nach dem pythagorifchen Lehrfage ift A? = N? 
+ S2, daher hir AR? = (1 +9?) N?, umgekehrt der Normaldrud 


N= z und die Reibung F = gR_ ,‚ oder, wenn man ben 
Vi+p? vi+p? 








Reibungswinkel E einführt, alfo 9 = fang. o fekt, 
Fz tang. @ 


VYi1-+lang.e? 


Wenn der Zapfen anfängt fich zu bewegen, fo rüdt folglich der Drud: 
punkt B um ben Reibungswintel ACB 0 im Lager nad) ber entge: 
gengefegten Richtung fort. 


Bände das Fortruͤcken nicht flatt, fo wire F=YR= R tang. o 
= ae es ift folglich die Reibung nach dem Fortrüden cos. g mal 
fo groß, als die vor dem Fortruͤcken. In ber Regel ift 9 = tang. ꝙ 
noch nicht Y,, und cos. e > 0,995, alfo bie Differenz noch nicht 00 
—= Yo; man bat daher in den gewöhnlichen Fällen der Anwendung auf 
den Einfluß diefes Fortruͤckens nichts zu geben. 


‚R==tang.g cos.g R = Rsin.e. . 





Läuft das Rad AB mit einer Nabe oder einem Auge, Fig. 221 (auf 
folg. Seite), um eine feſte Are AC, fo ift die Reibung diefelbe, al wenn 
fi die Aren in Pfannen bewegen, nur ifl bei einem ausgelaufenen Auge 
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der Hebelarm der Reibung nicht der Halbmeſſer des feſten Zapfens, ſon⸗ Bapfenscl 
dern der des Auges. 

Big. 221. $. 167. Legt man ben Zapfen in prismatifche 
| Lager, fo erhält man größere Drüde und deshalb 
auch mehr Reibung als bei einem runden Lager. 
ee Sit das Lager ADB, Fig. 222, dreifeitig, fo liegt 
u der Zapfen in zwei Punkten A und B auf, und es 
ift an jedem derfelben Reibung zu überwinden. Der 
Mitteldruck AR zerlegt fi) in zwei Seitenträfte Q 
und Q,, und jede dieſer giebt einen Nor⸗ 
maldrud N und N, und eine der Rei: 
bug F=9Nw F, =9N, gleide 
Tangentialkraft. Dem vorigen $. zufolge 
laffen ſich aber dieſe Reibungen auch 
= Osin. und = Oꝛ Sin.o fegen; man 
| bat baher für die Geſammtreibung — 

(O + 0)) sin. 0. Die Kıöfte Q und 
I Q, ergeben fi durch Auflöfung eines aus 
2 O und Q, gebildeten Kräfteparalielograms> 
mes mit Huͤlfe des Mineldrucke⸗ R, des Reibungswinkels 0 und des Win⸗ 
kels ACB = 2, weldyer dem im Lager liegenden Bogen AB entfpricht. 
Es it QOR = ACD »- CAO = « — 0, Q,OR = BCD + CBO 
=a +9 mid QOQd, =a — oe + +o= 2a. 

Die Anwendung der Formeln in $. 75 giebt nun 


sieh ae ) Ruder («+ 0) ‚R; 











sın.2a sın.2a 
daher folgt die gefuchte Reibung 
F+F=(0+0) sin.e = (sin.[@—0] + sin. [@ + 0]) — 


Aber sin. (a—E) Sin.(æ ) iſt, der analytiſchen Trigonometrie zufolge, 
== 2sın. cos. ꝙ und sin.2a = 2sin. @ cos. c, es ergiebt ſich daher 
F+F, _, 280.0 R sın.o cos.g _ Rsin.20 


2 sin. z 0.0 "2 cos.a ’ wofür ſich wegen ber 





Kleinheit von E ——— ſeben laͤßt. Die Reibung bei Anwendung 


des dreiſeitigen — — hiernach 5 mal ſo groß, als die beim 

cylindtiſchen Lager. Iſt z. B. ADB = 60°, alſo ACB 1800 - 609 
— 1200 und ACD = « = 60°, fo hat man = 2mal fo viel 
Reibung, als bei einem runben Lager. 


— 
cos.600 
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Basfemi, 6. 168. Mit Hülfe der legten Formel läßt fih nun auch die Reibung 
in einent neuen runden Zapfenlager finden, worin der Zapfen an allen 
Stellen noch aufliegt. Es fei ADB in Fig. 223 ein foldyes Lager. Thei⸗ 

Fig. 223. len wir den Bogen ADB, in welchem ſich 3a: 
Ze pfen und Lager berühren, in viele Theile, wie 

AN, NO u. f. w., welche gleichen Projectionen 

in der Sehne AB entfprechen, und nehmen wir 

| an, daß jeder diefer Theile gleich viel vom gans 


zen Drude R, nämlich — 3. wobei n die An: 


| zahl der Theile bezeichnet, vom Zapfen auf das 
Lager Übertrage. Nach dem. vorigen $. ift die 
Reibung für zwei gegenüberliegende Theile NO 





__ R sim.2o: = 
und NO, = N os CD Aber cos. NCD ift auch = cos.ONP 
—30. wofern NP die Projection des Theiles NO repraͤſentirt, und 


VNP— — 


; es folgt daher jene den Theilen NO und N,O, ent: 


fprehende Reibung = Zu Sn = _. .NO. Um nun 
die Reibung für den ganzen Bogen ADB zu firden, hat man ftatt NO 
den Bogen AD = Y, ADB einzuführen, weil die Summe aller Rei: 
R sın.2 0 


Sehne 


bie Reibung in einem neuen Zapfenlager: F= R sin. 20 





mal Summe aller Bogentheile, es folgt alfo 


Bogen AD 
"Sehne AB’ 
oder, wenn wir den Sentriwintel ACB , welcher dem im Lager liegenden 
Bogen entfpriht — 20, alfo Schne AB = 2 AC . sın.a fegen: 


bungen gleich ift 


Rsin20 « — 
F= en oder sin.2Q@ = 251n.E 
Angenommen, annähernd . 
F=Rsin.o. — 


sin. 
Hiernach iſt die anfaͤngliche Reibung um ſo groͤßer, je tiefer der Zapfen 
in feinem Lager liegt. Umfaßt z. B. das Zapfenlager den halben Za⸗ 
pfenumfang, iſt alſo & = NY, und ſonach sın. « = 1,' fo hat man 


= 3 . Rsın.o, alfo = 1,57 mal fo groß, als beim ausgelaufenen 


Zapfenlager. Bei einem Zapfen, melcher nicht tief im Lager ruht, iſt « 
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; a3 ar\ 
klein, daher ın.a=—= a — 76 (1 JM fegen, weshalb folgt 


2 
F= ( 4 —) R sın.g oder = R sin.o, wenn « fehr Hein iſt. 


G. 169*). Der Zapfendruck AR ergiebt ſich in der Regel als Mittelkraft 
von zwei rechtwinkelig gegen einander gerichteten Kräften P und Q, ift 
alfo = YP2+ 0? Infofern man ihn nur zur Beſtimmung der Rei- 
bung pR = pV P? + 02 bedarf, kann man fi) mit einem Näherungs- 
werth von ihm begnügen, theils weil fchon der Goefficient ꝙ niemals fo 
fiher beflimmt werden kann und von fo fehr vielen Zufälligkeiten mit 
abhängt, theils auch, weil das ganze Product oder die Reibung pA meift 
nur ein Heiner Theil ift von den übrigen Kräften an der in Zapfenlagern 
ruhenden Maſchme, wie Kebel, Rolle, Radmwelle u. f. w. Der Lehrfas, 
welcher einen Näherungsausdrud von YP? + Q2 zu finden lehrt, ift 
unter dem Namen „das Poncelet’fhe Theorem« bekannt, und laͤßt ſich 
auf folgende Meıfe entwideln. 


VPF@=PV 1 + (5) = Pvi+a, wobei a = ©, 


und vorausgefegt wird, daß (-die kleinere Kraft, alfo © ein Achter Bruch 
if. Segen wir nun 

vı+22=u-+ vo, und beflimmen wir die Coefficienten u und v 
gewiffen Korderungen entfprehend. Der relative Fehler ift 


vira—u—ıX__ u+vx 
ET Vier 
Diefer Gleihung entfpricht eine Curve OSP, Fig. 224, welche für die 
Abfciffe z — 0, die Ordinate AO =y=1— u. und für die Ab: 
Fig. 224. | feiffe AB = 1, die Ordinate 
— BP= = ii — — 
1 J 
hat, welche ferner in zwei 
Punkten AK und Ndurch die 
Abfciffenare geht, und bei S 
ihren größten Abſtand CS 
* dieſer Are erreicht. Segen wir y—= 0, afoyI +? = , 
und loͤſen wir diefe — in Beziehung auf auf, fo erhalten wir in 


V 2 
BER ich 2 Meile Be — 4 I pie Adfeiffen AK und AN der Durchſchnitts⸗ 








Ponceiers 
Theosen- 
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Bones punkte K und N, und alfo auch diejenigen Werthe, bei welchen der Sehler 
ro 
Null ausfällt. 
Um aber die Abfciffe AC des größten negativen Fehlers CS zu finden, 
fegen wir das Differenzialverhältniß 
dy _ UrrDdiHr) AU _ 
de 1+22 u 
(f. Art. 9 der analytiſchen Huͤlfslehren). 
Diefer Korderung wirb entfprochen, indem man 
u+va)ti ta) Az=v(i +22)”, oder 


gt) a—=v(i+2?),dbia = mn ſetzt. 


Hiernach giebt alſo die Abſciſſe 40 — m die größte negative 
Ordinate . 


v 
' ».+V. 2 2 
GS=1-— 7 —— —( — ) Ò” T 


Uni nun weder cinen N großen pofitiven noch einen großen negativen 
Fehler zu begehen, fegen mie die drei Drdinaten AO = 1 — 5, 
BP=1— Ir und CS = Yw+v? — 1 einander glei, und 
beftimmen hiernach die Coefficienten. Es ift hiernach 


=. d. i. (VRSDMC OMIA A und 
2 — u = Ve+ ‚bdbi2=al + vVir 0410, 


, Maus 


= 0,9, v= 0,414. 0,96 = 040. 
— en 11 
Wir können. alfo annähernd Y1-+2?==0,96 + 0,40.0, und ebenfo 
die Mittelkraft 





R = 0,96 P + 0,40 Q 
fegen, und wiffen, daß wir dadurch hoͤchſtens den Fehler 
ty=1-—-»=1 — 0,96 = 0,04 = vier Procent des 
wahren Werthes begehen. 
Diefe Beftimmung fest voraus, daß wir wiffen, melde von den Kräf: 
ten die größere iſt; ift uns dies nicht bekannt, fo innen wir Vi + a“ +8 
== u(1 +x) annehmen und befommen fo 


_kAÜ+®) 
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Hier giebt nicht nur die Grenze mo den Fehler =1 — u, fondern auch Benatırs 


die Grenze © = oo benfelben = 1 — = = 1 — u; fegen wir aber 


= z — 4, fo befommen wir den größten negativen Sehler 
| 2 | 
= — * — E 1), und es ergiebt ſich durch Gleich⸗ 
2 2 
ſetzen dieſer Fehler: 1— p=uVY?2?— 1, dpu = Ira = 3,114 
= 145 — 0,825, wofür 0,83 gefegt wird. In dem Falke alfo, wo 
, 


man nicht weiß, welche von den Kräften die größere ift, läßt fich fegen: 
R==0,83 (P+0), und man erhält dabei den größten Sehle&y—=1— 0,83 
— 0,17 Procent = Y, bes wahren Werthed. . 

Weiß man endlich, daß z nicht über 0,2 ift, fo laͤßt man richtiger x ' 
ganz außer Acht, und fehreibt VP? + Q2 = P, ift aber z über 0,2, 
fo ift ebenfans richtiger YP2 + 0? = 0,888 P + 0,490.0; in beiden 
Källen ift naͤmlich der größte Fehler ungefähr zwei Procent *). 


$. 170. Die im Obigen entwidelte Theorie der Reibung findet beim -pescı. 

materiellen Hebel, bei der Radwelle und anderen Mafchinen ihre Anwen⸗ 
dung. Handeln mir zunächft vom Hebel, und nehmen wir im Winfel: 
hebel ACB, Fig. 225, gleich den allgemeinften Fall vor. Bezeichnen mir 

Fig. 225. wie früher ($. 127.) den Hebel: 

arm CA der Kraft P durdh a, 
den Hebelarm CB der Laft Q 
durh 5, und den Zapfenhalbs 
meffer CH duch T, feßen mir 
das Gewicht des Hebeld — G, 
den Hebelarm CE beffelben =s 
und die Winkel APK und 
BOK, um melde die Kraftrich: 
tungen vom Horizonte abmei: 
hen, =« und P. Die Kraft P giebt den Vertikaldruck P sin. ec, 
und die Laft denfelben = O Sin. 3; es ift daher der gefammte Vertifaldrud 
V=G + Psin.a+Qsin.ß. Die Kraft P giebt auch nody den Hori⸗ 
zontaldrud Pcos. & und die Laft einen Gegendruck Qcos.ß; es bleibt daher 
als Horigontaldrud A= Pcos.e — Ocos. ß übrig, und es laͤßt ſich 
nun der Zotaldrud im Zapfen 





*) Polytechniſche Mittheilungen. Band 1. 


Hebel. 
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R=uV +vH=u(G + Psin.a + QOsin.ß) + v (Pcos.«— Q cos.ß) 
fegen, wobei aber der zweite Theil v(Pcos.«a— Qcos.ß) nie negativ zu 
nehmen, und deshalb in dem Kalle, wenn Qcos.ß > Pcos.«a ift, das 
Zeichen zu ändern oder vielmehr Pcos.« von Ocos.ß zu fubtrahiren ift. 
Um nun denjenigen Werth der Kraft zu finden, welcher dem labilen 
Gleichgewichte entfpricht, fo daß beim kleinſten Zufag Bewegung eintritt, 
fegen mir flatifhes Kraftmoment gleich flatifches Laftmoment plus oder 
minus Moment des Gewichtes der Mafchine ($. 127) plus Moment der 


Reitung © alfo 
— 0b+Gs+pRr 
— (b+Gs +gy9uV +vHÄ)r, woraus folgt 
p_ BEGS+ PB (C+QsnBFrOcosß]r 
a— ugprsin.aTvoprcos.a 
Wirken P und Q vertikal, ſo ift inf R=P+OQ + G, daher 


: Po=0d+Gs +Yy(P+Q+Gj)r. Iſt der Hebel einarmig, fo wirken 


P und Q einander entgegen, dann ift alfo = P— Q+ G und dee: 
halb auch die Reibung Fleiner. Uebrigens muß AR ftets pofitiv in Ned: 
nung fommen, weil die Reibung  R nur Bewegung verhindert, aber 
nicht erzeugt. Man fieht aud, hiernad, daß ein einarmiger Hebel me⸗ 
chaniſch volllommener ift, als ein doppelarmiger Hebel. 


Beifpiel. Sind die Hebelarme bei dem in Fig. 225. abgebildeten Winkel: 
hebel: 4 — 6 Fuß, eu, ey Fuß und r = 1, Zoll, die Reis 
gungswinfell « = 70°, 8 = 50°, it ferner die Laft O — 5600 Pf. und das 
Gewicht G des Hebeld — 900 Pf., fo if die Kraft zur Herftellung des labilen 
Gleichgewichtes folgende. Ohne Rüdfiht auf Reibung iſt Pa + Gs = Ob, da⸗ 

_ — 1 . 
her p EG _ mL — 3658 Bf. Segen wir u — 0,66 
und » = 0,40, fo befommen wir u (G-+OQsin.ß) = 0,96 (900 45600 sin. 50°) 
—= 4982 ®f., » O cos. = 0,40.5600. c0s.50°— 1440 Pf. ; u sin. « = 0,96. sin. 70° 
— 0,902, » cos.« = (,40.cos. 70° = 0,137. Ge ift leicht einzufehen, daß hier 
Pcos.a Kleiner ald Ocos.ß if, denn da annähernd P = 3658 ausfällt, fo hat 
man Pcos.«a = 1251 Pf., wogegen O cos. 8 = 3600 Pf. beträgt; deshalb neh⸗ 
men wir denn auch für »Qcos.ß und vorcos.a das untere Zeichen und fehen 

53600. 4 — 900.1, +wr (4982-4 1440). J 
P= OO — Nehmen wir “ noch den Rei: 
bungscoefficienten 9 = 0,075, fo erhalten wir pr =e 0,075 . a” 0,009375 

22400—4504+60 22010 
und die geſuchte Kraft P = 50003 5m” —= 3673 Pf. Uebri- 
gens ift Hier der Vertifaldrud, wenn man die ohne Rüdfiht auf Reibung be: 
flimmte Kraft P = 3658 Pf. einführt: V = 3658sin 70° 45600 sin. 50°+4-%00 
— 3437 + 4290 + 900 — 8627 Pf. dagegen der Horizontaldruck 

H = 5600 cos. 5$0 — 3658 cos 70 = 3000 — 1251 = 2349 Pf. 
Hier it H > 0,2 V, daher ift richtiger 
R = 0,888. H-+0,490 V = 0,888.8627 + 0,490..2349 — 8811 
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zu feben, und es folgt fo das Moment ber Reibung —= orR = 0,009375.8811 
— 82,6 Fußrf., und endlich die Kraft P — nn — 372 $t, - 
welcher Werth vom obtgen wenig abweicht. 


6. 171. Findet bei einer Radwelle ein Drud in der Richtung ber Sifreisung. 
Are flatt, wie es 3.8. bei fiehenden Wellen wegen des Gewichtes derfelben 
jedesmal der Kalt ift, fo giebt es noch eine Reibung auf der Bafis des 
einen Zapfens. Weil hier in allen Punkten Drud zwifchen dem Zapfen 
und ber Pfanne vorhanden ift, fo fleht diefe Reibung der einfachen gleiten» 
ben näher, als der feither betrachteten Zapfenreibung und man hat des⸗ 
bald für diefe die in Tab. II. (S.209) aufgeführten Reibungscoefficienten 
einzuführen. Um die Arbeit diefer Reibung zu finden, muß man ben mitt: 
(even Weg tennen, den die Bafıs AB, Fig. 226, eines folchen ftehenden 

Fig. 226. Zapfens bei einer Umdrehung zuruͤcklegt. Nehmen wir 

Ze an, daß der Drud AR auf der ganzen Fläche gleichförs 
mig vertheilt fei, fegen wir alfo voraus, daß gleich 
großen Theilen der Bafis gleiche Reibungen zukommen. 
Theilen wir nun die Bafis duch Halbmeffer CD, CE 
u. f mw. in lauter gleiche Sectoren oder Dreiede, wie 
u DCE, fo entfprechen diefen nicht nur gleiche Reibun- 
gen, fondern auch gleiche Momente, es ift daher nur 
BE das Reibungemoment von einem diefer Dreiecke zu fins 
den. Die Reibungen eines folhen Dreiecks Laffen fich 
aber als Parallelträfte anfehen, da fie alle tangential, 
d. i. winfelrecht zum Radius CD wirken; und da nun 
der Schwerpuntt eines Körpers oder einer Flaͤche nichts weiter als der 
Angriffspunkt der Mitteltraft von, in dieſem Körper oder der Fläche 
gleichmäßig vertheilten Parallelkraͤften ift, fo iſt demnach auch hier der 
Schwerpunkt S des Sectors ober Dreieds DCE der Angeiffspunft von 
der aus ſaͤmmtlichen Reibungen beffelben entfpringenden Mittelraft. Iſt 


nun der Drud auf diefen Sector — x und der Halbmeifer CDD=CE 
der Bafis = r, fo folgt ma $. 104) das ftatifche Moment der. Rei 
bung diefes Sectors = CS. Zi = % r. en, und endlich, das flatifche 





Moment der vollftändigen Zapfenreibung = n.. „X = Y,_Rr. 


Zuweilen ift die ſich reibende Stäche ein Ring ABED, Fig. 227 a. f. ©. 
Sind die Halbmeffer deſſelben CA = r, und CD = r, fo bat man es 
mit der Beſtimmung des Schwerpunftes S von einem NRingftüde zu 
thun, und erhält deshalb nach 6. 109 den Hebelarm 


Stiftreibung. 


Spinzapfen. 
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Kig. 227. S=%; ‚ daher das Moment der Reis 


3 

bung = non Be) "Führt man ben 

n+tn 
2 


mittleren Salbmeffer = r und die Breite 


des Ringes r, — 7. = 5 ein, fo erhält man bies 
ſes Moment der Reibung au — N r+ 2). 


Die Arbeit der Reibung für eine Umdrehung des 

Zapfens ift im erften Falle 2#.%,pRr==Y,apRr, 

ra—r 

und im zweiten %, wpR —25) 

Man ſieht auch hier leicht ein, daß wegen Verminderung dieſes Arbeits⸗ 
verluſtes die ſtehenden Zapfen oder Stifte moͤglichſt ſchwach zu machen 
ſind, und daß mehr Arbeitsverluſt entſteht, wenn unter uͤbrigens gleichen 
Verhaͤltniſſen die Reibung in einem Ringe als in einem vollen Kreiſe 
ſtatt hat. 

Beiſpiel. Bei einer in der Minute 100 Umdrehungen machenden und 
1800 Pf. ſchweren Turbine iſt die Stärke des Stiftes an der Balls 1 Zoll, 
wie viel Arbeit confumirt die Reibung diefes Stiftes in einer Secunde? Den Rei: 
bungscoefficienten = 0,100 angenommen, erhält man dieReibung YR =0,100.. 1800 
— 180 Pf.; der Weg pro Umdrehung iſt Yır=!z .314. . * 0,1745 88, 
baher die Arbeit pro Umbrehung — 180 ..0,1745 — 31,41 Ißpf. Nun macht 
aber diefe Mufchine in der Secunde 1%, = % Umdrehungen; es folgt daher 
= 1 


der gefuchte Arbeitsverlut = — = 52,3 —ßpf. 

$. 172. Iſt der Zapfen — Fig. 228, coniſch zugeſpitzt, fo faͤlt die 

— Reibung groͤßer aus als bei einem unten ebenen 

| A — Zapfen; weil ſich der Axendruck AR in bie bie 

m Reibung erzeugenden Normalträfte, wie N, N, 

| u. f. mw. zerlegt, die zufammen .größer als R 

\ allein find. Iſt der halbe Gonvergenzwintel 
| ADC=BDC=, fo hatman 2 N = — 
und deshalb die Reibung dieſes Spitzzapfens 

R 
F=9 — Bezeichnet man nun den Halb⸗ 


meſſer CA = CB des Zapfens an der Stelle 
des Eintrittes in die Pfanne duch r,, fo 














R 
hat man nad) dem Obigen das ftatifche Reibungsmoment M = hrs 
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; ober, da — — 
sin. « sın.a 


DA=a — iſt, daſſelbe auch M= Y,pRa. 

Laͤßt man dieſen Zapfen nur wenig in die Pfanne eintauchen, fo wird 
die Arbeit bei ihm fleiner als bei einem Zapfen mit ebener Bafis und 
deshalb die Anwendung des Spitzapfens dennody von Nutzen fein. Iſt z. B. 

= —— „ alſo , rcin. c, fo giebt der Spitzzapfen mit 
dem Halbmeſſer r, nur halb fo viel Arbeitsverluſt durch die Reibung als 
der eben abgeftumpfte Zapfen mit dem Halbmeffer r. 

Bilder der Stift einen abgekürzten Kegel, Fig. 229, fo findet Reibung 
an dem Mantel und an der Abftumpfungsflähe flatt und es ftellt ſich 
das flatifche Reibungsmoment 

“=(r: —) 2, PR 
— 1 + sin. . /3 12 
heraus, wenn r den Halbmeſſer CA an der Stelle des Eintrittes in bie 
Pfanne, r, den Halbmeffer DE an der Bafis und a® den halben Conver⸗ 
genzwinfel bezeichnet. 


Rig. 229. Fig. 230. 





* 





Big. 231. 





Sehr oft find. endlich noch die ftehenden Zapfen oder Stifte, Fig. 230 
und Fig. 231, abgerundet. Wenn auch durch die Abrundung die Reibung 
felbft keineswegs vermindert wird, fo entfteht doch dadurch eine Verminde⸗ 
rung des Reibungsmomentes, daß die Tiefe des Eintauchene in bie Pfanne 
berabgezogen wird. est man eine Eugelförmige Abrundung voraus, fo 


erhält man mit Hülfe des höheren Calcuͤls für eine halbkugelförmige 
Pfanne: das Moment der Reibung 


E M= = . Rr; 
für die ein niedriges Segment bildende Pfanne aber 
2 
= Y : 4 0,3 (=) ] oRr,, 


wenn r den Kugelbalbmeffee MA== MB, r, aber den Pfannenhalbmeſſer 
CA= CB bezeichnet. 


Weisbach'e Mechanik. Me Aufl. I. Bd. 15 


= DA, db. i. ber Kegelſeite Erinarfın. 
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Stifireibung. 


Spitzen und 
Schneiden. 


Anmerkung. Beiden Kornerſpitzen ADB, Fig. 232, an den Drehbankſpindeln zer: 
legt fich der Druck R rechtwinfelig gegen bie 
Arenrichtung DX in einen Normaldrud N und 
einen Seitendrud S parallel zur Are. Gel: 
ten biefelben Bezeichnungen wie oben bei 
dem Spipzapfen ftehender Wellen, fo bat 


= und S= R tang. «. 





man N = a 
cos 


Das Moment der Reibung, welche aus 
N entfpringt, ift 


=oN.Yn =%P — 
oertar = CA= DA sin. ADC= 
a sin. a ift, 
M=, ꝙ Ra tang. «e. 
Die Seitenfruft S wird ganz oder zum Theil durch eine Gegenfraft S, an 
der andern Spike aufgehoben. 








Beifpiel. Wenn das Gewiht der armirten Welle eines Pferbegöpele 
R —= 6000 Pf., der Halbmeffer feines coniſch gefpigten Stiftes = r = 1 Boll 
und der Gonvergenzwinfel 2« des Kegel = 90° iſt, fo beträgt das ſtatiſche 
Moment der Reibung an diefem Stifte 





Rr 6000 r — 10 _ 
N=Y,.o0. — . O,1. 5 273 — 47,1 Fußpfund. 


Macht dieſe Welle während des — einer Tonne aus der Grube | 
— u — 24 Umdrehungen, fo ift die Arbeit, welche die Reibung am Stifte in 
diefer Zeit aufzehrt 

L=?nu.Y%Y — — 25.24.4741 = 7103 Sprf. 


IN. 


$. 173. Um die Arenreibung drehender Körper möglichft zu vermeiden, 
unterftügt man diefe durch zugefpigte Stifte, fcharfe Schneiden u. f. w. 
Hätte man es hierbei mit vollkommen ftarren und unelaftifchen Körpern 
zu thun, fo würde bei diefer Methode des Aufhängens oder Unterftügens 
gar Fein Arbeitsverluft in Kolge der Reibung entftehen können, weil hier 
von der Reibung fein mefbarer Weg zurüdgelegt wird; allein da jeder 
Körper eine gewiffe Flafticität befigt, fo wird beim Aufliegen eines folchen 
auf einer Spige oder Schneide ein Meines Cindrüden diefer eintreten und 
ſich dadurch eine reibende Fläche herausftellen, auf welcher von der Rei: 
bung Wege befchrieben werden, die allerdings zu einem, wenn auch nur 
fehr Meinen Arbeitsverlufte Veranlaffung geben. Bei länge anhaltenden 
Drehungen und Schwingungen der auf diefe Weife unterftügten Körper 
ftellen ſich ſolche NReibungsflähen ohnedies noch ein in Folge des Abreis 
bens der Spige oder fcharfen Kante, und es ift dann die Reibung nad) 
dem SFrüheren zu beurtheilen. Man mendet aus dieſem Grunde diefe 
Unterſtuͤtzungsmethoden auch nur bei Inftrumenten ; tie bei der Bouffole, 
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Waage u. f. m. an, wo es auf die Herabziehung der Reibung weſentlich Syigen um 
ankommt und nur von Zeit zu Zeit Bewegungen zugelaffen werben. 


Verfuche über Reibung eines auf einet harten Stahlfpige ruhenden 
und um diefe drehbaren Körpers hat Coulomb angeftellt. Nach diefen 
Verſuchen wächft diefe Reibung etwas ftärker als der Drud und verän- 
dert ſich mit der Stärke der Zufpigung des unterftägenden Stiftes. Sie 
ift bei einer Granatfläche am Eleinften, größer bei einer Achatfläche, größer 
bei einer Fläche von Bergkryſtall, noch größer bei einer Glasfläche, am 
größten aber bei Stahiflächen. Bei fehr Meinem Drude, wie bei der 
Magnetnadel, kann der Stift bis auf 109 bis 120 Gonvergenz zugefpigt 
werden. Iſt der Drud aber groß, fo muß man meit größere Convergenz: 
winkel (30 bis 459%) anwenden. Die Reibung iſt Meiner, wenn der Kör: 
per mit einer ebenen Fläche auf einer Spige ruht, al6 wenn er mit einer 
conifchen oder fphärifchen Höhlung auffist. Bei einer fcharfen Schneide, 
wie fie bei Waagebalken vorkommt, finden jedenfalls Ähnliche Beziehungen 
ftatt. Schwer zu belaftende Waagebalten befommen fchneidige Aren von 
900 Eonvergenz, leichte Waagen können eine Schärfung von 300 vertragen. 


Anmerfung. Nimmt man 
Bi an, daß die Nabel AB, Yig. 233, 
am Stifte FCG die Spike DCE 
von der Höhe CM = hund 
dem Halbmeffer DM = r ein 
gedrückt habe, und ſetzt man 
voraus, dag dus Bolunen Y, nr®h 
dem Drude R proportional fei, 
fo läßt fi das Maaß der Mei: 
bung auf folgende Weife finden. Eepen wir /,nr!h = uR, wo u eine Erfah⸗ 
rungszahl if, und führen wir den Konvergenzwinfel DCE = 2a ein, feßen 


alfo A=r.cotg.a, fo erhalten wir den Halbmeffer der Bafls: r— Vz 3uRi —* «@ 





und oRr — »⸗ —— ‚R% (tang. a)Ys : Hiernach iſt alfo 


anzunehmen, daß die Reibung auf einem Stifte mit der Gubifwurzel aus ber 
vierten Potenz des Drudes und der Bubifwurzel aus der Tangente des halben 
Gonvergenzwinfele gleihmäßig waͤchſt. 

Big. 234. Ghenfo läßt fih das Maaß der Rei⸗ 

| bung eines Balfens AB, Big. 234, fin: 

den, welcher über einer ſcharfen Kante 
CC, oscillirt. Iſt a der halbe Con⸗ 
vergenzminfel DCM, I vie Länge CC, der 
Schneide und R der Drud, fo ergiebt 


fich dieſes Maaß = Enge). 


15* 





Wäljende 
Reibung 
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$. 174. Die Theorie der wälzenden Reibung ift noch keineswegs 
feft begründet, man weiß, daß diefe Reibung zunimmt mit dem Drude und 
daß fie bei einem Meineren Durchmeffer der Walze größer ift als bei einem 
größeren Durchmeffer; in melcher algebraifhen Abhängigkeit diefe Reibung 
aber zum Drude und Durchmeſſer des fich waͤlzenden Körpers fteht, kann 
noch nicht ale ausgemacht angefehen werden. Coulomb mudte nur 


einige Verfuche mit 2 bis 12 Zoll diden Walzen aus Guajac (Poden=) 


oder Franzofenholz und aus Ulmenholz, die er auf Unterlagen von Eichen» 

Big. 235. holz waͤlzen ließ, indem er die 

— Enden eines duͤnnen um die 
Walze AB gelegten Fadens durch 
ungleiche Gewichte P und O. 
Fig 235, anſpannte. Nach den 
Ergebniſſen dieſer Verſuche ſcheint 
allerdings die waͤlzende Reibung 
dem Drucke direct und dem Durch⸗ 
meſſer der Walze umgekehrt pro⸗ 
portional zu wachſen, ſo daß die 
Kraft zur Ueberwindung der waͤl⸗ 


zenden Reibung durch FP. = 


auszudrüäden ift, wenn R den Drud, 7 den Halbmeffer der Walze und ꝙ 
den durch Verfuche zu ermittelnden Reibungscoefficienten bezeichnet. Giebt 
man r in preuß. Zollen, fo ift nach diefen Verfuchen 
für die Walzen aus Podenho 9 — 0,0184, 
für die aus Ulmenho — 0,0311. 
Kür gußeiferne Räder von 20 Zoll Ducchmeffer, welche auf ss 
nen Schienen laufen, fand ber Verfaffer: 
p = 0,0178, und Herr Rittinger in Schemnig: 
9 = 0,0187. - 
Nah Pambour ift für Eifenbahnräder von ungefähr 38 Zoll Höhe: 
9 = 0,019 bis 0,021. 


Die Formel F = 9 x fest voraus, daß die Kraft F zur Ueberwin⸗ 





dung ber Reibung an einem dem Walzenhalbmeffer gleihen Hebelarm 
HC = HL=r wirkte, und daher mit der Walze einerlei Weg zurüd: 
lege; wirkt diefelbe aber an einem Hebelaem HK = ?2r, fo ift audy ber 
Meg bderfelben doppelt fo groß als der der Walze auf der Bahn, und 
daher die Reibung: 


R 
FR=4yF=9,, 
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Wird ein Über Walzen C und D, Sig. 236, liegender Körper ABS zeiten 
fortgegogen, fo fällt die erfor⸗ *eibuns. 
derliche Kraft P fehr Bein aus, 
weil nur zwei wälzende Reis 
bungen, nämlich) die zwifchen 
AB und den Walzen und die 
zwifchen den Walzen und ber 
Bahn HK zu überwinden 
find. Uebrigens ift der pro⸗ 
greffive Weg der Walzen nur 
halb fo groß als der Weg der 
Laſt RA, und es find deshalb 
beim ferneren Fortgehen immer wieder neue Walzen vorn unterzufchieben, 
weil die Beruͤhrungspunkte A und B zwifchen den Walzen und dem Kür: 
per AB vermöge des Waͤlzens ebenfo viel ruͤckwaͤrts gehen, als die Are der 
Walze vorwärts. Hat fih die Walze AZ um den Bogen AO gedreht, fo 
if fie auch um einen diefem Bogen gleichen Weg AA, vorwärts gegangen 
und O mit O, in Berührung gekommen, der neue Berührungspuntt O, 
alfo um AO, = AO hinter dem vorigen (A) zurüdgegangen. Sind die 
Reibungscoefficienten $ und @,, fo hat man die Kraft zum Hortziehen 


R 
der Lat A: P=(p+9)) 5 


Anmerkung. Die von Morin in großer Ausdehnung angeftellten Verfuche 
über den Widerſtand der Wagen auf Straßen flimmen mit dem Gefehe, wonach 
diefer Widerſtand mit dem Drude gleihmäßig und mit der Dide der Walze 
umgefehrt wächtt, überein. Gin anderer franzöftfcher Ingenieur, Dupuit, hinge⸗ 
gen leitet aus feinen Verſuchen ab, daß die wälzende Reibung zwar tem Drude 
direct, aber übrigens nur der Quadratwurzel aus dem Walzenhalbmeffer umges 
kehrt proportional wachſe. Beſondere theoretifche Anfichten über wälzende Wei: 
bung findet man in v. Gerfiner’s Mechanik, Bd. I. 5. 537 und in Brir 
Abhandlung über die Reibung, Art. 6 entwidelt. NAusführlicher wird hierüber 

Big. 237. im dritten Theile bei der Förderung 
- auf Straßen und Schienenwegen gehandelt. 


Fig. 236. 





$. 175. Mir haben nun die Reis Geilreibung. 
bung eines biegfamen Körpers kennen 
zu lernen. Wird ein Übrigens vollkom⸗ 
men biegfames, durch eine Kraft Q an» 
gefpanntes Seil um die Kante C eines 
feften Körpers ABE, Fig. 237, gelegt 
und dadurch umeinen Winkel DEB =a® 
von feiner anfänglichen Richtung ab: 
gelenkt, fo entfteht in der Kante ein 
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Silreibung. Druck AR, aus dem wieder eine Reibung Z’ hervorgeht, welche verurfacht, 
daß die Kraft P zur Herſtellung eines labiten Gleichgewichtes größer oder klei⸗ 


ner ale Q if. Der Drud ift ($. 74) R=.YP?FQ?—2PO cos. «, 


folglich die Reibung F= gVYP?+0?—2POcos.a. Seen wir nun 
noch P= © + F und P? annähernd = 0?-+20QF, fo erhalten wir 


F=9 vor? QOF+Q?— 20? cos.x— 2 FO cos.a 
= pyY2(1 — cos.) (@+OF—=2 psin. ZVR+OF, wofür ſich 
wieder = 2 sin. > (Q@+1%F) fegen läßt, wenn man von ber Qua⸗ 
dratwurzel nur die erften 2 Glieder berüdfichtigt. est ergiebt fich 


2p0sin., = 
F—-oF sin.> -—2p0) sin. 5 . fotgich die gefuchte Reibung F == 
1-psin — 





° 
| 2 
mofür meift — 290 sn — 2 (1 + gpsın. 2) und fogar fehr oft 


=290sin.n gefegt werden kann. Um alfo das Seil über der Edle 


29 sin. 5 
wegzuzieben, ift eine Kraft P=QO+F=|I1+ —— 
1— ysın.n 
nöthig, und um umgefehrt, durch das Seil das Miedergehen der Laft O 
I psin. > 
zu verhindern, ift eine Kraft A =0Q:1 1 + — N— erforderlich ; 
1— psın. 7 


annähernd iſt alſo P= : +2psin, — (1 +9sın.— 2 =) ] Q, oder noch 


einfacher, P={ 1 +2 psin. 2) Qund ar 
1 +2 sin. 5 ( +9sin s) 
2 
oder A = Q = ( - 2psin.- <) Q zu fegen. 
1+ 2psin. — 


. Seht das Seil Über mehrere Kanten, fo laffen fi durch wiederholte 
Anmendung diefer Kormeln die Kräfte P und P, am andern Seilende eben- 
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falls berechnen. Nehmen wir den einfachen Fall an, daß das Seil ABC, eritrewung. 
Rig. 238. Sig. 238, um einen Körper mit n 
Kanten gelegt fei und an jeder Kante 
um denfelben Fleinen Winkel & abge: 
lenkt werde. Die Spannung im erften 


Seilſtuͤcke it O = ( 1+29 sin 2) Q, 
wenn die des Endes —=Q beträgt; die 
| des zweiten, (,= (142gsin. =). = 


2 
— (142960. 2) Q, die des drit: 
ten, Q, = ( 4 29sin.Z) Q, 


3 
=(1+2 psin. <) Q, daher alfgemein, die Kraft am legten Ende: 





P=(1429sin.2) Q, infofern e8 auf eine Bewegung in der Richtung 
der Kraft P anfommt. Vertauſcht man P durch Q, fo erhält man dagegen 


wofern nur eine Bewegung in ber Richtung 


von Q zu verhindern ift. a8 
Die Reibung F= P— Qift ineinem Falle | ( 1 +29sin.S) lo 
und, im zweiten — Q — P = [(: +2psin. 5) — | P, 


|: — (1+2 psin. u O. 


Dieſelben Formeln finden auch ihre Anwendung bei einem um einen 
Fig. 239. Cylinder gewickelten, gegliederten Kör: 
per, z. B. einer Kette ABE, $ig.239, 
wo dann n bie Zahl der aufliegenden 
Glieder angiebt. Iſt die Länge AB ei: 
nes Kettengliedes — 2 und die Entfer: 
nung CA der Are A eines Gliedes von 
dem Mittelpunfte des bededten Kreis: 
b Dan a1 
ogens==T, fo hat man sın. — 
Beiſpiel. Wie groß iſt die Reibung 
am Umfange eines 4 Fuß hohen Rades, 
wenn daſſelbe von zwanzig 5 Zoll langen 
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Seitreibung. und einen Zoll diden Gliedern einer Kette bedeckt wird, deren eines Ende feflge: 
halten und deren anderes Ende mit 50 Pf. Kraft angeipannt wird? Hier ifl 

@ 5 K , 5 
PP =#P.,n = 2%, aaa ut = u fegen wir nun nod für @ den 
mittleren Werth 0,35, fo erhalten wir die Reibung, mit der die Kette dem Rabe 


20 
in feiner gr entgegenwirft: F = [(1+2.035. ) — 1 | . 50 


5.180 
-[( +5) -1]:#- [9 - 1]-0=2.90-= ussr. 
$. 176. Liegt ein geſpanntes Seil AB, Sig. 240, um einen feftliegen: 
Fig. 240. den, cylindrifc abgerundeten Körper ACB, fo laͤßt 


fi) die Reibung durch die im vorigen $. gefundene 
Regel ebenfalls finden. Es ift hier der Ablenkungs⸗ 
winkel EDB = «ao = dem Centriwinkel ACB des 
Seilbogens AB; theilt man denfelben in n gleiche 
Theile und fieht man den Bogen AB als aus n 

geraden Linien beftehend an, fo erhält man auch 


n Eden, jede mit der Ablenkung —, und deshalb 
die Gleichung zwifchen Kraft und Laſt wie im voris 
gen: P= ( 42 psinz-.) Q. Wegen der 





} ä & . & — & 
Kleinheit von In (äßt fich aber sin. In = fegen, weshalb 


P= (1 + >) fi) herausſtellt. Bedient man ſich nun nod der - 


binomifchen Reihe, fo erhält man 
er 2 an — 
P— (: ne ee * — 2) — )0 
oder, da n ſehr groß iſt, alfo n in — 2=n —3. zn 
gefegt werden kann: 
1 1 
— ( +9e+ 9 + (98H...) Q. 


2 
Nun ift aber 1 +2+7—+ —— + ...=e* , wo e die Örunds 


- zahl 2,71828 . . des natärlichen Logarithmenſyſtemes bezeichnet, es laͤßt 
fi) daher auch fegen: 
P= e’“. O, fo wie OQ=Pe"", und umgekehrt 
P __ 2,3026 
079 





“= (Log P-—- Log O). 


1 
— Log.nal. 
© 9 
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Siebt man ben. Seilbogen nicht in Xheilen von m, fondern in Graben, @eitmiung. 
— x zu ſubſtituiren, druͤckt man ihn endlich durch 
die Zahl u der Umſchlaͤge aus, ſo hat man « = 27u zu ſetzen. 

Die Formel P—= e”*. O giebt an, daß die Seilreibung F=P-—Q 
auf einem feftliegenden Gplinder gar nicht vom Durchmeffer deffelben, 
fondern nur von der Anzahl der Eeilumfchläge abhängt, zeigt aber auch, 
daß fie leicht außerordentlich vergrößert und faft bis in's Unendliche gefteis 
gert werden kann. Segen wir $ = 1%, fo befommen mir 

für Y, Ummidelung P = 1,69 Q 
” ly » pP — 2,85 0) 
»1 * P= 8,12 Q 
» 2 » P= 65,94 0) 
» 4 ” P = 4348,56 O, u. f. m. 


Beifpiel. Um eine große untheilbare Laſt P von 1200 Bf. von einer 
gewiffen Höhe, 3. B. in einem Schachte, herabzulaſſen, widelt man das Seil, 
Fig. 241. woran dieſe Laſt hängt, um einen feftgeflam- 

merten runden Stamm AB, Fig. 241, 1%,mal 

herum und Hält das übrig bleibende Seilende 
in der Hand. Mit welcher Kraft it nAn dies 
fes Seilende anzufpannen, damit die Laſt 
langfam und gleihförmig niederfinft? Sehen 
wir auch Hiery== 0,3, fo erhalten wir diefe Kraft 


fo bat man « = 


11 
0 Pe 0. en 
23 
— 120.e * 
33 


alfo Loꝗ. nat. Q = Log nat. 1200 — 70” 


— 7,0901—2,5918—4,4983. 
Log. 0 = 1,9536, 0 — 89,9 Pf. 


$. 177. Legen fi) Seile oder geglies erinpteir 
derte Körper u. f. w. um eine Rolle oder ?" Kt 
um den Umfang anderer, um eine Are 
drehbarer Eylinder, fo hört die im vorigen $. betrachtete Seil: oder Ketten: 
reibung auf, weil nun der Rabumfang mit dem Seile einerlei Geſchwin⸗ 
digeit annimmt, bafür macht fi nun aber bie Kraft zum Umbiegen 
beim Auflegen auf die Rolle und nad) Befinden auch die zum Aufbiegen 
beim Abwideln von der Rolle bemerkbar. Iſt es eine Kette, die fih um 
eine Trommel widelt, fo beftcht der Widerftand des Auf: und Abmwidelns 
in einer Reibung der Kettenbolzen, indem leßtere in ihren Lagern um 
gewiſſe Winkel gedreht werden. Iſt AB, Gig. 242, das eine und BG 





Ereifigfiit 
der Ketten, 


234 Dritter Abſchnitt. Fünftes Kapitel. 


Fig. 242. das nächftfolgende Kettenglied, iſt ferner ( 

’ die Drehungsare der Rolle, worauf fi 
die durch die Luft O ausgefpannte Kette 
aufwidelt, find endlih CM und CN Per: 
pendikel gegen die Laͤngenaxen der Glieder 
AB und BG gefällt, fo it MCN = @ 
der Winkel, um melden fich die Molle 
dreht, während fich ein neues Glied aufs 
legt und auch zugleich ter Winkel FBG 
— 1800 — ABE, um welden fi bei 
diefem Auflegen das Glied BG mit feis 
nem Bolzen BD in dem Gliede AB um: 
dreht. Iſt nun BB=BE=r, ber 
Halbmeſſer des Bolzens, ſo durchlaͤuft der 
Druck⸗ oder Reibungspunkt D bei dieſem 
Umlegen einen Bogen DE = r,«, und es iſt die hierbei verrichtete Ars 
beit der Reibung 9,0 im Punkte B, = 9, Q.r, &. Die Kraft P, zur 
Ueberwindung diefer Reibung, in der Richtung der Rängenare BG wir: 
end, angenommen, erhält man für fie den gleichzeitigen Weg s = CN 
mal Bogen des Winkels MCN = CN .a und die Arbeit = P..CN.e; 
es ergiebt ſich daher durch Gleichfegen beider Arbeiten P.CN«=g,.Qr,a 
und die gefuchte Kraft, wenn man noch den um die halbe Ketten: 
ftärke vergrößerten Halbmeſſer CN der Trommel durch a bezeichnet: 


r 
P=907- 


Ohne Rüdfiht auf alle Reibungen wäre die Kraft zum Umdrehen der 
Rolle: P= O, mit Rüdfiht der Reibung beim Aufwideln der Kette ift 





fe ge P=0+P= ( 14912) O. Widelt ſich die Kette von der 


Trommel ab, ſo findet ein gleicher Widerſtand Statt; wenn alſo, wie bei 
den ſogenannten Leitrollen, ein Auflegen auf der einen Seite und ein 


2 
Abwickeln auf der andern ſtatthat, fo. iſt die Kraft P = ( +9 0) 
oder annähernd = (1+429,%) O. 


Iſt endlich noch der Zapfendruck = AR und der Zapfenhalbmeſſer = r, 
ſo folgt die Kraft bei Beruͤckſichtigung aller Hinderniſſe: 


P=(1+29,2)0+pZ R. 
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Beifpiel. Wie groß if die Kraft P am Ende einer um eine Rolle ACB, ereipateir 
Kig. 243. 


Fig. 243, gefchlagenen Kette, wenn die vertifal nieder: der Feten. 
ziehende Laſt Q —= 110 Pf, das Gewicht der Rolle 

fammt Kette 50 Pfund beträgt, der bis zur Mitte der 

Kette gemefiene Halbmefier a der Rolle = 7 Zoll, der 
Halbmeffer des Zapfens C = %, Zoll und der Halb: 

meffer der Kettenbolzen — %, Zoll mißt? Seßen wir 

bie Reibungscoefficienten 9 = 0,075 und 9, = 0,15, fo 
erhalten wir nad der letzten Formel die Kraft 


P=(1+2.0,15- gr )-11040.075.2 (110-+50--P), 
oder, wenn wir redie P = 110 annähernd annehmen: 
P= 1,016. 110-+0,0067 .270 = 111,764+1 81=113,6 Bf. 


. &. 178. Beim Umbiegen eines Seiles um eine Rolle, ober beim Aufs ernaniı 
wickeln deffelben auf eine Welle, tritt die Steifigkeit (franz. roideur, —ẽrn 
engl. rigidity) deffelben als ein der Bewegung deſſelben entgegengefeßtes 
Hinderniß hervor. Diefer Widerftand hängt nicht allein von dem Stoffe 
ab, aus dem das Seil gefertigt ift, fondern audy von der Zufammenfes 
gungsmeife und von der Stärke des Seiles, und läßt fich deshalb nur 
auf erperimentellem Wege ermitteln. 

Verſuche zu diefem Zwecke find vorzüglich von Coulomb, und in der 
neueren Zeit von dem Verfaſſer ſelbſt angeſtellt worden. Mährend fi) 
Coulomb nur mit ſchwachen Hanffeilen von 4, bis hoͤchſtens 11/, 30 
Stärke befhäftigte und diefilben aud nur auf Rolten von 1 bis höchftene 
6 Zoll Durchmeſſer aufwickeln ließ, hat der Verfaſſer Hanfſeile von 2 Zoll 
Stärke und Drahtſeile von Y, bis 1 Zoll Stärke über Rollen von 2 bis 
61/4, Fuß Durchmeffer laufen laffen. 

gig. 244. Coulomb hat feine Verfuche auf zweier: 

lei Weife ausgeführt. Ein Mal nad Amon⸗ 

"tons mit einem in Fig. 244 abgebildeten 
Apparate, mo AB eine von zwei Seilen 

umſchlungene Walze ift, die Spannung durd) 

ein Gewicht Q hervorgebraht und das Her» 

abrollen der Walze durch ein zweites Gewicht 

P, weldyes mittels eines dünnen Fadens an 

diefer Walze zieht, bewirkt wird. Ein zwei⸗ 

tes Mal hat er die Seile um, auf einer ho» 

rizontalen Bahn ſich wälzen laſſende Cplin- 

der gelegt, und aus der Differenz der an 

beiden Seilenden hängenden und ein lang» 

fames Fortrollen bewirtenden Gewichte, nach 

Abzug der vollenden Reibung, auf den Steifigkeitswiderftand gefchloffen. _ 
Aus den Verſuchen Coulomb's geht hervor, daß der Steifigkeites 
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Srißgtri tiderftand mit der Stärke der Spannung des ſich aufmidelnden Seiles 
ziemlich gleichmäßig. wählt, daß er aber auch noch aus einem conftanten 
Stiede K befteht, wie fich allerdings nicht anders erwarten LÄßt, weil ſchon 
eine gewiſſe Kraft nöthig ift, um ein unangefpanntes Seil umzubiegen. 
Auch ftellt fih heraus, daß diefer Widerftand im umgekehrten Verhälts 
niffe der Rollendurchmeffer zunimmt, daß er alfo bei dem doppelten Durchs 
meffer der Rolle nur halb fo groß ift, beim dreifachen ein Drittel u. f. w. 
Endlich 1äßt fich die Beziehung zwifchen der Seildicke und der Seiſſteifig⸗ 
keit nach diefen Verſuchen nur annähernd angeben, wie es auch faum 
anders zu erwarten iſt, da die Steifigkeit auch noch von der materiellen 
Befchaffenheit und von der Stärke dee Drehung der Fäden und Kigen 
mit abhängt. Bei neuen Seilen fand fi die Steifigkeit ungefähr pros 
portional der Potenz d'” , bei alten aber mehr d"*, wenn d den Durch⸗ 
meffer des Seiles bezeichnet. Es ift alfo nur fehr ohngefähr, wenn Ei⸗ 
nige diefen Widerſtand dem einfachen, Andere dem Quadrate der Seil⸗ 
ftlärke proportional wachſend annehmen. 

8.179. Hiernach in fich alfo der Steifigkeitswiderftand der Hanffeile Durch 


die Formel 5— — — (K + v0), wo d die Seitftärke, a der Rollen, 


halbmeſſer, bis Are des Seiles gemeſſen, O die Spannung des ſi h auf 
widelnden Seiles, n, A und v aber Erfahrungszahlen bezeichnen. Prony 
bat aus den Berfuchen Coulomb’8 gefunden, daß für neue Seile 


= a (2,45 + 0,053 Q), und für alte 


Ss= — (2,45 + 0,053 O) gefegt werben kann, wenn a 


und d in Linien, O, S in Pfunden ausgedrädt werden. Diefe Ausdruͤcke 
beziehen fich aber auf Parifer Maaß, in preußifchen Zollen umd Pfunden 
ausgedrüdt, ändern fie fich in folgende um: 


S= = (14,23+0,2950) und S.— =" (063 + 0,1410). 


Da ſelbſt diefe complicirteren Formeln nicht immer die erwuͤnſchte 
Uebereinftimmung mit den Verfuhsrefultaten geben, fo kann man, fo lange 
nicht neue wi u Örunde vi. werden koͤnnen, mit Eytelwein 


d? a Q 
=Vv. ot 55002 fegen, wobei vorausgeſetzt ift, Daß a 


in nenlhe Fußen und d in preußifhen Linien, O und S aber in 
gleichem Gewichtsmaaße, Übrigens willkuͤrlich, auszudruͤcken find. Für 


Metermaag it S = 18,6 . = Diefe Formel giebt natuͤrlich nur bei 


‚geößeren Spannungen, wie fie allerdings meift in der praktifchen Anwen: 
dung vorkommen, genügende Annäherungsrefultate. 
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Die Steifigkeit getheerter Seile ift ungefähr um ein Sechstel größer 
al® die ungetheerter Seile gefunden worden, und nafle Seile hat man 
ungefähr ein Zwoͤlftel fteifer gefunden als trodene. 

Beifpiel. Bei einer Seilfpannung von 350 Pf. und einem Rollenhalbmeffer 
von 2%, Zoll it für ein 9 Linien tides neues Eeil der Steifigkeitswiderſtand 
nah Brony: S—= %, (%)17 (14,2340,295.350) = 0,613.47,0 = 28,8 Pfo., 

8 
nah Sytelwein: S= En — 389 Pf. Wäre die Spannung Q nur 
150 Bf., fo Hätte man nad Brony S- 0,613.23,4 = 14,34 Pf, nad Eytel- 
— 16,7 Pf, alfo hier eine beſſere Uebereinftimmung. Man 
fieht aus diefen Beifnielen, wie wenig Sicherheit dieſe Formeln gewähren. 

Anmerfung. Tabelle zur Erleichterung der Berechnung des Steifigfeitswis 
derſtandes der Eeile theilt der »Ingenieur« S. 412 mit. Nah Morin (f. defien 
Aide-Mömoire) if, wenn m die Anzahl der Seitfänen bezeichnet, für ‚ungetheerie 
Seile d— Vu 1338 u 1333 Gentimeter und 

S- 5 50 000297 + 0,0002454 + 0,000353 0) Kilogr., 
und für — 
d= — 0,186» Centimeter, und 
5, (00014575 +- 0,000346» -+ 0,0004180) Kilogr. 


6. 180. Der Verfaſſer bat fi bei feinen Verſuchen über die Stei- 
figfeit der Seile eines in Fig. 245 abgebildeten Apparates bedient. 
Sig. 245. Die Scheibe oder Role BDE, auf 

— welche ſich das zu unterſuchende Seil 

ABDEF auflegte, war mit einem Paar 
eiferner Räder, wie CLM, auf einer 
Welle C befeftigt, und diefes Mäder: 
paar ſtand auf einer horizontalen 
Schienenbahn AR. Nahdem man 
das eine Seilende F durdy ein ange 
bängtes Gewicht G gefpannt hatte, 
bing man an das Kreuz K, melches 
am anderen Seilende A befeftigt tar, 
fo viel Gewichte, bis das Raͤderpaar 
fammt der Scheibe und ihren Gewich⸗ 
| ten langfam fortzurollen anfing. Um 
ſich von den Unvolltommenheiten bes 
Apparates moͤglich unabhängig zu mas 
chen, wurde nachher auf der Seite bei 
F fo viel Gewicht zugelegt, bis das 
Kor:rollen des armirten Mäderpaars 
nad) der entgegengefesten Richtung 
eintrat. Das arithmetifhe Mittel 


wein — 








Ereifigfeit 
eıle. 


Steifigtelt 
der Seile. 


/ 
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von den Zulagen gab nun, nachdem man hiervon noch die waͤlzende 
Reibung abgezogen hatte, die Kraft zur Ueberwindung der Seitfteifigkeit. 

Den Goefficienten der in Abzug zu bringenden rollenden Reibung er: 
mittelte man auf diefelbe Weife, indem man ftatt des Seiles einen ſchwa⸗ 
chen Bindfaden, deffen Steifigkeitswiderftand vernachläffigt merden konnte, 
auflegte. Der mittlere Werth diefes Goefficienten ift oben, $. 174, mits 
getheilt worden. 

Der Steifigkeitsmwiderftand befteht nad) des Verfaſſers Anficht meniger 
aus der Stäfigkeit, als aus. der Reibung der einzelnen Fäden oder 
Drähte, die natürlich beim Auflegen auf die Rolle ihre gegenfeitige Lage 
ändern müffen. Der erfte Theil diefes Widerftandes fällt beim Umlegen 
eines Drahtfeiles um eine Leitrolle ganz aus, weil diefes Seil vermöge 
feiner Elafticität beim Abwickeln zum Wiedergeradeſtrecken genau fo viel 
Arbeit ausgiebt, als es beim Aufwideln zum Kılmmen in Anfprud) ge: 
nommen bat. Hier befteht alfo der Steifigkeitsmiderftand lediglich in 
der Reibung der einzelnen Drähte unter einander, und daß dem fo fei, 
zeigen auch Die Verfuche des Verfaſſers, durch welche ſich ergab, daß Dies 
fer Widerftand bei eingeöften oder -frifch getheerten Drahtfeilen um 40 
Procent Meiner ift als bei trodenen. Bei Hanffeilen ift das Verhaͤltniß 
ein anderes, denn da diefe, zumal nad) längerem Gebrauche, faft gar 
keine Elaſticitaͤt befigen, fo erfordern die einzelnen Fäden und Ligen der: 
felben nicht allein Kraft zum Krümmen, fondern auch Kraft zum Wies 
dergerabdeftreden. 

$. 181. Da die Steifigkeit eines Seiles nicht allein von ber Seil: 
ftärfe, fondern auch von der Stärke der Drehung und von der Zufams 
menfegungsmeife beffelben abhängt, fo hält es der Verfaffer für angemef: 


fen, diefelbe durch die einfachere Formel 


s- zrrt 
auszudrüden und die Conftanten K und v für jede Seilart befonbers zu 
beftimmen. Auch hat fih aus den Verſuchen des Verfaffers ergeben, 


daß fich, zumal für die Drahtfeile ängemeffener ftatt a bloß X, und dem: 


nhS=K+ fegen läßt. 
1. Für ein getheertes Hanfſeil von 1,6 Zoll Stärke, gelegt 
um Scheiben von 4 bie 6 Fuß Höhe, ergab ſich der Steifigkeitswiderftand 
S — 1,5 + 0,00565 z Kilogramm, mobei der Rollenhalbmeſſer 
a in Metern auszudrüden ift, oder 


S = 3,2 + 0,216 2 Pfund, wo a in Zollen gegeben fein muß. 
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2. Für ein neues ungetheertes Hanffeil von %, Zoll Stärke Seifert 
und eine Rolle von 21 Zoll Durchmeffer ergab ſich ter Erite, 


5 = 0,086 +0,00164  Ritogr. — 0,18 + 0,0623 _ Pfund, 


3. Fuͤr ein Drahtſeil von 8 Linien Dicke, welches aus 16 Draͤh⸗ 
ten von je 11, Linien Dide beftand, und movon jeder laufende Fuß 
0,64 Pfund wog, wurde bei Rollen von 4 bis 6 Fuß Höhe 


S = 0,49 + 0,00238 . Kitogr. = 1,04 + 0,0802 z Pf. gefunden. 


4. Für cin frifch getheertes Drabtfeil mit Hanffeelen in 
den Ligen und im Seile, von 7 Linien Dide, beftehbend aus 4.4 — 16 
Draͤhten von je 1%; Rinien Dide, und pr. Zuf 0,63 Pr wiegend, 
fteilte fichh bei einer Rolle von 21 Zoll Durchmeffer 


S=0,57+ 0,000694 2 Kilogr. = 1,30+0,00264 — Q a Pr heraus. 


Anmerfung. Gine ausführliche Befchreibung der En des Verfaſſers 
findet man in der Zeitfhrift für das gefamnte Ingenieurweſen (dem Ingenieur) 
von Bornemann, Brüdmann und Röting, Band I. Freiberg 1848. 

Die Hanffeile unter 1. wurben in Freiberg zum Bördern durch Waflergöpel 
angemwenbet, find aber in den neueren Zeiten durch die Draktfeile unter 2. er- 
ſetzt worden. Beiderlei Seile haben bei 6facher Sicherheit eine Tragkraft von 
circa 30 Eentnern. Es ift aus dem Vorſtehenden zu erfehen, daß bei gleicher 
Tragfraft der Steifigfeitswiderftand bei Drahtfeilen viel fleiner if ale bei Hanf: 
feilen. Nimmt man 3. B. die Seilfpannung Q — 2000 Pf. und den Rollen» 
halbmeſſer a = 40 Zoll, fo erhält man den Steifigfeitswiderftand für ein Hanffeil 

S = 32 + 0,216.2%%,, = 14 Pfund, und dagegen für ein Drahtſeil 
S = 1,04 4 0,0802 . 200%, , = 5,05 Pf. 

$. 182. Wenden wir nun die im Vorftehenden mitgetheilten Formeln 
für den Steifigkeitswiderſtand der Seile auf die Theorie der feften Rollen 
an. Es fei ACB, Fig. 246 oder Kig. 247, die Rolle, a ihre Halbmeffer 

Big. 246. Sig.zı.  CCA= CB, r ihr Bap 

—_ fenhalbmeffer und Gr ihre 

Gewicht, ferner d die 

Seilſtaͤrke, Q die an ei» 

nem Seilende angehängte 

Laft, S der Steifigkeitswis 

derftand, F die auf den 

Nollenumfang reducirte 

Zapfenreibung, und ſolg⸗ 

iQ + F+S die 
ganze Kraft P. 

| Die Steifigkeit des 

Seiles dußert ſich dadurch, daß das Seil beim Aufwickeln nicht ploͤtzlich 
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Srifgtiin die Kruͤmmung des Rollenumfanges annimmt und ſich ebenfo beim Ab⸗ 
ee wickeln nicht ploͤtlich gerade ſtreckt, ſondern in einem Bogen mit wach⸗ 
ſender Kruͤmmung ſich auf die Rolle auflegt, und ſich in einem Bogen 
mit abnehmender Kruͤmmung von derſelben wieder abwickelt. Zwiſchen 
den elaſtiſchen Drahtſeilen und den unelaſtiſchen Hanfſeilen findet der 
Unterſchied ſtatt, daß ſich jene beim Abwickeln etwas eher, und dieſe et⸗ 
was ſpaͤter von -dem Rollenumfange abloͤſen, folglich der Hebelarm CD 
der Kraft im erften Kalle (Kig. 246) etwas größer, und im ziweiten Falle 
(Big. 247) etwas Meiner als der Halbmeffer CA = a der Rolle ift, wo⸗ 
gegen der Laſtarm CE in beiden Fällen den Rollenhalbmeſſer a Äbertrifft. 
Wenn man von ber Zapfenreibung F abfieht, ap P=Q + S fegt, 
fo hat man (Q + 8). CD = 0.CE, daher der Steifigkeitswiderftand 


S== (FC — >) 28 CE 1) Q, und das Hebelarmverhälts 


niß — =1 + 5: was fi, nun durch Einſetzen eines der oben 


angegebenen Werthe für S leicht berechnen läßt. 

Mir innen Übrigens auch ohne weitere Berädfichtigung dieſes Debels 
armverhältniffes die Kraft P= 0 + S + F beflimmen, wenn wir 
in diefem Ausdrude für ſchwache Hanfſeile nach Prony —— +vQ) 
und für Draht: und ſtarke Hanffeile nad) dem Verfaſſer, S=K + 7 
die auf den Rollenumfang reducirte Zapfenreibung aber 


F= 97 (6046 DM oder annaͤhernd F= 5 (2040) ſeten, 
Es folgt fo im erften Falle 
'P=0+ < K+Q) +9 — — (20+6). und im zweiten 


P=Q0+K+ 2 —R 


Bei einer Radwelle ft BR: noch eine Reduction der Kraft vom 
Wellenumfang auf den Radumfang nöthig (S. $. 152). 

Beifpiel. Wenn fih ein Drabtfeil von ungefähr 8 Linien Dice um eine 
Leitrolfe von 5 Buß Höhe, 3 Zoll Zapfenftärke und 1500 Pfund Gewicht legt, 
und die Spannung des Seile 1200 Pf. beträgt, fo bat man bei einem Rei⸗ 
bungscoefficienten @ = 0,075, die nöthige Kraft 

P = 1200 + 1,04 -+ 0,0802. 12°%,, + 0,075 %. (2400 + 1500) 
— 1200 + 1,04 + 3,28 + 14,62 = 1219 $f.; 
es geht alfo durch das Umlegen um dieſe Leitrolle 1%, — 1,6 Broc an Kraft verloren. 
Wenn flatt des Drahtfeiles ein Hanfſeil von 1,6 Zoll Stärke in Anwendung 
gefommen wäre, fo hätte man 
P = 120 + 3,2 + 0,216 . ı°°%,, + 14,62 = 1226,86 ®f. 


und daher den Kraftverluft — 28 — 2,2 Brocent. - 
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Sechstes Kapitel. 
Elaſtieität und Feſtigkeit. 


F. 183. Die Theile eines feſten Körpers: Hängen mit einer gewiſſen 
Kraft unter einander zufammen, die man Cohäfion (franz. cohesion, 
engl. cohesion) nennt, und die zu überwinden ifl, wenn Körper in 
ihrer Geftalt und Ausdehnung verändert oder gar zertheilt werden. Die 
erfte Wirkung, welche Kräfte in einem Körper hervorbringen, ift eine Ver⸗ 
änderung in der Lage feiner Xheile gegen einander und eine baraus er: 
wachfende Form⸗ und nach Befinden Volumenveränderung bes Körpers. 
Ueberfchreiten die auf einen Körper wirkenden Kräfte eine gewiſſe Grenze, 
fo tritt endlich eine Zrennung der Theile und nad Befinden eine er: 
theilung des ganzen Körpers ein. Die Fähigkeit ber Körper, die durch 
Einwirkung von Kräften erlittene Formveränderung nach Wegnahme 
diefer Kräfte volftändig wieder aufzuheben, heißt Elafticität (franz. 
elasticite, engl. elasticity). Die Efafticität eines jeden Körpers hat eine 


afliddtär- 


gewiffe Grenze; überfchreitet die Geſtalts⸗ ober Wolumenveränderung ein 


gewiſſes Maaß, fo bleibt im Körper noch eine folche räumliche Veraͤnde⸗ 
rung zuräd, wenn auch bie Kräfte, welche jene Veränderung hervorgebracht 
haben, zu wirken aufhören. Die Elafticitätsgren ze ift bei verfchiedenen 
Körpern ſehr verfchieden. Körper, welche eine große Kormveränderung 
zulaffen, ehe diefe Grenze eintritt, nennt man vollkommen elaftifche, 
Körper aber, bei welchen kaum bemerfbare Formveränberungen der Ela⸗ 
ftieitätsgrenze vorausgehen, heißen unelaftifche, wiewohl es in Wick: 
lichkeit Körper diefer Art gar nicht giebt. 

Es ift eine wichtige Regel der Architektur und des Mafchinenwefens, 
die zum Bau zu verwendenden Körper nicht fo ſtark zu belaften, daß die 
bervorgebrachten Formveraͤnderungen bie Elafticitätögrenge erreichen oder 
gar überfchreiten. 


8.184. Verſchiedene Körper bieten verſchiedene Erfcheinungen dar, wenn 
fie uͤber die Elaſticitaͤtsgrenze hinaus in ihrer Form verändert werden. Iſt 
ein Körper fpröde (franz. cassant, engl. brittle), fo zerfpringt er in 
Städe, wenn man feine Form über die Elaſticitaͤtsgrenze hinaus ver⸗ 
ändert; ift er aber gefhmeidig (franz. und engl. ductile), wie 3. B. 
viele Metalle, fo läßt er noch bedeutende Veränderungen der Form außers 
halb der Elaſticitaͤtsgrenze zu, ohne eine Trennung feiner Theile zu erleis 
den. Manche Körper find hart (franz. dur, engl. hard), andere weich 

Weisbah’s Mechanik. Me Aufl. J. ©. 16 
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und Feſtigken. 
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(franz. mou, engl. soft); während jene der Zrennung einzelner heile 
einen großen Wiberftand entgegenfegen , ift bei diefen eine Trennung der 
einzelnen Theile febe leicht ausführbar. 

Unter Elaftieität im engeren Sinne des Wortes verftehen wir den 
Widerſtand, mit welchem ein Körper der Formveraͤnderung entgegenwirkt, 
dagegen unter Feſtigkeit (franz. resistance, engl strength) den Wider⸗ 
ftand, melden ein Körper der Zertheilung deffelben entgegenfeg. Mit 
Beiden werden wir uns im Folgenden befchäftigen. 

Nach der Art und Weife, wie Äußere Kräfte auf Körper wirken und 
biefelben in räumlichen Beziehungen verändern, läßt fich die Elaſticitaͤt 
und Feſtigkeit der Körper eintheilen: 

I. in einfache und 
1. in zufammengefeste; erftere aber wieder 
-1) in die abfolute, 
2) in die relative, 
3) in die ruͤkwirkende und 
4) in die drehende Elafticität und Feſtigkeit. 

Wirken zwei aͤußere Kräfte durch Zug (franz. traction, engl. exten- 
sion) in der Axenrichtung eines Körpers, fo widerſteht derſelbe durch feine 
abfolute Elafticität oder Feſtigkeit (franz. el. et resist. de trac- 
tion, engl el. and str, of extension) dem Ausdehnen oder Zerreißen ; 
wirken hingegen drei Kräfte winkelrecht zur Are eines Körpers, fo wider⸗ 
fteht derfelbe durch feine relative Elafticität und Feſtigkeit (franz. elast. 
et resist. de flexion, engl. el. and str. of flexure) dem Umbiegen und 
Abbrechen. Wirken ferner zwei Kräfte drüdend in der Arenrichtung eines 
Körpers, fo daß diefer zufammengedrüdt, nad) Befinden umgebogen und 
endlich zermalmt oder zerfnict wird, fo hat man die ruͤkwirkende 
Elafticität und Feſtigkeit (franz. el. et res. de compression, engl. 
el. and str. of compression) zu Überroinden. Suchen endlich Kräfte 
einen Körper nad) entgegengefegter Richtung um eine Are zu drehen, 
ohne daß diefelben in einerlei Normalebene zur Are wirken, fo hat man 


es mit ber Ueberwindung der drehenden Elaflicität und Feftig: 


Elafticttätes 
modul. 


feit (franz. el. et res. de torsion, engl el. and st. of torsion) zu 
thun. Wirken mehrere der hier aufgezählten Kräfte auf einen Körper 
zugleich, fo teitt die zufammengefegte Elafticität und Feſtigkeit 
oder eine Vereinigung von zwei oder mehreren ‚einfachen Elaſticitaͤten und 
Feſtigkeiten in Wirkfamteit. 

$& 185. Innerhalb der Elafticitätsgrenze iſt die Volumenveraͤnderung, 
d. h. die Ausdehnung oder Zuſammendruͤckung eines Koͤrpers, der auf— 
gewendeten Kraft ziemlich genau proportional, uͤberſchreitet aber dieſe 
Veraͤnderung jene Grenze, ſo hoͤrt dieſe Propottionalitaͤt auf, und es 
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nimmt die Veränderung bis zum Zuffande des Zerreißene oder Zerdrü: eiicrir. 
eng meift fehr fehnell zu. Als Maaß der Etafticität dient der Elaſti— mn 
citätsmodul E, welcher diejenige Kraft ausdrädt, die nöthig ift, um 
einen prismatifchen Körper vom Querfchnitte Eins (5. B. ein Quadrat: 

zo) um feine anfängliche Länge auszudehnen oder zufammenzudrüden, 

alfo feine Länge durch Ausdehnen zu verdoppeln, oder durch Zuſam⸗ 
mendrüden auf Null zurüdzuführen. Körpern von verſchiedener mate- 

rieller Befchaffenheit entfprechen verfchiedene Elafticitätsmobul; es find 
deshalb diefelben für jeden Stoff durch Verſuche befonders zu ermit- 

teln. Uebrigens ift im Auge zu behalten, daß der Elaſticitaͤtsmo⸗ 

dul nur für Ausdehnungen und Zufammenpreffungen innerhalb der 
Elafticitätsgrenze gilt und daß bderfelbe Eein beobachtetes, fondern nur ein 
hypothetiſches und berechnetes Maaß iſt, weil ſich nicht leicht ein Kör- _ 
per vorfindet, der, ohne die Grenze der Elaſticitaͤt zu überfchreiten, 

Fig. 248. eine fo große Geftaltsveränderung zuläßt, wie fie der Elafti- 
citaͤtsmodul vorausfegt. 

Ein Körper AC, Fig. 248, welcher die anfängliche Länge 
AD = BC = I! und den Querſchnitt 1 hat, erfordert zur 
Ausdehnung um DG = I bie Kraft E, ift aber fein Quer- 
fchnitt F, befteht er alfo aus F neben einander befindlichen 
Prismen, fo ift diefe Kraft F.E. Soll hingegen dieſer 
Körper um eine Länge DN—= CM == X ausgedehnt werden, 
fo ift für die Kraft P 

P:F. ** — 4: 3 es folgt daher dieſelbe 
1) p* 3 F. F. Umgekehrt iſt 2) = I. 

Diefelben Formeln gelten auch für einen Körper AC, 
Sig. 249, von der Länge AD = I und dem Quer: 
fhnitte AB = F, wenn bderfelbe von einer Kraft P 
durch Iufammendrüden un MÜ= ND=4 für: 
zer wird. 

Mit Hilfe diefer Formeln kann ı man aus der Volu⸗ 
menveränderung (A) die entfprechende Kraft P, oder 
aus P die Größe der Ausdehnung oder Zuſammendruͤ⸗ 
ung berechnen. 








Anmerkung 1.- Sept man in der Formel A — P= 1 (Pfund), 


I = 1 (Soll) nd F= 1 (Duadratzoll), fo erhält man 2 — F , und umgekehrt 


l 
E= T Es ift hiernach der Elaſticitaͤtsmodul E aud bie — von der⸗ 
16* 
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Liaficitöte« jenigen Ausdehnung 2, welche ein Körper von der Lange 1 und dem Querſchnitte 


medul, 


1, durch eine Nusdehnungs: oder Zufammendrüdungsfraft 1 erleidet (f. Sombes: 
Trait& de L’exploitation des Mines, tome prem.). Man fann auch den Ela- 
flicitätsmodul E gleichfeßen dem Bewichte*eines Prismas, welches mit dem Kör: 
per, auf den E wirft, aus einerlei Materie beſteht, und denfelben Querſchnitt 
Eins hat. IR L die Länge diefes Körpers und y die Dichtigkeit oder das Ge: 
wicht von 1 @ubilzoll der Materie defielben, fo hat man E = Ly, und daher 


umgefehrt L= * Dieſe Laͤnge gebraucht Tredgold (nah Young) ale 


Maaß der Elafticität (f. T. Tredgold, über die Stärke des Bußeifens und ans 
derer Metalle). If z. B. für Stahl E —= 30000000 Pf. und y = 0,3 Piund, 


SO _ 100:000000 Fuß, d. i. eine Stahfitange von 


fo hat man L= — — 

100 Million Fuß Länge würde einen Stahlſtab von demſelben Querſchnitt um 
feine eigene Länge länger ausbehnen, wenn bas oben angegebene Auedehnunge⸗ 
geſetz ohne Einſchraͤnkung richtig wäre. 

Anmerkung 2. Bei der Ausdehnung oder Zufammendrädung eines Kür: 
vers findet zugleich eine Querfhnittsverminderung Statt, die nah Wertheim 
(f. Compt. rend. T. 26.) %, der Längenausbehnung oder Zuſammendrückung be= 
träge. Iſt 3 die anfängliche Länge, F der anfängliche Querfähnitt und V das 
anfängliche Bolumen Fi des Körpers, 4, und F, aber Länge und Querſchnitt 
bei Ginwirfung der Zugfraft P, fo hat man das entfprechende Volumen: 

‚= Fu =FI+F(d—D — (F—F) l, alſo 
„-V=Fcdh-b—(F-BHl, 
and die relative VBolumenveränderung: 
nV 4-1 FR 





V F 
Nun ift aber ZA = Y — * — daher folgt 
1—— — 

"mh To 


d. i. die Bolumenvergrößerung ein Drittel ber Längenausbehnung. 


Beifpiele. 1) Wenn der Claſticitätsmodul des Meſſingdrahtes 14500000 
Bf. beträgt, welche Kraft iſt nöthig, um einen Draht von 10 Fuß Länge und 
2 Linien Dide 1 Linie länger zu ziehen? Ges if Z == 10. 12 = 120 Zoll, 


N de 
2 — Ys Boll, folglich = Yıos ferner F= 7 = 0,7854 (Y,,)° = 0,0218 


Ioll, demnach die geſuchte Kraft P= Yu. - 0,0218 . 14500000 = 220 Bf. 
2) Iſt der Elaſticitätsmodul von Ciſendraht 30000000 Pf., und fpannt man 
eine eiferne Meßkette von 60 Buß Länge und 0,2 Zoll Dide mit 150 Pf. Kraft 
an, fo nimmt biefelbe um die Länge 


60 .12 3600 FJ 
= 0,7854.02)° - 30000000 — 3a = 0,115 Zoll = 1,38 Linien zu. 


$. 186%. Wenn man eine prigmatifche Stange durch ein von Null 
bis P allmaͤlig wachfendes Gewicht anfpannt und daburd von Null bis A 
allmaͤlig verlängert, fo wird ein gewifles Arbeitsquantum verrichtet, wel= 
ches ſich fehr einfach auf folgende Weiſe beftimmen läßt. Während der 
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Ausdehnung um ein Element dA ift das Arbeitsquantum dL = PdA Slahicıtiie 
verrichtet; nun ift aber P = SFE, daher dL = ZFE da! Adı, 
und folglich das ganze Arbeitöquantum bei Ausdehnung um die ganze Länge A: 
-F fia=# m ME Pi 
— :  1I'ıaT 1'207 2 
Wird eine folhe Stange bloß durch ihr eigenes Gewiht G —= Fly 
ausgedehnt, fo ift die einem Stangenelemente d] entfprehende Ausdehnung 


_ £ uıc-fr at 
d=7p% di= FE di =p ldi, 
und daher bie ganze Ausdehnung ber. Stange: 
i= 2 fiat = yE _ Fr! . I Gi 
E 2E FE 2 
d. i. bald fo groß, al6 wenn das ganze Gewicht G am dußerften Ende 
zoͤge. 
Das Arbeitsquantum, welches bei dieſer Ausdehnung das Gewicht der 
Stange verrichtet, iſt: 


= [oa = fry GE=F fraı=#L B _ Gyr 





GFI 62 Gl ® ' 
_ urtıy — ü — “rn — 
IE TE GE hl 


Diefelben Formeln gelten natärlic auch für die Zufammendrädung 
eines prismatifchen Körpers. 

Beifpiel. Um eine Stahlfiange von 5 Fuß Länge und Y, Duabratzoll 
Querſchnitt eine Halbe Linie länger zu ziehen, it eine mechaniſche Arbeit 

_PA_FE 3 _ Ya. 00000 1 _ 27 Susprund 

=-77T ITO 0 » 0m nm ußpfun 


$. 187. Die Kraft 7, welche ein Körper vom Querſchnitte Eins auf 
nimmt, in dem Augenblide, wenn die Ausdehnung bie Elafticitätögrenzezeng und Fe⸗ 
erreicht hat, beſtimmt ſich Leicht aus dem Elaſticitaͤtsmodul E un den 
diefer Grenze entſprechenden Längenausdehnung A, denn es ift :E=A: 1, 


daher —=ZE. Diefe Kraft iſt diejenige, mit welcher man bei Bau: und 
Mofhinenanlagen Körper belaften darf, wenn fie auf die Dauer hin» 
reichende Sicherheit gewaͤhren follen. If der Querfchnitt des Körpers, 
welcher eine Zugkraft P aufzunehmen bat, = F, fo bat man 
1) P=FTımb 2) = . 

Die Kraft T, wodurch fich die Tragfähigkeit von Körpern beurtheilen 
läßt, kann man unter dem Namen Tragmodul in bie Rechnungen ein» 
führen. 
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Trage und Fe: Bon diefem Modul ift allerdings der Feſtigkeitsmodul A, welcher 

ie Kraft ausdrüdt, wodurch ein Körper vom Querſchnitte Eins zerriffen 
wird, verſchieden. Iſt der Querfchnitt eines prismatifchen Koͤrpers oder 
der Meinfte Querfchnitt eines Körpers überhaupt, = F, fo folgt die Kraft 
zum Zerreißen diefes Körpers: 


1) PA =FK, und umgekehrt )F= 2 


Sehr oft berechnet man aud die Stärken der Bauftäde und Maſchi⸗ 
nentheile mit Huͤlfe der Goefficienten X’, indem man fie-vorher, wie man 
fagt, der Sicherheit wegen, durch eine der Zahlen 3,4 bis 10 dividirt. Im 
Ergebniffe ift dies faft einerlei, wie man aus einer Vergleichung der in 
unten ftehender Zabelle befindlichen Werthe erfehen kann , allein die Vor: 
ausfegung fesbft ift nicht die richtige und mwenigftens nur infofern zu recht: 
ferti,en, daß der Sefligkeitsmodul das 3, A... bi 10fache des Trag⸗ 
module ift, oder Überhaupt in einem conflanten Berhältniffe zu diefem 
fteht. 

Iſt der Querfchnitt des Körpers ein Kreis vom Durchmeſſer d, hat man alfo 


- F, fo ift d -yY+ — 1,18 YF = 1,128 V r , 
und es läßt fich hiernach aus der Belaftung oder Spannung P eines 
Körpers und dem Tragmodut 7 feiner Materie Lie Stärke finden, bei 
weicher der Körper nicht über die Elaſticitaͤtsgrenze hinaus angefpannt 
wird. 


Beifptele. 1) Welche Laft kann eine Hängefäule aus Kichtenholz aufneb- 
men, wenn biefelbe 5 Zoll breit und 4 Zoll did ift? Den Tragmorul zu 3000 Pf. 
und den Querſchnitt F—= 5.4 — 20 Quadratzoll angenommen, erhält man 
P = 20 . 3000 = 60000 Pf. ale Tragfraft diefer Säule. Wird aber der Ber 
Rigfeitsmobul K — 12000 Pf zu Grunde gelegt und eine dreifache Sicherheit 
angenommen, fo erhält man P= 20 . 19% —= 80000 Pf.; um auf lange Zeit 
Sicherheit zu haben, nimmt man aber für K ven zehnten Theil, und erhält fo 
P = 20 .. 1200 = 24000 Bf. 2) Kine fehmiedeeiferne und rund abzubrehende 
Zugftange foll eine Laft von 4500 Pf. aushalten, weldhen Durchmeſſer muß dies 
felbe erhalten? Hier iit T— 20000 Bf., daher d— 1,128 v8 118.7 %, 
— 0,535 Zoll. Der Feſtigkeitsmodul des Schmiedeeifens ift für eine Mittel: 
gattung — 58000 Pf; nimmt man aber fechsfache Sicherheit, fo befonmt 


man K = 10000 Pf. und d = 1,128 V on — 0,756 Zoll als die ges 
fuhte Stangendide. 








Römer ven 8. 188. Iſt ein vertikal hängender prismatifcher Körper, z. B. ein 


gleichem Wis 


errfanee Geſtaͤnge oder ein Seit, fehr lang, fo trägt das Gewicht G deffelben zum 
Zerreißen mit bei und es ift deshalb P + G — FT zu fegen. Iſt nun 
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noch / bie Ränge diefes Körpers und y das Gewicht einer Raumheit (hier «ürser ron 


gleihem Ms 


eines Cubikzolles) von der Maffe des Körpers, fo hat man G — Fly ueanı. 
und daher P== F (T — I!y), fowie umgekehrt —— 


Beſteht ein Koͤrper ABC..G, Fig. 250, aus gleich langen Theilen, jeder 
von der Länge /, fo ergeben ſich für diefelben folgende Querfchnitte. Der Quer⸗ 


ſchnitt des unterften Stuͤckes ift, wie vorhin, = Für das zweite 
Stuͤck vom Querfchnitte F, und Gewichte Iy it PH+FY + FÄIy=RT, 


daher , = Tr- F, + ne, = F, ( 4 5 Fuͤr 


das dritte Stuͤck 1. hiernach der Querfhnitt F3=F, ( * —2 


—F(1 + —* 1, 2), für das vierte Stud R=R, (1 + ——— en 


=F,(i + m) ‚und allgemein, für das nte Stuͤck: 


n-1 — P Iy ı\a- 
F =F. ( 4 ——— oder F. = If! + 75) 
der entfprechende Querfchnitt. 
St 2 fehr klein, find alfo bie Stüde fehr kurz, fo kann man fegen: 
n=7(1+% * 


Iſt nun noch die Anzahl n der Stuͤcke ſehr groß, oder nimmt die Stärke 
Bi 250. Big. 251. des Körpers AG, Fig. 251, von unten nach oben 

a ſttetig zu, fo kann man (aus Gründen, wie in $. 176) 
den Querfchnitt 








Tr 


iy nly ay 


P T T 


F=7 . 6 =n. =4.0 
fegen, wofern e die Srundzahl 2,71828... des na⸗ 
türlihen Potenzenſyſtems und a die ganze Länge 
des Körpers ausdrüdt. 

Soll ein Körper von unveränderlicher Stärke die⸗ 
felbe Tragkraft haben, fo muß er den Querfchnitt 


F=7 








erhalten. Iſt ay nicht geoß gegen 7, 


alfo 7 ein Peiner fo laͤßt fich fegen: 
= 4 +2 4% (7) Je 


Korver von 
gleichem pie 
derſtan 


Zahlenwerthe. 
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24( 
1+7+(7) ' 
ferner das Gewicht des erften Körpers 


6. = = [14 2442) rer; 
und das des ‚weiten 


G=Foy= [: +74 kr a; 


es ift daher der prismatifche Körper ſchwerer und deshalb koſtbarer als 
derjenige, welcher an jeder Stelle ben feiner Tragkraft entfprechenden 
Querſchnitt befigt, und deshalb ein Körper non gleihem Wibders 
flanbe genannt Wird. 


Beifpiele 1) Welchen Querfchnitt muß ein 1000 Juß langes fehmiebeei- 
fernes Schachtgeſtaͤnge erhalten, wenn baffelbe außer feinem eigenen Gewichte 
noch eine Laſt P— 75000 Pf. zu tragen hat? Den Tragmodul T=Y, K 
— 10000 Pf. angenommen und das Gewicht. eines Cubikzolles Schwiebeeifen : 


yım — — 0,29025 Pf. geſetzt, folgt ber geſuchte Querſchnitt 
P 75000 „_ 15000 
Fer 1 15000; = 5517 = 11,508. Duabratgoll und das Ge 


widht des Geſtaͤnges G — F. ay = 11,508 . 12000 . 0,29025 = 40084 Pf. 
2) Könnte man diefem Beftänge die Form eines Körpers von gleichem Bier 


flande geben, fo würde man erhalten: zum kleinſten Querſchnitte FR = + I 
— 7,5 Duabratzoll, zum größten Fu — 7,5. 0449085 . 12 u 7,5. e O2 — 
10,62 Onabratzoll, und das Gewicht Gu — ER) = 9,06 . 3183 
== 31600 Pf. (annähernd). 

$. 189. Im folgender Tabelle find die mittleren Werthe der Elaſtici⸗ 


taͤts⸗ Trag⸗ und Feſtigkeitsmodule verfchiedener, im Bauweſen am haͤu⸗ 
figſten vorkommender Stoffe aufgefuͤhrt. 
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Zahleuwertbe. 
Tabelle 1. 
Die Modul der abfoluten Etafticität und Feſtigkeit. 
E38 = |3, 2 
. En > 2. >= >53 . 
Namen der Körper. 333«1- 3 ie 7 * 
++ a |& 18 
Buchen⸗, Gichen⸗, Fichten⸗, 
efern⸗ und Tannenholz, 1 
in der Axenrichtung 500 1'800000 | 3000| 12000) 1200 
Daffelbe, radial . -. . - 200000 65 
» .tangential . . j 120000 70 
Gifen in Drähten 1000 30°000000 | 30000 17000 
1 
Gifen in Etäben. . . 1520 29°000000 | 20000 10000 
@ifen in Bich . . » » 26°000000 9000 
Gußeiſen 1200 17°000000 | 14000 3000 
1 . 
Stahl.* 535 | 30000000 | 36000 20000 
— 1 
Behärteter Gußſtahl 0 44000000 | 96000 24000 
1 
Kupfer 2000 16°000000 | 4500 7000 
1 
Kupferdraht . . - - - 1000 | 17500000 | 17500 9000 
1 
Rein... . - 1330 9500000 | : 7000 3000 
1 
Meffingbraht . . 742 | 14500000 | 20000 12000 
1 
Glodengut. .... . . . 150 4700000 | 3000: 5600 
1 
Blei 47 700000 | 1500 320 
1 
Bleivralt . . . . .. 1500 1:000000 700 340 
Momo . .-. 2... 2.600000 200 
Geile, unter 1 Sol did . 3000 
2 1—3 » » 2300 
» über3 » » 1700 
MM. 2 2 2 20. 290 





Die in der zweiten Vertikalcolumne dieſer Tafel enthaltenen Werthe der 
relativen Ausdehnung (+) bei der Elaſticitaͤtsgrenze geben auch das Ver: 


haͤltniß = ber in der vierten und dritten Golumne aufgeführten Werthe 





Verſuche. 
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an. Die ſechste Columne ergiebt ſich aus der fuͤnften, wenn man bei Hoͤl⸗ 
zern durch zehn, bei Metallen durch ſechs und bei Seilen durch drei dividirt. 
Die Feſtigkeit der Draͤhte iſt immer groͤßer, als die ſtaͤrkerer Staͤbe, weil 
die Draͤhte eine Kruſte haben, die feſter iſt als der Kern. 


Anmerkung. Ueber die abſolute Claſticität und Feſtigkeit des Schmiede⸗ 
eiſens, und zumal des Eiſendrahtes find ausgedehnte Verſuche von Lagerh⸗ 
jelm in Schweden, von Gerſtner in Prag und von Brir in Berlin angeſtellt 
worden. Die Reſultate der erſteren find enthalten in der von Pfaff in’e 
Deutihe übertragenen Abhandlung: »Verſuche zur Bellimmung der Dichtigfeit, 
Gleichartigkeit, Stafticität, Echmiedbarfeit und Stärfe des Stabeifens.« Gerſt⸗ 
ner bejchreibt feine Berfuhe in dem eriten Bande feines Handbuches der Me: 
chanik, und Brir die feinigen in der Abhandlung über die Gohäflons- und Ela: 
Nicitätsverhäftniffe einiger nach ihren Dimenflonen beim Bau der Hängebrücen 
in Anwendung fommenden @ifendrähte u. j. w., Berlin 1837. Gerfiner be 
diente fich bei feinen Verſuchen eines gerablinigen Hebel ACB, Fig. 252, mit 


Sig. 252. F 


B lo 






oz 





| j 

ı ı 41 

| Ni * N 
——— op — — > Is “0 on er. Pypipesurptp pn PEERFEL —— - >. 


- —— LZLC, EBEN EEE IDEE I BUDLL ———— ⏑— 
— GA ck u Aa 


+, * 
VE 


einem Laufgewichte G und einer 15 Fuß langen Zunge CD, welche an einer 

Cala FK die Ausdehnung des zu unterfuchenden Drabtes AE vervierundfünf: 

zigfacht angab Lagerhjelm und Brir wendeten hingegen einen Winfelhchel 

ACB, Fig. 253, mit Waagſchale und Gewichten G an. Bei dem Apparate von 
Fig. 253. 





Brir betrug das Hebelarmverbältniß an — Yo. Das eine Drahtende D war 
mittel Kluppe, Bolzen und Hafen an den furzen Arm dieſes Hebels, und das 


andere Ende E auf diefelbe Weife an eine Schraube F° angefhloffen, die durch 


ein Räderwerk HK in Umdrehung gefebt werden fonnte. Zur Angabe ber Län, 
genausdehnung dienten zwei Nonien, welche an ven entgegengefebten Enden auf 
den Draht aufgeichraubt wurden und über zwei in Viertellinien eingetheilten 
Scalen binliefen. Nachdem man den Draht in die Kluppen eingeflemmt Hatte, 
wurde die Waagſchale nah und nach mit größeren Gewichten beladen, und kei 
jedem einzelnen Verſuche dur Drehung ber Kurbel an dem Mübderwerfe der 
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Draht fo geſpannt, daß fich der Hebel von feiner Unterftügung erhob, und fich fo die Berfuce. 
Spannung des Drahtes mit dem Gewichte G in's Gleichgewicht ſetzte. Die Ber: 
fuche wurden mit Drähten von 11, bis 11, Linien Stärfe ausgeführt und gaben 
für .diefelben, wenn fie ungeglübt waren, im Mittel ven Feſtigkeitsmodul 
K — 100000 Pf. und dagegen nad dem Glühen K — 62000 Pf. Der Ela: 
flicitätsmodul wurde dagegen für geglübten und ungeglühten Draht im Mittel 
E = 30°000000 Pf. gefunden; ferner ergab fih, daß die Grenze der Glafticität 
erreicht wurde, wenn die Spannung bei ungeglühtem Draht 0,5 K und bei ge- 
gluhtem 0,6. K betrug. Bei flärferen Spannungen traten bleibende Ausdehnungen 
(Verſchiebungen) ein, und es betrug die ganze Ausdehnung im Augenblide des 
Zerreißens bei ungeglühtem Drabte * — 0,0034, und beim geglühten 
4 — 0,0885, alfo 26mal fo viel. 
Bei dem Apparate von Lagerhjelm erfolgte die Anfpannung des Drahtes 
durch eine hydrauliſche Prefie. 
Der Apparat, weldden Wertheim bei feinen Verſuchen über bie Elafticität 
angewendet hat, ift Hiervon verſchieden. ©. Poggend. Ann. (Grgänzungsbb, II., 1845.) 
$ 190. Wird ein prismatifcher Körper ABCD, Fig. 254, an einem isguna er 
Fig. 254. Ende feftgehalten, 3.3. eingemauert, 
und an dem andern Ende von eis 
ner Kraft P ergriffen, fo entftehen 
Spannungen in demfelben, wodurch 
der eine Theil deffelben ausgedehnt 
und der. andere zufammengebrüdkt 
wird, da® Ganze aber eine Biegung 
annimmt. Denken wir uns den 
ganzen Körper durch Ebenen paral: 
fel zur Are und winkelrecht gegen 
die Krafteichtung in lauter bünne 
Schichten zerlegt, fo koͤnnen mir annehmen, daß eine gewiſſe mittlere 
Schicht KLM, die man bie neutrale Arenfhicht, oder auch wohl 
neutrale Are ſchlechtweg nennt, bei diefer Biegung ohne Spannung 
Fig 255. und deshalb auch in ihrer Länge un⸗ 
R - verändert bleibt, daB dagegen die 
| Schichten anf der converen Seite eine 
Ausdehnung und die auf der conca= 
ven Seite eine Verkürzung erleiden. 
Es ſei ABC,D,, $ig. 255, ein 
Längendurchfchnitt des Körpers, KL 
deffen neutrale Are, NO, eine-auß: 
gebehnte und UV, eine verkürzte 
oder comprimirte Schicht, Wäre 
die Biegung ohne Volumenverände: 
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Bugung dm rung vor fi gegangen, fo würde KZL=AD= NO u. ſ. w. d. i. die Länge 
aller Schichten, eine und dieſelbe fein, der Körper alfo die Geſtalt ABCD haben, 
weil aber Ausdehnungen und Zufammenbrüdungen eingetreten find, fo haben 
gewiffe Schichten, wie AD, NO u.f.w. Verlängerungen DD, , OO, u.f.w., 
und andere, wie BC, UV u. f. w., Verkuͤrzungen CC,., VV, u. f. w. ee 
titten und es bat der Körper die Form ABC, D, angenommen. Jeden⸗ 
falls find die Verlängerungn DD,, OO,, und ebenfo die Berfürzungen 
CC,, VV, u. f. w. den Entfeenungen LD, L.O, LC, LV u. f. w. von 
ber neutralen Are proportional. Nun verhalten ſich aber die Spannuns 
gen in der Richtung der Schichten, wie die von ihnen bewirkten Verlänge: 
rungen und Verkürzungen; es ift daher auch anzunehmen, . daß diefe Span 
nungen mit den Entfernungeg von der neutralen Are proportional wachen. 
Segen wir deshalb die Spannung einer Safer oder Faſerſchicht vom Quer: 
ſchnitt Eine (1 Quadratzoll) und in der Entfernung Eins (1 Zoll) von der 
neutralen Are = S, fo ift fie für eine Entfernung KN = z, Sz, um 
bei einem Querfchnitte F, = FSz. Gilt nun die Erfahrungszahl S für 
die Ausdehnung und Compreffion zugleih, fo bat man die Summe aller 
Spannungen eines Querfhnittee = (FR2, + Fa22 +...) S, wofern 
Fi, Fa u. ſ. mw. die Querfchnittscheile und 2,, 2, u. f. w. ihre Entfernun: 
gen von der neutralen Are bezeichnen. Damit die Spannungen in dem 
als Stuͤtzpunkt eines Hebels anzufehenden Endpunkt A der neutralen Are 
feinen Drud und deshalb auch keine Veränderung in der Länge erzeugen, 
fo muß jene Summe von Spannungen (F,z, + Fr. +...) S, und 
alſo auch Az + F2, +..., = Null fein, d. i. es muß die neutrale 
Are oder neutrale Shiht durch den Schwerpunkt des 
Querfhnittes vom ganzen Körper geben. 

Wir können nun den Zuftand des Körpers mit dem Gteichgewichte eines 
Winkelhebels vergleichen. Die Kraft P wirkt an einem Hebelarme KH == |, 
hat alfo das Moment M == Pl, und hätt den ſaͤmmtlichen Ausdehnungs⸗ 
und Sompreffionsteäften, deren Momente z,.F,Sz; 2,.P,52, u. f. w. 
oder FR22.S, 32.5 u f. w. find, das Gleichgewicht; wir muͤſſen 
folglich M= Pl= (Az + Pas +...) . S fun. 

Diefe Formel gilt Übrigens für jeden Querfchnitt des Körpers, nur iſt 
ftatt I die jedesmalige Entfernung beffelben von dem Angeiffepunfte Z ber 
Kraft P einzufegen. Der Faktor F 22 + Fz +... tft nur von dem 
Querfchnitte des gebogenen Körpers abhängig, und möge in ber Folge mit 
dem Buchftaben W bezeichnet werden. Es läßt fih hiernach M= Pi= WS 
fegen und behaupten, daß die abfolute Spannung S eines Querfchnittes 
ber Entfernung l deffelben von dem Angriffpunkte der Kraft proportional ifl. 

F. 191. Aus dem Elaſticitaͤtsmodul E, der Länge } einer Faſer, welche 

“um bie Einheit (1 Zoll) von ber neutralen Are abfteht, und ber Verlaͤnge⸗ 
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zung A, welche biefe erleidet, ergiebt ſich die emtfprechende Spannung Biegung der 
S- IE. Iſt nun ABC,D,, Sig. 256, ein kurzes Stuͤck des gebo⸗ 
genen Koͤrpers, KL — 1, bdeſſen Länge md ME = ML = r, def: 
fen Krüömmungshalbneffer, fo laͤßt fi fegen: DD,: KL=LD: ML, 
und auch 0O0,:KL=LO:ML,2.1.00,:1=LO:r. Ne 
men wir nun LO = 1 und O0, —=A, fo befomme wir A: =1:r 
und bieraue S = I E= Z Sehen wir endlich diefen Werth von 
S in die Formel M = WS, fo erhalten wir das Kraftmoment 


M= an und umgelehrt WE — Mr. 





Man nennt das Produtt WE das Biegungsmoment (franz. 
moment de flexion; engl. momentum of flexure) und fann hiernady bes 
baupten, das Produkt aus dem Kraftmomente (M) und dem 
Kruͤmmungshalbmeſſer (r) ift für jeden Querfchnitt gleich 
dem Biegungemomente. 

Theilen wir die neutrale Are KL, Fig. 257, in n gleiche Theile, wie 

Fig. 257. 





A 


LL,, Li La, Gl, uf.w=  ,; und beflimmen mir die diefen Theilen 
entfprechenden Krümmungshalbmeifer MZ, =1r, ML, & r, u. ſ. w. fo 
koͤnnen wir auch die Kruͤmmungswinkel LML, = 9,9%, AML, = p,V 
u. f. w. angeben, welche je zwei Krämmungshalbmeffer zwiſchen ſich ein⸗ 


fchließen, «6 iſt naͤmlich LL, = I = T,9: L, L, — = 72 9 





| _ l 
u. ſ. w., und daher 9, = Im pm ufm Segen wir nun 
1 2 





Clofifche 


Linie. 
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noch r zul. BALL.) f. in lt i 
8I u. ſ. w. ein, ſo erhalten wir 


1= ;wp >= WE u. f. w., und es läßt ſich durch Summa— 


tion aller dieſer Winkel auch der Winkel LOK = «® finden, um wel: 
chen ein größeres Stud oder die. ganze neutrale Are KL gebogen iſt. 

$. 192. Segen mir nur eine Feine Biegung voraus, fo können wir 
die Prejection CL = KH,, parallel der anfänglichen Richtung des noch 
ungebogenen Balkens, gleich der Länge des Balkens felbft, und ebenfo die 
Projectionen ZD,, ZıD, u. f. w. den Theilen LZ,, ZZ, u. f. w. der 


neutralen Are gleih, d. i. = — annehmen, und erhalten fo die Mo- 
Pl 
. mente M, = n ‚MI= = ‚M; = 2 u. f. w. Subflituiren wir 


diefe Merthe in die —— für 9, 9, u. ſ. w., fo ergeben ſich die 
Maaße der Kruͤmmungswinkel 
__ PD _.2PR __.3PR 
91 zw 92 mWE' 737 mWE 
u. f. w., und mir erhalten durch Summation das Maaf des Kruͤmmungs⸗ 
winkels KOL = « der ganzen neutralen Are 
Pi PRO n2 PR 
a weg +2 oz 4 ) 37 WE: 
Mit Hilfe der legten Formel läßt fih nun auch die Gleichung der von 
der neutralen Are KL, Fig. 258, gebildeten elaftifchen Linie finden. 
Big. 258. Zheilen wir die in ZL anfangende Ab- 
| fcifie ZN = in m gleiche Theile und 
fuhen wir die diefen heilen entfpre- 
chenden. Xheile der Ordinate NO y. 
Da der Kruͤmmungshalbmeſſer OR 
winfelreht auf dem Bogentheil OO, 
fteht, fo ift der Winte OQ, Ü=ORK 
= @&,, und daher der Theil QU der 
Ordinate y, —= Q,U.tang. a,, ober 


QU= — und fang. a, = &, ger 


0, 


fest, ee Nun if 
— LOK — LMO — & 


=SWwE MED .- — es folgt daher jener Ordinatentheil 


(2 — 22). Setzen wir ſtatt 2? in der Parentheſe 














"2WE 
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66 hatten wir dutch Di 
ſueceſſiv (=), m) m) w f. w., fo erhalten wir durch die 


legte Formel alle Xheile von %, und vereinigen wir dieſe durch Addiren, 
fo ergiebt fi u die ganze Orbinate 


No: we? -() +27) +? (2) m | 
=—. wer) “ +2? +32 +...+ m |. 


yet) 

Mit Hilfe diefer Formel laͤßt fich für jede Abſciſſe & die entfprechende 
Ordinate y und ebenfo auch für bie ganze Länge CZ— I! die Bogenhöhe 
CK =.a berechnen. A ift die etere | 

zwr (? - 5) =sWz 
9 3W —3WE 

Es wicht alfo die Bogenhöhe wie die Kraft und wie der 

Cubus der Ränge. 


Hat man a gemeffen, fo kann man durch dieſe Formel den Elaſticitaͤts⸗ 
mobul finden, es ift nämlih E — 75 | 


Dis Arbeitsguantum, durch melches bie Einbiegung a hervorge⸗ 
bracht wird, iſt nach $. 186: 
Pa PB 3WE 
— T6WET RB" 
$. 193. Iſt die ganze af gleichmäßig vertheilt auf den Balken und 


trägt jede Längeneinheit beffelben S g, alfo die ganze Länge O = Ig,- 


fo hat man flatt der Momente 4 Pi, 7 — PL— — Pl u. f. w. die Momente 
(+ ), — (= 9 ey u. f. mw. einzufegen, meil die 


Schwerpunkte der Laſten q iX . 9. u. ſ. w. in der Mitte 

I 2l 3l Li al 

nn 6. f. w. liegen, alfo bie Gesrarm Yy, art Y. Pr 
Y,. 3 u. f. w. find. vn befommen mir bier 


qB gl? B 
9, — Ip. WE, 9% Ip. ur 9, == In. u. f. w., und daher 


a—=NW. I (?+2?+32+...+n) =— 








Re ebenſo &, —= 7 — und &, = WE (B — 29. Aus dem 


letzten Winkelmaaße folgt ein Element der Ordinate 


Elaſtiſche 
Linie. 


Elaftiſ 
uni = 
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&, =. —. SITE (@ — 29),.und nun flatt ©? nady und nach 
' ). — 2), @) eingeführt, ergiebt ſich 


== —. * — miꝰ — (=) — D3+..+ m | 


= WE el 2 





d. i. / — lo — =). die gefuchte Eurvengleichung. 


. wir wieder z — I, fo befommen wir bie ee 
= 2.02 25,200 

= SE YP=EWETEWET "ZWE’ 
3/,mal fo groß, als wenn die Laft Q am Ende des Balkens hinge. 

Das Arbeitsguantum, melches die Einbiegung a hervorbringt, ift hier 
| L- Pb RB — a? 

—= WE WET” 

Iſt der Balken durch eine email Ben Laft O und durch eine 

Kraft Pam Ende zugleich belaftet, fo hat man KON 


= zwp+zwe=\5t 8) wE 
Iſt ein Ballen AMB, Fig. 259, in den Rd unterftügt, und 
Fig. 259. in der Mitte M durch eine 


Kraft P belaftet, fo werden 
die Enden durch die Reacs 
tionen 1%, P und Y, P ge: 
rade fo aufwärts gebogen, 
wie: im vorigen Falle 
($. 192) das eine Ende 
abwaͤrts, es gilt daher die 
dort gefundene Formel auch 
bier, wenn man ſtatt 
P £ und flatt der ganzen Länge LL==1 nur die halbe Länge AL= 
einführt. — sale ſich bie Bogenhöhe 

a= R BERN — = I/e- swE ein Schözehntel ber Bis 
höhe des am Ende belafteten Balkens. 

Iſt endlich auch noch die Laſt O — 9 auf den mit beiden Enden 
aufruhenden Körper AB, Fig. 260 (a. folg. S.), gleichmaͤßig vertheilt, fo 


bat man in ber Formel a = (zZ + 8) WE ftatt /, —, flatt D, 
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- Big. 260. 


SD — — — —— — 








—— und ſtatt O, —* zu ſetzen, weil in Beziehung auf die Mitte 


- K die Laſt 2 am Hebel» 





2 
arme r der Kraft 
eu Q am Hebelarme = 


entgegen wirkt. Es ift 
folglich 
P+Q_Q\ P 


m TE /EWE 


—— 


Fuͤr P=oflgta=y. —* iſt alſo die Laſt auf den gan⸗ 


zen Bogen gleichmaͤßig vertheilt, ſo faͤllt die Bogenhöhe mal fo groß 
aus, als wenn diefelbe in ber Mitte des Balkens niederzieht.. 


$. 194 *). Eine fehärfere Gleihung der. von der neutralen Are eines 
gebogenen Balkens gebildeten elaflifhen Linie LOK, ig. 261, läßt 





ein, und bierin wieder, nach Art. 26: 


vr == 


fih durch den hoͤhern Galcul 

auf folgende Weife finden. 

Segen wir in der allgemei- 

nen Gleihung des 6. 191, 

E= Mr, das Mement 

M=Px und für den Kruͤm⸗ 
mungshalbmeffer (aus Art. 27- 
der analytiſchen Hälfslehren), 
den Werth | 


ds 
da2d (tang.c) 


ds = Y1+(tang.e)?.. dx, fo erhalten wir 
a : 
we — _P?% [1 + (fang. «)?] 
sang. a 


Bei einer mäßigen Biegung des Balkens iſt aber der Winkel x, welchen 
die Beruͤhrungslinie mit der Abfeiffenare einfchlieft, nur fein, und es 


laͤßt fich daher 


weshalt nun | 
Weisbach's Mechanik. ie Aufl. I. Bo. 


[1 + (fang. —* annaͤhernd = 1 +%, (lang. æ)⸗ fegen, 


17 


4 


@iaflifche 
Linie. 
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WE= — Pa 1 + %(tang. a} de oder umgekehrt 


d tang.« 
Pxdx d tan 
"WE = — Ian ap — 1—%, (tang. )) dtang. @ 
folgt. | 
Hiernach ift: 


—— = — Stang. a + %, /(tang.a)?d tang.«, 
db. i. nach Urt. 13: 
fr —_ _ tanq. + Y, (tang.a)? + Con 
—* ang. 9. 

Nun iſt aber in dem Scheitel K die Curve parallel zur Abſciſſenare, 
alfo & == 0; ſetzen wir daher bie Projeciion CZ der elaftifchen Linie 
in der Abfeiffenare Z, fo erhalten wir: 

Pb? 
aWwEr— tang.O + %, (tang.0)? + Con., 
und daher durch Subtraction diefer Gleichungen : 
P (6G2 - a9) 
2WE 
und umgekehrt für den Tangentenwinkel OTN = «, 
P 
ang. & = * 4 4 (Fang. ap 
P&®—2) | PEA N F 
= ywE 
P (b? — 2?) -P?2 (62? — 0°)? 
y Kan. — Bram (14 ). 


Nun ift ferner tang.a = Sy ‚ baher folgt denn 


_ Pr (tan Pia) da 
y= ( — — 


pa 
P _P 
(Jras fireser freie fa) 


(ir, FE _ = ] + Con. 


= lang.a — 1, (tang.«)°; 


‚und 


=3WE [#7 7 SIE: 
Da yo, fo bat man auch Con. = 0, und 


Px . ar. pP? | no 
Ye [#- t —— 259) — 
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Im Scheitel ift » = 5 und y bie Bogenhoͤhe CK = a, daher folgt eisfirge 
pꝛ 
4* — (1% + WE Ya. 8), di 
55 
RE TEN 
Aud ds = VY1-+ (tang. * = [1 +, (tang.a)?] dx ergiebt 


— 2°) 
—e— ſubſtituirt: 


+=/(i+ “ pr) de 


= fan tem | /(#ao-r28# 2242 + fara2) ] 


Pr 24 | 
= + mE (5 2 — = +7 a’ ‚b. i. die Bogenlänge 


4) s= : + SWR (#—% 6202 + 9 x 

Nimmt man x = 5, fo erhält man die ganze Ränge des Balkens: 
5) = (1 + 75) = li ) 

Umgekehrt erhält man: 





fih, wenn man fang. = 

















I paı | 
6) 46* 7 — EWE I, und baber 
IsmE 
eb Pal 
= WE (1 - we) ? ( + %- 5 oder 
PR Span ,„ pu u 
—3WE J— »i 
ph . 
De= swE (1 - 2,2772 | 


Vernachlaͤſſigen wir alle Glieder mit den Potenzen von ———— I7 fo es 
halten wir, wie in den vorigen Paragraphen: | 
b=!, 


,_.Px æ _P@R—ı%) 
‚=mwel?-3 und Fang.a = Typ 


5.195. Kennt man das Biegungsmoment W,E eines Körpers ABCD, — Roucriga oe 
Sig. 262 (a.f.S.), in Beziehung auf eine Are N,O, außerhalb des Schwer; ee. 
punktes, fo laͤßt fich leicht das Moment in Beziehung auf eine andere, 

. " 17* 
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Repuction durch .den Schwerpuntt S gehende Are NO finden, welche mit der 


momente. 


Vara Tetevipe⸗ 
diſcher Balken 


Big. %2. erfteren parallel Läuft. Iſt der Abftand ZH, 
z N = KR, beider Iren = d,. und find die Ab- 
ftände der Flaͤchenelemente F,. F, u. f. w. von 
BA der neutraten Are NO= 2, 2, u. ſ. w., fo hat 
man bie Abftände von der Are NO, =d +2, 
d-+ 2, u. f. w., und es ff nun das Biegungs⸗ 
moment W, E —IF,(d +2” + FR(d+ 2%) 
+..] E=[Fi(d?+2dz, +22) + Fa(d?+2dz, 
2, +.)]E=[d(F, +F+..)+2d(F,z, 
m + F222+..)+(F22+ F222 +...)]. Nun 
ft aber FR ++ ... ale Summe aller Elemente = Querfhnittt F 
des ganzen Körpers, ferner Fa, + Frz2 + ... als Summe der ftatifchen 
Momente in Beziehung auf eine durch den Schwerpunkt gehende Are 
— Null, und F2,? + Fr22? +... das Biegungsmoment WE in Be: 
ziehung auf die neutrale Are NO; e6 folgt daher W, E=(FRR+W)E, 
oder W, = Fa? + W und umgelehtt W = W, — FR. 

Es ift alfo das Maaß W des Biegungsmomentes in Be: 
jiebung auf die neutrale Are gleih dem Maaße W, des 
Biegungsmomentes in Beziehung auf eine zweite Paral⸗ 
lelare minus Probuft aus Querfchnitt Fund Quadrat (d?) 
des Abftandes beider Aren. Auch folgt hieraus, baß unter allen 
Biegungsmomenten das in Hinficht auf die neutrale Are am klein⸗ 
ſten iſt. 

Bon vielen Körpern laſſen ſich die Biegungemomente in Hinficht auf 
irgend eine Are leicht finden, man kann daher diefe dazu benugen, um 
mittels.der gefundenen Kormel die Momente in Hinfiht auf bie neutrale 
Are zu beflimmen. 

$. 196. Um die Biegungsverhältniffe eines Balkens oder andern pris- 
matifchen Körpers und die durch feine neutrale Are gebildete elaftifche 
Linie angeben zu können, muß der Querfchnitt diefes Körpers bekannt fein, 
und daraus das Biegungsmoment WE berechnet werben. 

Iſt der Querfhnitt des Balkens ein Rechteck ABCD, Fig. 263, von 
ber Breite AB=CD=b und der Höhe AD = BC 
— h, fo. beftimmt fi das Biegungsmoment WE = 
(FF, 22 + F.2% + ...) E, wenn man diefen Quer 
fhnitt durch Linien parallel zur neutralen Are NO in 
bh 
2n’ 
zerſchneidet, die Momente dieſer — — 
und ſie durch Addition vereinigt. Setzen wir in 





2n gleiche Streifen, jeden vom Inhalte 5 . * — 
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bh | ıh 2 h3 
nen 2 * 2 — ——— —— — — — si es 
nn. ? E flatt 2 nad und nach die Werthe NUR Tn — 


u. ſ. w., ſo erhalten wir zunaͤchſt die Momente der Streifen auf der einen 
Seite der neutralen Aren, verdoppeln wir aber deren Summe, fo ergiebt 
fi das volftändige — 


WE=2. [Go +(22 +. I57 
a * .. 
6 42 4 2 4 324. —2 —4. E. 
"Bi einem paralfelepipebifchen Balken waͤchſt * das Biegungs⸗ 
moment wie die Breite und wie der Cubus der Hoͤhe des 
Balkens. 


Setzen wir dieſen Werth für WE in die Formel a— 3 sr des 6. 192, 


fo. erhalten wir a = 4. 5 vn wir ihn aber in die Formel a = 


1 PB 
AIIFdes h. 193, ſo ſtellt fi a Ba vn rn folgt 


aus der Bogenhöhs a der Eiafticitätsmobul E = für ben einen, 


PB 
und E= Yabhe für den andern Fall. 


Beifpiele. 1) Bin Hälzerner Balken von 10 Fuß — 120 Zoll Länge, 8 Zell 
Breite und 10 Zoll Höhe fol in beiden Enden aufruhen und eine gleihmäßig 
vertheilte Laft Q — 10000 Bf. tragen, welche Biegung wird derfelbe erleiden ? 
| u _ 10000.120° __ 50000 . 12° _ 
ae iR die Bogenhähe = DE es: 8.0.E 32.88 


= . Run E = 1800000 Pf. eingefeht, folgt a — a — 0,1875 Soll. 
2) Wenn fi eine varaflelepipebifch geformte gußeiferne Stange von? Boll Breite und 
1, Zoll Dicke durch ein in der Mitte aufliegendes Gewicht P=18Pf. um Y, Zoll ge: - 
fentt bat, während die Entfernung 2 der Stügen 5 Fuß beträgt, fo ergiebt fi 


Pr _ __18..60°_ _ _18.60° _ 
ber Claſticitatsmodul des BußelfensE = Fobke 1.4.2. 7 


72. 216000 = 15552000 Bf. 
Sig. 264. 6. 197. Um. das Biegungemoment eines meruction der 

BE Prisma’s mit dreifeitigem Querſchnitte ABC, mon. 
Fig. 264, zu finden, zerlegen mir biefen Querfchnitt 

duch Paralfellinien zur Grundiinie AB inn 

fehmale Streifen und beflimmen die Momente 

dieſer in Hinſicht auf die durch die Spike C 

parallel zu AB gehende Are N, O,. Iſt Ah die 

Höhe CD, und 5 die Breite AB des triangulds 


ven Querfchnitts ABC, fo bat man die Höhe 
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Pghacion berbjefer Streifen =. 2, ihre Längen = 2 2, 35 u.f. m. bie 7 nd und 


n 
ihre Abftände von N,O, = u a .f. w. bis *. Hiernach ſind 


N n 
dann die Inhalte dieſer Streifen: Fı= %, F, = "20 söh 


momente, 


bh3 
u. f.w. und ihre Momente F,2? = ro Fa? == 23 7 


F, 22 = 3 . r u. ſ. w., und es ergiebt fich das Maaß des Biegungs: 
momentes in 8* auf die Are N,O;: 
br m 5 
w= (142434.40-17.0-7. 
Der Abftand w Schwerpunftes S von der Spike C iſt aber d= Yh, 
und der Inhalt des ganzen Dreieckes iſt F = 4; e6 folgt daher Fa? 


ir u und das gefuchte Biegungsmoment in Hinſicht 
auf die neutrale — NO: F 


einem Drittel von dem Biegungsmomente parallelipipediſchen Balkens 
welcher mit dieſem dreiſeitigen gleiche Hoͤhe und Breite hat. Da aber die: 
fer Balken nur doppelt fo viel Volumen bat, fo folgt, daß unter uͤbri⸗ 
gens gleichen Umftänden der trianguläre Balken %/,mal-fo viel Biegungs⸗ 
moment hat als der parallelepipebifche Balken. 

Auf bdiefelbe Weife ann man die Biegungsmomente vieler anderen 
in der Praris häufig vorfommenden Körper finden. So ift 3. B. für den 
Körper mit T förmigem Querfchnitte A,B,CD, Sig. 265, und den Dimen⸗ 

Fig. 265. fionen AB=b5,AB—A,B,=AA, + BB, 
——— =b,AD=BC=hwb AD, =BC, 
=BC—CG=h, das Maaß des Bie: 
gungsmomentes in Beziehung auf die untere 
Kante A,B, : Moment des Rechtedes ABCD 
minus Moment der Rechtede A,D, und B,C, 
Ey, Ch 
Hl, wie fich ergiebt, wenn man 
jedes diefer Rechtecke als die Hälfte von doppelt fo hohen Rechteden mit 
der neutralen Are N,O, anfieht. Nun ift die Flaͤche A,C,D=bh— bihr 
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und ihr ftatifches Moment Fd=bh 5 —b,h, By —— — — 
es folgt daher der Hebelarm MS— d BEN Er das Moment Fa? 
= 1, (Gnhꝰ — bh)? : (bh—b,h,) und das Biegungsmoment in Bezie⸗ 
bung auf. die durch den Schwerpuntt S gehende neutrale Are: 
WW, — Far = FO _ y, (B—byhn?: (bh—5,h) 

—_4 (bhd—b,h; 3) —5 — 3 (bh’—b,h?} 

12(6h—b,h,) 

__ (bh?—b,h?y? — Abhbih, (Ah 

— 12(bh—b,h,) 

6. 198. Bon einem hohlen paralieiepipebifchen Balken ABCD, Fig. 265 Host Bartın. 
beftimmt fid) das Biegungdmoment, wenn man von 
— dem Momente des vollftändigen Balkens das Mor 
ment ber Höhlung abzieht. Sind AB = b und 
BC=h bie äußere Breite und Höhe und A,B,—b, 
und B,C,==h, bie innere Breite und Höhe, fo 
E hat man die Maaße der Biegungsmomente beider 





ur —5h? 
| Vv= 12 u 
Ganz auf gleiche Weiſe ergikbt ſich das Biegungsmoment des an ben 
Fig. 267. Seiten ausgehöhlten Körpers ABCD, Fig. 267. 


Sind AB= b und BC = h Äußere Breite und 

Höhe, und it AB—A,B,=—=b,, fowie BC, =h, 

die Summe der Breiten und bie Höhe der beiden 

Höhlungen, fo erhält man wieder durch Subtraction : 
 bB—b,h? | 

V= — . 

Ebenſo ergiebt ſi ch das Biegungsmoment 
des Koͤrpers ABCD, Fig. 268, mit kreuz⸗ 
foͤrmigem Querſchnitte. Iſt bier AB = b 
und BC == h bie Breite und Höhe des Mittel- 
ſtuͤckes, und ft 4,B,—AB=b, und AD,=h, 
die Summe der Breiten und die Höhe der Sei» 
tenftüde, fo folgt durch Addition das Bies 

3 3 
gung&moment: W — tr 
Es iſt Übrigens leicht einzufehen, daß die ho⸗ 
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Horte vaiten hen, ausgehählten und gefiederten Körper bei gleicher Maſſe ein größeres Bier 


Eylinder- 


gungsmoment haben als die breiten, mafliven Körper. Weil diefes Moment 
mit dem Querfchnitte F und dem Quadrate (3?) der Entfernung von ber 
neutralen Are waͤchſt, fo hat eine und dieſelbe Safer um fo mehr Widerftand 
gegen die Biegung, je entfernter fie von der neutralen Are ift. Iſt 3. B. 
bei einem maffiven parallelepipebifchen Balken die Höhe A == der doppel: 


ten Breite b, fo fäut fein Biegungsmoment W — nr = %, b 


oder — 2, = NY, bt aus, je nachdem man biefen Balken mit ber 


Eleinern Breite 5 ober mit ber größern 25 auflegt; es ift alfo im erften 
alle das Biegungsmoment viermal fo groß, als im zweiten Falle. Wenn 
man ferner den maffiven Balken vom Querfchnitte dh durch einen hohlen 
erſetzt, deſſen Höhlung dh gleich ift dem maffiven Theile, vom Querfchnitte d,h, 
— bh, wenn alfo d,h, —bh=bh,d. i. bh, == 2bh, oder b,—bV/ 2 
und h,=hV? if, fo erhält man für den letztern das Biegungs—⸗ 


7 3__hh3 
moment Be BESSER u; bh3 


fo groß als für den erftern. 


8.199. Das Biegungsmoment eines Cylinders beftimmt ſich auf folgende 
Weife. Es ſei AOBN, Fig. 269, der kreisförmige Querfchnitt und NO die 
neutrale Are des Cylinders. Da der Durchmeſſer AB diefen Querſchnitt 
in zwei gleiche und gleiche Biegungemomente 
befigende Theile theilt, fo findet man das 
Biegungsmoment des Ganzen durch Verdop⸗ 
pelung des Momentes der Hälfte ANB. 
Diefe Hälfte laͤßt fi duch Schnitte DE, 
FG u. f w. parallel zu AB und rechtwink⸗ 
fig auf NO in dünne, als Parallelepipede 
anzufebende Platten zertheilen. Das Bie 
gungsmoment eines folhen Theiles DEFG 

KL.DE> 
| if — — 
ee — des kreiſsfoͤrmigen Querſchnittes, fo hat ein Quadrant 


AN ben Umfang * und theilt man dieſen in n gleiche Theile, fo mißt 


‚di. dreimal 


%ig. 269. 





Bezeichnet nun r den 


ein folher Theil DG = —.— = In’ Diefem Theile entfpricht die 


mit CN parallel laufende wa GH=KL, weiche fih beftimmt, 
indem man fest: GA :ı GD= GK: CG, und die deshalb 
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unge B_ =. GK ausfänt. Hiernach ift denn für das 


Biegungsmoment des Theiles DEFG = 3 .GK ee Er (GK)*, 


Segen wir den veränderlihen und dem Schnitte GF entfprechenden 
Winkel ACG 90, fo erhalten wir bie Ordinate GK == r cos. @ und 
das letzte Biegungemoment 


GH= 


— FA c08. Pen. atdo.2p+ eng 


an n 
Das Birgungsmoment des halben Cylinders AN B wird nun gefun- 
den, wenn wir für ꝙ nah und nad die Werthe — 125 * 5. 


2. u. g w. bis > rn und die fi berausftellenden Ergeb: 


niffe addiren. Nun ift aber = In = = ein gemeinfchaftlicher 


Saktor, es handelt ſich daher au um die Summe von Werthen wie 
3-+4c08.29+ 008.49. Die Zahl 3 nmal zu fidh ſelbſt addirt, giebt 
In, alle Werthe von cos. 2 9, melde ſich berausftellen, wenn man @ 


von Null nady und nach bis = alfo 2 ꝙ von Null bis = wachlen läßt, 


geben zur Summe Null, weil die Cofinus im zweiten Quabdranten gleich - 


und entgegengefegt find den Cofinus im erſten Quadranten, auch ift end: 
lic) die Summe der Cofinus aller Winkel von 0 bis 2x — Null, daher 
bleibt die Summe aller Werthe e von 3+4c0s.2P + cos.Ap innerhalb 
der Örenzen 9 = 0 bis 9 = 5 genommen, = 3n, und e6 ift das 
Maaß des Biegungsmomentes vom halben Cylinder = u. ‚In = 
und endlich das des ganzen Cylinders: 
V= a — 0,7854 r%. 
Fuͤr eine Röhre oder einen hohlen Gylinder mit dem äußeren Halbmefs 
fer r, und dem inneren Dalhmefie r, ift 
Um das Biegungsmoment eines Körpers mit balbkreisförmigem Quer: 
Sig. 270. fhnitte ADB, Sig. 270, zu finden, mas 
Be chen wir von der im $. 195 gefundenen 
Megel Gebrauch, wonad, das Moment in 





mente in Beziehung auf ben als zweite 


Beziehung auf die durch den Schwerpunft . 
S gehende Are NO gleich ift dem Mos“ 


Eylinder. 





Eylinder. 


Feſtigkein. 
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Are anzuſehenden Durchmeſſer AB minus Querſchnitt F( Y, zr?)mal 
Quadrat der Entfernung cs beider Axen. Diefem zufolge erhalten wir das 


gefuchte Moment = 4. T rar. =. par. (5) 


(. 5.108), d. i. we (ip —)= 0,110. 


$. 200. Kennt man das Biegungsmoment eines prismatifchen Koͤr⸗ 
pers, fo laͤßt fich hieraus durch eine einfache Multiplication das Trag⸗ 
vermögen und bie Feftigkeit dieſes Körpers beftimmen. Iſt eine 
einzige Safer oder Fafernfchicht bis zur Elafticitätögrenze ausgedehnt ober 
zufammengedrädt, fo hat ber Körper bie Grenze feines Tragvermögens 
erreicht; bezeichnet man wieder den Tragmodul durch Z’ und die Entfer 
nung der entfernteften Safer von der neutralen Are durch e, fo hbat-man 


auch wieder —— T E und — * oder die relative Laͤngenausdehnung, 
=-, baber = _1, Segen wir alfo in ber Formel für das 


Biegungemoment farm, I ein, fo giebt ung diefelbe 
das flatifhe Moment ber Tragkraft Es it Pr= SW 
Man fieht, daß diefes Dos 


ment am größten ift, wenn der Debelarm x = I ausfällt, und fol 
gert hieraus, daß an der Stelle, wo ber Balken an einem Ende feft: 
gehalten wird, die größte Biegung vorhanden ift, und die Elaſticitaͤts⸗ 
grenze zuerſt erreiht wird. Dieſemnach beflimmt ſich denn die Trag⸗ 





=, alſo auch Pr = 


- traft eined Balkens durch die Formel 


‘ 


Pp= IN. 

Ebenfo beftimmt fih die Feſtigkeit oder bie Kraft zum Abbrechen 
des Balkens. Iſt eine Faſer bis zum Zerreißen geſpannt, ſo tritt auch 
das Abbrechen des ganzen Balkens ein, weil nun der Balken einen um 
den Faſerquerſchnitt kleineren Querſchnitt erhaͤlt, deshalb eine groͤßere 
Biegung eintritt, und nun auch ein Zerreißen der folgenden Faſer oder 
Sefenfaiten nachfolgt. Iſt wieder der Feſtigkeitsmodul =K, fo bleibt 


au” - = * und deshalb wieder die Kraft zum m Abbrechen eines Balkens: 





Bei einem maſſiven parallelepipediſchen Balken iſt die Entfernung der aͤußer⸗ 


ſten Faſernſchicht von der neutralen Axe — =. daher giebt die Formel 
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3 . 
Pl= 26 191) die Kraft zum Abbrechen 
2K bh DR 
P=7 Ah 1a 6 X. | 
n N ⸗ bh3 —b,h? . 
Iſt der Balken hohl, wie Fig. 266, ſo hat man P.. A auch gilt 


6hl 
diefe Formel für einen an den Seiten ausgehöhlten Körper, wie Kig. 267. 
Beim prismatifchen Körper mit trianguldärem Querfchnitte, wie Fig. 264, 
| ifte = ?/4h, daher P= Er ST Rum *755 X. Vei gleichem Quer⸗ 
ſchnitte traͤgt hiernach der parallelepipediſche Balken zweimal ſo viel als der 
triangulaͤre. 


Fuͤr einen Cplinder dom Halbmefer Tr iſt e==r, daher —2 Tu 


=IrE. If der Eylinder hoht, fo hat man } = 2(72) K. 


Vertaufcht man den Feſtigkeitsmodul durch den Tragmodul T oder führt 
man für K einen aliquoten Theil, 3. B. Y, ein, fo beftimmt ſich durch 
die jegt gefundenen Kormeln auch bie Zragkraft. 


$. 201. Um die Biegung und Tragkraft der Balken zu finden, kann 
man bie in $. 189 mitgetheilten Erfahrungsmwerthe für E und 7 benugen; 
was aber die Feftigkeit der Balken anlangt, fo ift es ficherer, den dort 
angegebenen, durch Zerreißungsverfuche gefundenen Feſtigkeitsmodul A durch 
diejenigen Werthe von A, zu erfegen, welche bei Zerbrechungsverfuchen 
gefunden worden find. Daß zioifchen diefen auf zweierlei Wegen gefun: 
denen Moduln eine volllommene Uebereinſtimmung nicht ftattfinden kann, 
liegt fhon darin, daß beim Berbrechen nicht nur ein Ausdehnen, fondern 
auch ein Gomprimiren, und beides nicht allein in ber Axenrichtung, ſon⸗ 
dern auch im Querfchnitte, wenn auch hier nicht in fo großem Maaße, 
ftattfindet. Uebrigens wirken auf die Elafticität, Tragkraft und Feſtigkeit 
der Körper vielerlei Umftände ein, weshalb immer beträchtliche Abweichun⸗ 
gen in den Ergebniffen ſich herausftellen.” So ift 3. B. das Holz; am 
Kerne und an der Wurzel flärker ald am Splint und an dem Gipfel; 
auch trägt das Holz mehr, wenn die Kraft parallel zu den Sahresringen 
wirkt als winkeltrecht darauf, endlich) haben noch der Erdboden und die 
Lage des Ortes, wo das Holz gewachen ift, Temperatur, Zuſtand der 
Trockenheit, Alter u. ſ. w. Einfluß auf den Widerſtand der Hölzer. Uebrigens 
faͤlt die Biegung, welche ein Körper, nachdem er Längere Zeit belaftet ges 
weſen ift, immer etwas größer aus, als bieBiegung, welche gleich anfangs 
beim Auflegen der Laft eintritt. 


Relative 
Sefigfen 


Berſuche. 





Berſuche. 
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Die Verſuche Über die Elaſticitaͤt und Feſtigkeit wurden von Eytel⸗ 
wein und von Gerſtner mit einem in Fig. 271 abgebildeten Apparate 


gig. 271. 











angeſtellt. AB und A,B, find zwei Ruͤſtboͤcke, C und C, darauf befe⸗ 


- fligte Eifentager, DD, der darüber liegende, zur Unterſuchung beftimmte 


parallelepipebifche Körper. Die Laft P zum Biegen bes Körpers liegt auf 
einer Waagſchale EE,, die an einem Bügel MN hängt, deffen oberer und 
abgerundeter Theil in ter Mitte M des Balkens aufliegt. Um die einer 
Belaftung P entfpredhende Biegung a zu finden, mendete Eytelwein 
zwei feine Horizontalfäden FF, und GG, , fowie eine in der Mitte auf 
dem Balken auffigende Scala MH an. Gerfiner hingegen bediente 
fi) eines langen einarmigen Fuͤhlhebels OK, der nahe bei feinem Dreb: 
punkte in M auflag und mit feinem Ende, wie ber Zeiger einer Uhr, an 
einer vertitalen Scala KK, die Senkung von M verfünfzehnfaht angab. 
Lagerhjelm mendete einen Zeiger SZ an, der mittels eined Fadens 
MS und einer Rolle S in Bewegung gefegt wurde, und die Biegung des 
Balkens auf einer eingetheilten Kreisfcheibe vergrößert angab. 


$. 202. Wenn man in der $. 196 entwickelten Sormel 

E=: — —— | 
—48Wa Aabh’ 
für den Elaſticitaͤtsmodul eines parallelepipedifchen Balkens die durch Bie⸗ 
gungsverſuche mittel® des im vorigen Paragraphen befchriebenen Apparates 
gefundene Bogenhöhe a, die entfprechenide Laſt P und die Dimenfionen 
b, h und 1 des Balkens fubftituirt, fo erhält man dadurch neue Werthe 
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für die Elaſticitaͤtsmodul. Bedient man fick bei dieſen Verſuchen nicht 
ſehr dider, fondern mehr langer und dünner Körper, und wendet man 
mäßige, nur Beine Biegungen hervorbringende Belaftungen an-, fo findet 
zwifchen biefen Werthen und benjenigen, welche bie direften Ausdehnungs⸗ 
verfuche geben, eine ziemliche Uebereinflimmung- Statt. So fand z. B 
auf diefem Wege: 
Duleau für Schmiedeeifen: E'= 29'000000 Pf., 
Tredgold, ſowie auch Hodgkin ſon für Gußeiſen: E=18'000000 Pf, 
Barlow und andere für Holz im Mittel: E = 1'500000 Pf. 
Werden aber bie prismatifchen Körper flärkeren Wiegungen untermwors 
fen, und wohl gar bis zum Zerbrechen gebogen, fo ftellt ſich, zumal nach 
den neueften VBerfuhen von Hodgkinſon, ein großer Unterfchieb ber 
aus. Der Grund diefer Abweichung liegt aber darin, daß bei dem Bie⸗ 
gen nicht eine bloße Ausdehnung der Fafern vorkommt, fondern ein Theil 
des Körper ausgebehnt und ein Theil comprimirt wird. Wenn daher 
bet größeren $ormveränderungen der Widerſtand gegen die Ausdehnung 
ein anderer iſt, als der gegen die Zufammendrädung, alfo der erfteren 
Veränderung ein anderer Elaſticitaͤtsmodul zukommt als der letzteren, fo 
muß der durch die Wiegungsverfuche erhaltene Elaſticitaͤtsmodul ein Mit: 


tel von den jener Module, und daher von dem Modul ber einfachen Aus: 


dehnung verfchieden fein. Es Hat ſich ergeben, daß Holz der Ausbehnung 
mehr widerficht als der Zufammendrädung, und daß bei Steinen und 
beim Sußeifen das Gegentheil Statt hat. Die Verfuche mit prismatifchen 
Körpern von Tförmigen Querfchnitten, wie fie zumal von Hodgkinſon 
angeftellt worden find, geben hierbei da6 befte Anhbalten. Da beim Aufs 
legen eines folchen Körpers auf zwei Stägen und beim Belaften deſſelben 
in der Mitte, der untere Theil deffelden ausgedehnt und der obere zuſam⸗ 
mengebrüdt wird, fo folgt, daB das Holz bei diefer Lage (7), dagegen 
das Gußeiſen bei diefer Lage (1) des Querfchnittes den verhaͤltnißmaͤßig 
größern Widerftand leiftet. So fand z B. Hodgkinfon, daß ein fol 
cher Gußeifenbarren in ber legteren Lage viermal fo viel Kraft zum Zers 
brechen erforderte als in der erfteren. 

Anmerkung. Es if anzunehmen, baß eine Abweichung zwiſchen ben Ela» 
flicitätemobuln ber Ausdehnung und Bufammendrädung eintritt, und baher bie 
neutrale Are aus dem Schwerpunkte herauszutreten anfängt, wenn bie Berläns 
gerung oder Berfürzung beiträgt: 

für Holz, nah Ardant:...... 0,00117, 
für Schmiebeeifen, nah Duleau: 0,0006, 
für Bußeifen, nah Hodgkinfon: 0,0003. 
6. 203. Folgende Tabelle enthält die Mittelwerthe der Brechunge- 


VBerſuche. 


modul K, für einige in der Technik am haͤufigſten vorkommenden Koͤrper. ahue 


Um mit Hife berfelben die Kräfte zu finden, welche Körper auf längere 
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nt Dauer mit Sicherheit tragen können, hat man für Holz den zehnten und 

Geige für Metalle und Steine den dritten bis vierten Theil von X, einzufegen. 

Fuͤr Mafchinentheile, welche einer immerwährenden Bewegung ausgefegt 

find, bat man noch mehr Sicherheit noͤthig, und daher , noch Meiner 
anzunehmen. 


Tabelle ll. 
Die Beechungemodu oder Sefigteitemobut bei Biegung der Körper. 


Brehunger Namen 
mobul K. der Körper. 


10000 bis 240005 Ulmenholz . . - 
Bußelfen . . - 





Brechunge- 
modul K. 











der Körper. 


Buchenhols . . . 
Bihendol; . . . 





6000 bis 12000 
24000 =» 56000 








Fichtenholz ... Kalkſtein . - 70 = 1700 
Kiefernholz . . Sandftein . . -» 600 = 800 
Tannenhol) . . . Siegelflein. - - 10 = 340 





Hiernah Tann man für Holz im Mittel X — 12000 und für Guß 
eifen K = 40000 Pfund annehmen und befommt fo für den an einem 
Ende eingemauerten und am andern Ende belafteten. parallelepipebifchen 
Balken: 

1) PL = 200. bh?, wenn berfelbe aus Holz befteht und rhaſaqe 

Zihehent angenommen, 
2) Pi = 1700 . bh?, wenn derſelbe aus Gußeiſen beſteht und viers 
fache Sicherheit vorausgefegt wird 
Iſt der Körper chlindriſch, fo hat man für Sol 

3) Pl = 950 r, und für Gußeifen 

4) Pl = 8000 r°. 

PL, b, h und r haben bie feither gebrauchten Bedeutungen. 

Für Schmiedeeifen nimmt man K,20 Procent Heiner an, weil ſich bies 
fe8 mehr biegt als Gußeiſen; es iſt deshalb hier Pi 1400 5h?= 6400 .r3 
zu fegen. 

Iſt die Laſt Q gleichfdrmig auf ben Balken vertheilt, fo trägt ber Bal⸗ 
ten noch einmal fo viel, weshalb bie obigen Coefficienten zu verbops 
pein find. Ruht der Balken an ben Enden oder in Stügpunften auf, 
deren Entfernung 2 ift, und wirkt bie Laft P in. der Mitte zwifchen diefen 


Punkten, fo iſt flatt dry r und ſtatt!, einzuſetzen, weshalb Pi in = 


übergeht unb die 8 die vierfache wird. Iſt aber die Laſt O 
zwiſchen den Stuͤtzpunkten auf den Balken gleichfoͤrmig vertheilt, ſo hat 
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man für die Kraft 3 welche in einem Stuͤtzpunkte von unten nach oben I ar 


wirft, das Moment I und für die Gegenkraft — 2. als die in ih: 


rem Schwerpunkte nieberziehende Hälfte ber Laſt, das moment —L In. — 
--%; e8 bleibt daher als Kraft zum Brechen in der Mitte das 
0 QA_gQ | 

Moment A ss und es ift deshalb 

| bh? * — 
O1 8. — Kadh=8. 7 br? X, alfo die Feſtigkeit oder Trag⸗ 
Eraft doppelt fo groß, als wenn bie Laft in ber Mitte wirkt, und 
8mal fo groß, ale wenn fie an einem Ende nieberzieht, mährend das 
andere Ende feflgehalten wird. | 

Beif piele. 1) Ein pärallelepipebifcher Balfen aus Fichtenholz von 7 Zoll 
Dide und 9 Zoll Höhe foll mit beiden Enden aufruhen, fo daß die Entfernung 
der Stützpunkte 20 Fuß beträgt. Welche in der Mitte aufzuhängende Laft fann 
derfelbe tragen? Eib=]17, A— 9, I= 20 Fuß — 240 Zoll, daher 
240.P = 4.200.7.9°, folglich diefe Lat P=70.27 = 18% Pf. 2) Eine 
runde hölzerne Waſſerradwelle von 10 Fuß Länge foll in dem Rabe fammt eige⸗ 
nem Gewichte die ziemlich gleichförmig vertheilte Lat Q — 10000 Pf. tragen. 
Wie ftark muß diefelbe ausgewählt werden? Es ift 1 10000. 120 = 1200000, 


= 8. 9530. 2, oder — En = 157,9, daher iſt ber geſuchte Halbmeffer 


r=YV 157,9 = 5,4 Boll und die Wellenflärfe 2 r — 108 Zoll, wofür 1 Fuß 
angenommen werden Tann. 

8.204. Iſt ein Balken AB, Fig. 272, mit ben Enden eingemauert, oder 
werden die Enden deſſelben feftgehalten, fo trägt ber Balken noch einmal 
fo viel, als wenn er in den Endpunkten frei aufliegt, denn in diefem 
Kalle ift die größte Biegung nicht nur in der Mitte, fondern auch in den 
Enden, es zerbricht deshalb der Balken in der Mitte und an den Enden 
zugleich, während in den Zwiſchenpunkten C und D, wo Converitit in 
Concavität Übergeht, gar keine Biegung eintritt. Es ift folglich für ein 


Big. 272, | Stuͤck AC die Kraft = = der Hes 





belarm — und das Moment 


=72:777 Iſt endlich auch 


in dieſem legten Falle die Laſt Q 
gleichförmig auf den Balken vers 
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- Mom Dauer mit Sicherheit tragen innen, bat man für Holz den zehnten und 

hs für Metalle und Steine den britten bis vierten Theil von K, einzufegen. 

Für Mafchinentheile, welche einer immerwährenden Bewegung ausgeſetzt 

find, bat man nod) mehr Sicherheit noͤthig, und daher X, noch kleiner 
anzunehmen. 


Tabelle II 
Die Brehungemodul oder deſtigkeinsmodul bei ei Biegung der Körper. 





Brehungs- 
modul K. 






6000 bis 12000 
24000 = 58000 






Ulmenhol . . . 
Bußeifn . . » 


Bucenhols . . ; 
Cichenholz... 








Fichtenholz ... Kalkſtein .. 70 = 1700 
Kiefernhol . . . Sanbflein . . - 600 s - 800 
Zannenhol) . . . Biegelftein. . . 150 » 340 





Hiernach kann man für Holz im Mittel X — 12000 und für Guß⸗ 
eifen X = 40000 Pfund annehmen und befommt fo für den an einem 
Ende eingemauerten und am andern Ende belafteten parallelepipedifchen 
Balken: 

1) Pl = 200. bh?, wenn berfelbe aus Holz beſteht und zehnfache 

Den angenommen, | 
2) Pl = 1700 .. 5h?, wenn berfelbe aus Gußeiſen befteht und viers 
| fache Sicherheit vorausgefegt wird. 
Iſt der Körper cylindriſch, fo hat man für Hol 

3) Pl = 950 r3, und für Gußeifen 

4) PL = 8000. r. 

P. 1, 5, h und r haben bie feither gebrauchten Bedeutungen. 

Fuͤr Schmiedeeifen nimmt man K, 20 Procent Heiner an, weil ſich Dies 
ſes mehr biegt als Gußeiſen; es ift deshalb hier PI== 1400 5h?= 6400 .r? 
zu feßen. 

Iſt die Laft Q gleichförmig ‚auf den Balken vertheilt, fo trägt der Bat 

ken noch einmal fo viel, weshalb die obigen Coefficienten.zu verdop⸗ 
pein find. Ruht der Ballen an ben Enden oder in Stügpuntten auf, 
deren Entfernung 7 ift, und wirkt die Laft P in der Mitte zwifchen diefen 


Punkten, fo ift flatt RZ 7 und ftatt I, 4 einzufegen, weshalb M in z 


übergeht und die Eragftaft bie vierfache wird.. Iſt aber die Laft O 
zwifchen den Stuͤtzpunkten auf den Balken gleichförmig vertheilt, fo hat 


Glaficität und Beftigfeit. 271 


man für bie — 2, welche in einem Stuͤtpunkte von unten nach oben Dre 
wirft, daß Moment 2; und für die Gegenkraft — 2 als die in ih⸗ 
rem Schwerpunßte nieberziehende Hälfte ber Laſt, das — ‚In. 2 
--%; es bleibt daher als Kraft zum Brechen in der Mitte das 

0: 01 _Ql Ä | 
Moment 1 , =, und es ift deshalb 


Q0I=8. = X auch 8.7 br3 X, alfo die Feſtigkeit oder Trag⸗ 
Eraft doppelt n groß, ale wenn die Laft in der Mitte wirkt, und 
8mal fo groß, al6 wenn fie an einem Ende niederzieht, waͤhrend das 
andere Ende feftgehalten wird. 

Beifpiele. 1) Ein pärallelepipebifcher Balfen aus Fichtenholz von 7 Zoll 
Dide und 9 Zoll Höhe foll mit beiden Enden aufruben, fo daß die Entfernung 
der Stüßpunfte 20 Fuß beträgt. Welche in der Mitte aufzuhängende Laft kann 
derfelbe tragen? Es iſt — — 7, kh=9I, I= W Fuß — 240 Zoll, daher 
240.P = 4.200.7.9°, folglich diefe Lat P=70.27 = 18% Pf. 2) Eine 
runde hölzerne Waſſerradwelle von 10 Fuß Länge fol in dem Rade fammt eiges 
nem Gewichte die ziemlich gleichförmig vertheilte Laft Q — 10000 Pf. tragen. 
Wie ſtark muß diefelbe ausgewählt werben? Es iſt QF= 10000. 120 = 1200000, 


=8.9%0.r, oder — Su — 157,9, daher iſt der gefuchte Halbmeffer 


157,9 = 5,4 Soll und die Wellenflärfe 2 r = 10,8 Zoll, wofür 1 Fuß 
angenommen werben fann. 

8.204. Iſt ein Balken AB, Fig.272, mit den Enden eingemauert, oder 
werden die Enden deſſelben feftgehalten, fo trägt der Balken noch einmal 
fo viel, als wenn er in den Endpunkten frei aufliegt, denn in biefem 
Kalle ift die größte Biegung nicht nur in der Mitte, fondern auch in den 
Enden, e6 zerbricht deshalb der Balken in der Mitte und an ben Enden 
zugleich, während in ben Zwifchenpunften C und D, wo Gonverität in 
Goncavität übergeht, gar keine Biegung eintritt. Es iſt folglich für ein 


Big. 272, | Stud AC die Kraft = = ‚ der Hes 


belam— — und das Moment 


pi PR 
=,)777 Iſt endlich auch 
in dieſem letzten Falle die Laſt Q 
gleichfoͤrmig auf den Balken vers 
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eat de theilt, fo ſtellt ſich das Moment — 5 heraus, weil ſich annehmen täßt, 


Eh. 


daß die eine Hälfte von O von den a unmittelbar aufgenom: 
men wird, und nur die andere Hälfte in der Mitte von Q wirkt. 
Das Gewicht Gr eines Balkens wirkt genau fo, wie eine auf den Bal⸗ 


‚ten gleichfoͤrmig vertheilte Laft Q; für einen mit einem Ende befeftigten 


Balken ift daher das Kraftmoment = Pl + 14,Gl; für einen an beiden 
Enden aufliegenden und in der Mitte belafteten Balken ift es aber 
PI.GıI GI l 
*) Iſt der Balken AB, Fig. 273, nur an einem Ende A eingemauert, 
während er am anderen Ende B frei aufliegt, fo bildet feine neutrale 
Fig. 273. Are eine elaftifhe Linie, welche bei A hori⸗ 
’ zontal, in der Mitte, wo das Gewicht P 
hängt, abwärts, und am Ende B aufwärts 
| läuft. Um benjenigen Theil P, von P zu 
Ma finden, welchen die Stüge E aufnimmt, fegen 
wir die Bogenhöhe BT ber zweiten Hälfte 
I CB des Balkens gleich der Bogenhöhe 
— ADCBBE de erſten Hälfte AC plus ber 
Zongentenbbte ober —E— TE der Tangente CT. Nach 6. 192 
iſt, wenn man die ganze Balkenlaͤnge |, alſo (4 0BM ſett, 


BTFä —— 


Der Tangentenwinkel TOE « ergiebt ſich aus der bekannten Grund⸗ 
gleichung Mr = WE, ober einfacher Mdz =— WEda ſehr leicht, 


wenn man für das Moment M die Summe Pr — P, (> + x )fub: 
ſtituirt. Es folgt dann 
[>= = p(Z +2) | de = — WEde, 


und daher durch Integriren: 
Px? Ilz 
= —-Pp(2 +7) = Con — WEa. 


De fra — ll, a — 0 if, fo folgt Con. = — 5 ‚und 


- (© -=)-# Pi 266 Den WEe. 


— man æ̃* 0, fo — man für den Tangentenwinkel ce des 
Mittelpunktes C: 
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= _ Bar — WE«, alfo vr Saiten. 
PR—3P,R 
em TzWE.' 


und bieraus ergiebt fi) die Vertikalprojection der Tangente CT: 
ET=CT..e= Yyla = EEE 


16WE 
Kür eine Drbinate des Bogenftüdes AC bat man . 
PYWRB—a9)— PP YR—Ia — 


dy=edıe= SWE 2 dz, oder 


_ Pure um — —— Yaa8) 


nimmt man = = 1,1, fo folgt babe * Bogenhoͤhe 
| (P—%P)P 
BE=AD= WE" 
Endlich diefe Werthe für BT, ET und BE in die Formel 
BT=BE +E£T eingefegt, 
fo erhäkt man die Gleihung 
pP _ P—-%,P, , P—3P, 
ua +7, m 
2P =2P—5P, +3P— 9P,db.i.16P, =5P, 
und fonady ift der Drud im erhepuntte B: 
= SP, 
d. i. 6 der in ber Mitte wieferdem Laſt. Für das Abbrechen in C hat 
man nun das Moment 1, P, 5} = Y„Pl, dagegen für das in A: 
yPl— Pl=%Pl— YPl=%Pl= %apPl. 

Da diefer Werth der Bleinere ift, fo wird demnach ein Zerbrechen in A 
eber eintreten als in der Mitte. Wäre B frei und hinge die Laſt P an 
viefen Ende B, fo würde da6 Moment zum Abbrechen = Pl= Pl, 

.t 3/4, = 1Y,mal fo groß fein. Es trägt alfo hiernady ber Balken in 
* behandelten Falle, ‚mal fo viel, als wenn er an einem Ende befeſtigt iſt, 
oder 4. Ys = Y,mal fo viel, ald wenn er an beiden Enden aufhängt. 

Beifpiel. Wie Hoch läßt fih in einem Getreidemagazine das Korn auf 
ſchütten, wenn ber Boden auf Balken von 25 Zuß Länge, 10 Zoll Breite und . 
12 Zoll Höhe ruht, die Entfernung zwifchen ben Aren von je zwei Balfen % 


— 3 Zuß beirägt und 1 Gubiffuß Kornmafle 48,5 Pfund wiegt? Men: 
den wir bie Kormel Ol = 16.200.5A* an, fo mäflen wir fegen: 5 = 10, 


M 12, 1= 35.12 — 300, folglich g — 16-200 10-1 _ 15360 Pfund. 


Nun wiegt aber ein Parallelepiped von 25 Fuß Laͤnge, 8 Fuß Breite und = Fuß 


Höhe = 25.3.2.48,5,Pf.; feßen wir daher biefen Werth = Q, fo folgt 
ze =a — 4,22 Fuß die fragliche Höhe der Aufſchüttung. 


Weisbach's Mechanik. 2. Aufl. I. Bd. 18 





Erärffer 
Ballen. 
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$. 205. Körper von gleichem mn haben oft fehr verfchiedene 
relative Seftigkeiten, bie Formel A=Ü — „RR? zeigt, daß die Feftigkeit 


wie die Breite, wie daß — der Hoͤhe und umgekehrt 
wie die Laͤnge des Balkens waͤchſt. Hiernach hat alſo die Hoͤhe einen 
viel groͤßeren Einfluß auf die Haltbarkeit als die Breite; der doppelt ſo 
breite Balken traͤgt doppelt, d. i. ſo viel, wie zwei einfache Balken, der 
doppelt fo hohe Balken hingegen trägt das Vierfache des einfach hohen 
Balkens. Aus diefem Grunde macht man die Balken, namentlich, wenn 
fie aus Eifen gegoffen werden, viel höher als breit, höhlt fie in der Nähe 
der Mitte aus und erfest das Ausgenommene durch Theile in größerer 
Entfernung von der neutralen Are, befonderd aber ift die Regel zu 
befolgen, bie Balken ſtets mit der ſchmalen Seite aufjulegen, ober 
vielmehr fo zu legen, daß die Kraft in der Richtung der längeren Seite 
wirkt. 

Die Feftigkeit des runden Stammes oder eines andern chündriſchen 


Koͤrpers iſt P=2.TK, die eines quadratifchen mit gleicher Breite Zr 
ır. . r K 4» 


= 3 
Kräfte mit einander, fo ergiebt ſich 5 — 2.2 ‚>88; es hat alfo 


der ceylindrifche Körper circa nur z Procent Feſtigkeit gegen den ihn ein: 
fhließenden Balken mit quadratifhem Querſchnitte. Die hölzernen Bal⸗ 
Een werden aus runden Baumflämmen gehauen oder gefchnitten und 
eben dadurch geſchwaͤcht. Es ift nun aber die Frage: welcher ift 
von allen Balken, die fih aus dem cylindrifchen Stamme hauen laffen, 
ber haltbarfte? 





und Höhe 2r,—=P, = K; vergleicht man beide 


Es ſei ABDE, Fig. 274, der Querfchnitt des Stammes, AD = d 

Fig. 274. der Durchmeffer deffelben, ferner AB — DE 
— b die Breite und AE=BD—h die Höhe 
des Balkens Dann ift 5? + h?— d?, oder 
h? —= d? — b?, und das Brechungomoment 
A — .bh= — b(02 - 62). Es kommt 
nun darauf an, b (d?—b?) = ba?—b3 fo groß 
wie möglich zu machen. Segen wir ftatt b, 6x, 
100.0 fehr Hein ift, fo befommen wir für den legten 
Ausbrud (fr) R— +? —=bR—3+ (d2—3 503.2, infofern 
wir 0? vernadhläffigen, und die Differenz beider— T (d? — 35x + 3522. 
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Damit der erfle Werth dd? — 53 in jebem Falle größer aus⸗ Surtln 
faͤnt als der fegte, muß die Differenz I (d?— 352) m + 3502 pofitiv 
fein, man mag 5 um © größer oder um a Feiner nehmen. Dies ift aber 
nur möglich, wenn d?— 35? = 0 wird, denn dann ift bie Differenz 
— 3 bar, alfo pofitio, wogegen, wenn d? — 35? ein pofitiver oder 
negativer reeller Werth ift, 3502 vernachläffigt werden kam, und jene 
Differenz = F (d?— 359), b. i. mit © gleichbezeichnet, alfo balb 
negativ, bald pofitiv ausfaͤllt. Gegen wir aber d — 3b — 
fo befommen wir bie gefuchte Breite 5 = d V 1/, und bie entfprechende 
Se h=mVR—R—dVY%; alſo das Verhättniß der Höhe zur 


Breite: = Y- 1,414 ober ungefähr wie 74. 


Man foll alfo den Baumſtamm fo zimmern, daß ein Balken hervorgeht, deſ⸗ 
fen Höhe zur Breite fich wie 7 zu 5 verhält. Um den der größten Feſtigkeit 
entfprechenden Querfchnitt zu finden, theilen wir ben Durchmeffer AD in 
drei gleiche Theile, errichten in den Xheilpuntten Mund N Perpendikel MB 
und NE, und verbinden die fich ergebenden Durchſchnittspunkte B 
und E im Kreife mit den Endpunkten A und D buch gerade Linien. 
ABDE ift endlich der Querfchnitt bes größten Widerftandes, benn da 
AM: AB=AB:ADwd AN: AE=AE: AD, ſo it AB=b 


= yAM.AD= Vind.d 1=d Y% m AE= k=VAN. AD 


M d.d=d Va alſo = h _V2 ., wie aud wirklich verlangt 


wird. 
K 


Anmerkung. Der Baumſtamm hat das Brechungsmoment P- re, 

der daraus gumer Balken von größtem Widerſtande aber Pl = * d VT..ä 
K ‘ 

m um 5K re, es verliert folglich der Stamm burd das Beſchl 

23 Wr: folglich ch eſchlagen 
um 1 Ip * =1—0,65 = 0,35, d. i. 35 Procent von feiner Feſtigkeit. 
Um diefen Verluf zu mäßigen, behaut man ven Stamm oft nicht ganz vier- 
fantig, ſondern läßt ihn noch mit abgehumpfien Kanten. Ein aus bemfelben 
Stamme gezimmerter Ballen mit quabratifchem Ouerfchnitte hat das Moment 


dꝰ 
P=t.ay%. 5; wel hier Breite — u 4 V 0m ai, 
baber fällt Hier jener Berluft gar = 1 — IF . * = fi — 5* 
= 1—0,60 = 0,40, vd. i. 40 Protent aus, 
6. 206. Sehr bäufig- werden Körper mit inneren ober Äußeren Hoͤh⸗ na un 


lungen oder mit Rippen ober Federn angewendet, um an Material zu ul 
18* 





Siarkſter 
Balken. 
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$. 205. Körper von gleichem Querſchnitte haben oft ſehr verſchiedene 
relative Seftigkeiten, die Formel Pi -7 . bh? zeigt, daß die Feſtigkeit 


wie die Breite, wie das Quadrat der Höhe und umgekehrt 
wie die Ränge des Balkens wählt. Hiernach hat alfo die Höhe einen 
viel größeren Einfluß auf die Haltbarkeit als bie Breite; der doppelt fo 
breite Balken trägt doppelt, d. i. fo viel, wie zwei einfache Balken, der 
doppelt fo hohe Balken hingegen trägt das Vierfache des einfach hohen 
Balkens. Aus diefem Grunde macht man die Balken, namentlich, wenn 
fie aus Eifen gegoffen werden, viel höher als breit, höhlt fie in der Nähe 
der Mitte aus und erfebt das Ausgenommene durch Theile in größerer 
Entfernung von der neutralen Are, befonders aber ift die Regel zu 
befolgen, die Balken flet® mit ber ſchmalen Seite aufjulegen, ober 
vielmehr fo zu legen, daß die Kraft in der Richtung ber längeren Seite 
wirkt. 

Die Seftigkeit des runden Stammes oder eines andern chüindriſchen 


Koͤrpers iſt P=Z.TK, die eines quabratifchen mit gleicher Breite Zr 
2r.(2r? K 4 rn 


und Höhe 2r,—P, ne = 3TK ; vergleicht man beide 
Kräfte mit einander, fo ergiebt fi 5 =7. 7 = 0,588; es bat alfo 


der cplindrifche Körper circa nur * Proc Feſtigkeit gegen den ihn ein⸗ 
fließenden Balken mit quabratifhem Querfchnitte. Die hölzernen Bal: 
fen werden aus runden Baumſtaͤmmen gehauen oder gefchnitten und 
eben dadurch geſchwaͤcht. Es ift nun aber die Frages welcher ift 
von allen Ballen, die ſich aus dem cylindrifhen Stamme hauen laffen, 
ber haltbarfte? 


Es fei ABDE, Fig. 274, dee Querfchnitt des Stammes, AD = d 

Fig. 274. der Durchmeffer deffelben, ferner AB= —= DE 
— b die Breite und AE=BD—h die Höhe 
des Balkens Dann ift 5? + h?= d?, oder 
h? = d? — 2, er bad Brehungsmoment 
A=7. = £ b(d2— 5?) Es kommt 
nun vr an, b — — bd?—b3 fo groß 
wie möglich zu machen. Segen wir ftatt 5, +, 
wo ſehr Hein iſt, ſo bekommen wir für den legten 
Ausdruck 40) R—b+aP—=bd—b3+ (d2—3630—3.br2, inſofern 
wie 03 vernachläffigen, und bie Differenz beider F(d? — 352) +3 522. 
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Damit ber erſte Wertb bd? — 53 in jedem Kalle größer aus⸗ Serfe | 
fäßt als ber letzte, muß die Differenz F (d?— 35°) © + 35202 pofitio 
fein, man mag 5 um x größer oder um a Feiner nehmen. Dies ift aber 
nur möglich, wenn d?— 35? = 0 wird, denn dann ift die Differenz 
—= 3 ba?, alfo pofitiv, wogegen, wenn d? — 35? ein poſitiver ober 
negativer reeller Werth if, 360? vernachläffigt werben kann, und jene 
Differenn = F (® — 359, d. i. mit © gleichbezeihnet,, alfo bad 
negativ, bald pofitiv ausfaͤlt. Gegen wir aber d? — 3020, 
fo befommen wir die gefuchte Breite b —= d \/Y, und bie entfprechenbe 
Hoͤhe h=VYA—R—dVY2%; alfo das Verhaͤltniß der Höhe zur 

2 


. h 
Breite: 7* —2 1,414 oder ungefähr wie 7/, 


Man foll alfo den Baumftanım fo zimmern, daß ein Balken hervorgeht, defs 
fen Höhe zur Breite ſich wie 7 zu 5 verhält. Um ben der größten Feſtigkeit 
entfprechenden Querfchnitt zu finden, theilen wir den Durchmeffer AD in 
drei gleiche Theile, errichten in ben Theilpuntten Mund N Perpendiket MB 
und NE, und verbinden die fich ergebenden Durchfchnittspuntte B 
und E im Kreife mit den Endpuntten A und D burdy gerade Linien. 
ABDE ift endlich der Querfchnitt des größten Widerftandes, denn da 
AM: A AD und AN: AE= AE: AD, f it AB = b 


. AD— ind dd =d Yy m AE= h=VAN .AD 
Y,d.d=d Va alſo = h_V2 .» wie aud wirklich verlangt 
wird. 


Anmerkung. Der Baumſtamm hat das Brechungsmoment Pi = . rs, 
der daraus gezimmerte Balken von größtem Wiberftande aber Pi = * d VT. 


— . — es verliert folglid ber Stamm durch das Veſchlagen 


v2 
um 1 — I7B- * =1-—065 = 0,35, d. i. 35 Procent von feiner Feſtigkeit. 
Um diefen Berluf zu mäßigen, behaut man ven Stamm oft nicht ganz vier 
fantig, fonbern läßt ihn noch mit abgeflumpften Kanten. Gin aus demfelben 
Stamme gezimmerter Balfen mit quabratifgem Querſchnitte hat das Moment 


d® 
=. ay%. 5; weil hier Breite = Höhe = d YY% = 07707 a iR, 


8 4 8 
ba aͤllt bier jener Berluft aar = I — — .- = li — —— 
der fallt hier | Ro 6.2y2 7 3zVT 





= 1—0,60 = 0,40, d. i. 40 Procent aus, ' 

6. 206, Sehr Häufig- werden Körper mit inneren oder Äußeren Hoͤh⸗ ges uno 

lungen oder mit Rippen oder Federn angewendet, um an Material u une“ 
18* 
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Seht un erfparen oder, was am Ende auf eins hinauskommt, um an Feſtigkeit zu 


u 


gewinnen. Fuͤr einen hohlen parallelepipedifchen Balken aus Eifen ift 
P=170. Zen, mag bie Höhlung von der Höhe h, und Breite 5, 
im Innern oder dußerlich an den Seiten angebracht fein. Für den hohlen 


art F 
cplindeifchen Körper ift P=8000.1 ?, Gewöhnlich macht man in 
71 





ſolchen Fällen die Dicke des maſſiven Theiles r, — 7, %, des äußeren 


Halbmeſſers r,, weshalb folgt: 


® 
4_ 3 i 3 
P= 000. Der _ 8000 er — 6963 T. Em 


gleich ſchwerer maffiver: Cylinder hat den Halbmeffer r = V r?—r% 
—=vVr?—0,86r? = 0,8r,; daher ift fein Widerſtandsmoment 
— 8000 . (0,8r)? = 4096 r?, um beinahe 41 Procent Bleiner als bas 
des hohlen Cylinders. | 
Man gewinnt au an Feſtigkeit, wenn man ftatt der Cylinder prisma⸗ 
tifche Körper mit elliptifchen Querfchnitten anwendet und babei die große 
Are aufrecht oder parallel zur Kraftrichtung ftellt. Denkt man fi um 
diefen elliptifhen Querfchnitt AOBN, Fig. 275, einen Kreis AO,BN, 
Fig. 275. gelegt, deſſen Halbmeffer der großen Halbare 
CA=CB= a ift, fo läßt ſich der Feſtigkeits⸗ 
widerftand des Körpers mit elliptifchem Quer: 
| fehnitte einfach aus dem mit kreisfoͤrmigem Quer: 
ſchnitte berechnen. Die Ränge eines jeden Elemen⸗ 
te6 DE der Ellipſe parallel zur Beinen Are 


| NO = 2b ift ſtets 2 der Länge des Kreis: 





elementes D,E, ; nun find aber die Elaſticitaͤt und 

Feſtigkeit dieſer Dimenſion einfach proportional, es verhaͤlt ſich alſo auch 
die Feſtigkeit des Ellipſenelementes zu ber des Kreiselementes, wie 5 zu a, 
und es ift endlich die Feſtigkeit für die ganze Ellipfe = — mal Feſtigkeit 
des ganzen Kreiſes, d. i. 

A 17 ‚@K=7ba®K, für Sußeifen = 8000 a?b. 

Iſt nun nn eine — Hoͤhlung mit den Halbaxen a, und db, 
vorhanden, fo bleibt — 
PP = = — K, für Gußeiſen 


3 
— 8000 . RA 
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Iſt endlich ein Körper mit rectangulärem Querpro⸗ 
file ABCD == bh, Fig. 276, in den Flanken buch 
halbe Ellipfen, wie EFG, HKL ausgenommen, unb 
find die Halbaren diefer halben Ellipfen = a, und b., 
fo hat man 

RT — zii K= 
für Bafeitn 

Pl = 1100. 


Beifpiele 1) Ein Tragbalfen aus Gichenholz von 9 Zoll Breite und 
11 Zoll Höhe, welcher feither hinreichende Tragfraft gewährt hat, foll durch einen 
Bohlen gußeifernen Balken von 5 Zoll äußerer Breite und 10 Zoll Höhe erfeht 
werden, von welcher Cifenflärfe. wird man benfelben gießen laſſen müflen? Setzt 
man bie doppelte Stärfe — =, fo hat man bie Breite der Höhlung =5— x, und 
die Höhe derſelben 10 — z, folglih if für den Kohlen Balken b,h,’ — bu hr" 
= 95. 10° — (5—z) (10 — 2)? = 2500 z — 450 =" + 35 2° — x. Da 
für den maffiven hölzernen Ballen on ee tberflanbamoment — 20.9. 11! — 
217800 if, fo hat man zu jeßen: AD 2500 x — 450 =! + 35 2° — =) = 
217800, oder 2500 = — 450 «* fh 25 =’ — a‘ — 1281. Zunaͤchſt if annds 
hernd 3 = 0,5 Zoll. Dieſer Werth giebt aber 450. =" = 450 . 0,25 
—= 112,5; 35 x? = 4,4, æ = 0,1; daher läßt ſich feßen: 
== 1281 + 1125 — 44 + 01 _ + 112,5 — 44 + 01 En = — 0,56 Zoll, alfo die geſuchte 


2 bh3 — 3x5,0,? 
12 


bh— 4,112a,?b, 
— —. 


. K. 





2500 
Gifenpide Z —=0,2880ll. 2) Wenn bei * Tförmigen Schiene aus Gußeiſen bie 
Fig. 277. Breite AB= CD= 5 glei der Höhe A und die Dice 


„ AB=CG=)Yb, alfo b, = Yb und h, = Yıh 
tft, fo Hat man für deren Widerſtandsmoment ($. 197): 
K (dh—hht!—Abhbihr(k—hı)? Q— 
12 ' (bh—bih,)e . 

8 
he ſubſtituitt, 
_K (h—bhN)’—bbihh (bh) _ 

6° bh'—b,h,* 
— 0,5125? — A . 0,645° . (b-0,85)? 


02081. 2,58 0,04 b?’—0,5125* 

100. — —X 205 — >= 472.5°%, Sollte nun eine ſolche 
Schiene bei einer Länge von 4 Buß mit beiden Enden aufruhen und in ber Mitte eine 
Laſt von 7400 Pf. tragen, fo wäre PI=7400.4.12—= 355200 und daher 4.472 5° — 
355200 zu feßen, woraus denn die äußere Höhe und Breite bh . nz 
= 9,13 Boll und die Eifendide Y%, 5 = 1,15 Zoll fi ergäbe. Diefe Dimen⸗ 
ſionen find nur mittlere, bei der Stellung (1) müſſen fie reichlich, bei der Stellung 
(2) aber fnapp genommen werben (vergl. $. 202). 





Dohle uud 
elipriiche 
Ballen. 


Schiefer 
D 


rud. 


4 
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$. 207. Wir haben feither angenommen, daß der Balken, welcher. dem 

Biegen oder Brechen ausgefegt ift, horizontal liege, und die Kraft vertikal 

wirkte; es ift jeboch leicht zu ermeffen, daß die gefundenen Regeln und 

Formeln auch in allen den Fällen gültig find, menn der Ballen AB, 

Fig. 278, eine geneigte Lage gegen den Horizont hat, und die Kraft P 
Fig. 278. 

Big. 279. 





ẽ 
winkelrecht gegen ſeine Axe wirkt. Ganz anders iſt das Verhaͤltniß da⸗ 
gegen, wenn die Kraft P, Fig. 279, den Balken AB ſchief zieht; hier hat 
man es mit der weiter unten zu behandelnden zuſammengeſetzten 
Feſtigkeit zu thun, da aus P zwei Seitenkraͤfte N und AR hervorgehen, 
wovon die eine eine Biegung und die andere eine bloße Ausdehnung ver⸗ 
uefaht. Wird eine ber beiden Seitenkräfte von einem andern Körper 
aufgenommen, fo bleibt natürlich die Theorie der einfachen Feſtigkeit ebenfalls 
in Anwendung. Traͤgt z. B. der fchiefftehende Stempel AB, Fig. 280, die 

Fig. 280. über ihm aufgefchüttete Laſt O, fo zerlegt 

— ſich diefe in die Seitenträfte Q,und N, 

und es ift bei einer Neigung & des 

Stempels gegen den Horizont, die Kraft 

Q,, welche der Stempel aufnimmt — 

().cos.a und die Kraft N, weldye die 

Seitenwand (dad Legende) BC auf: 

| nimmt = Osin.a. Mit Berädfid: 
tigung der Reibung ift 

Q,=0.(cos.2c—gsın.a), 
und daher bei einem runden Stempel: 


O (cos.a — @ sin.a) 8.7, 





wenn r den Halbmeffer und } die Länge 

des Stempels bezeichnet. 

Beifpiel. In welder Entfernung von einander müffen die 10 Boll far: 
fen Tragftempel eines Zörflenbaues ASB, Fig. 280, von einander gelegt werben, 
wenn berfelbe 4, Fuß meit if und fih 60 Aug auf einem 70 Grad fallenden 
Sange in die Höhe zieht, das Gewicht eines Eubiffußes der abzuhaltenden Berge 
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65 Pf. beirägt, der Goefficient der Reibung auf dem Liegenven aber %/, angenoms 
men wird? Die gefuchte Butfernung zweier Stempel = z Fuß gefcht, ers 
giebt fi das über einem Stempel ruhende Gewicht — 4,5.60.65 z 
= 17550.æ Pf. und der Theorie der fehiefen Ebene zufolge hat Hiervon der Stems 
pel nur die Kraft Q, = (sin. 70° — Y,cos. 70) . 17550 = = 10,9397 — 0,1140). 
17550 z = 0,8257. 1750 2= 1402 « Df. aufzunehmen. Der Stempel trägt aber 

8 

8.90.77 —8. — 17592, «6 if daher zu ſehen: 14492 = = 17592, 


37 
17592 | 
und z = — 1,214 Fuß — 14,6 Zoll. Man wird alſo Hier zwiſchen je 


zwei Stempeln nur 4,6 Zoll Zwiſchenraum laſſen dürfen. 
$. 208. Wirkt die Kraft Pauf einen mit feinen Enden Aund B auflie: 
genden Balken, Fig. 281, nicht in der Mitte, fondern fteht der Angriffe 
Fig. BI. punkt D um bie Abflände DA=1, 
- ' und DB=|, von den Stügpunf: 
ten ab, fo befigt der Balken eine 
größere Tragkraft. Der Gleichheit 
gewiffer ftatifcher Momente zufolge 
trägt der Stuͤtzpunkt A die Kraft 





l 
P= L+TL, P, und der Stuͤtzpunkt 











I, 

BR=7IT P, ee ift daher 
das flatifhe Moment zum Abbrechen in dem Angriffspunkte D)—=DA.P, 
= DB. BR = hl rn Für jeden andern Punkt E ift aber diefes 

| +; 


Moment EB.P, Meiner, weil der Hebelarm EB kleiner als der Hebelarm 
DB iſt; es findet daher auch ın D die größte Biegung ftatt und es 
teitt der Bruch in diefem Punkte zuerft ein. Diefemnach fegen wir 
Pb 

+7, 


. dh?, wenn der Balken parallelepipedifch geformt ift. Die Kraft P= 





2 oder, die ganze Länge /, + /, mit F bezeichnet, ut — 


a 


I 7. . bh? ift Übrigens — Unendlich, wenn L, oder .=nahe Null ift ; 


— aber um fo Meiner, je mehr fi /, und Z, einander gleichlommen ; 
ift endlih /, = I, d. b. wirkt die Kraft Pin der Mitte des Balkens, 


l 
fo it P ein Minimum, weil, wenn man /!, = 2 + zun/ =, -0 
2 
fest, das den Nenner bildende Product I, /,= ii — 7? ftets kleiner aus: 


r 
faͤllt, als = man mag a um etwas (X) größer oder Eleiner annehmen. 


Schiefer 
Drud. 


er 
außerhalb der 
Mitte. 
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Seatung Es trägt alſo ein an den Enden unterſtuͤtzter Balken in der Mitte am 


rn mwenigften, und immer mehr und mehr, je näher die Laſt einem der Stuͤtz⸗ 
puntte kommt. 

Iſt eine Laft O über die Länge c gleichmäßig vertheilt, während die 
Fig. 82. Mitte diefer um und , von den 
- Stägpuntten A und B, Fig. 282, ab: 
fteht, fo bat man als Brechungsmo⸗ 
— ol Q9 ce 

ment bie Differenz ee 

anzunehmen, weil die Kraft 


ae - = am Hebelarm /, und ihr 


entgegen das halbe Gewicht 2 am . T wirkt. Es ift alfo 


o(!b_e) X — 7. dh? zu fegen. ' 





Beifpiel. Welche Laft trägt ein hohler Balfen aus Gußeiſen, wenn beffen 
äußere Höhe und Breite 8 Zoll und 4 Soll und innere Höhe und Weite 6 Zoll 
und 2 Zoll beträgt, wenn ferner die Mitte der auf 3 Fuß Länge gleihförmig 
veriheilten Laft vom einen Stüppunft 4 und vom andern 2 Zuß abfteht? Ge ift 


bu’—bh? A.512—2.216 Ih ce _f42 3 
a a en 8 - ( >). 12 


— *%, Boll, daher zu feßen: *%0 = 1700.202 und folglih U = 29860 Pf. 


Sregungee 9. 209. Sind die Tragbalten nicht prismatifch geformt, haben fie alfo 
"an verfchiebenen Stellen verfchiedene Querfchnitte, fo ift die Brehungs: 
ebene, d. h. die Ebene, in welcher ber Bruch erfolgt, nicht mehr bdiefelbe, 
wie bei einem prismatifchen Körper; weil diefe Stelle nicht allein vom 
Hebelarme ©, fondern aud vom Querfchnitte abhängig if. Setzen wir 
einen vectangulären Querfchnitt von ber veränderlihen Breite w und 
Höhe z voraus; nehmen wir an, baß der Balken an einem Ende feflge: 
halten und am andern Ende von einer Kraft P ergriffen wird, und fegen 
wir den Abftand des Querfchnittes wz von dem Kraftende — z, fo ift 
K wz? en wz2?2 — 

=. Mm fegen, und der Minimalwerth von Zu ermitteln, 

um die ſchwaͤchſte Stelle oder Brechungsebene des Balkens zu finden. 

Es können hier fehr verfchiedene Säle vortommen ; betrachten wir ins 
deffen nur folgenden. Der Körper ABEG, Fig. 283 (a. f. S.), fei ein 
abgeftumpfter Keil oder habe die Korm eines Prismas mit trapezoidaler 
Bafis. Segen wir die Breite DE= FG = b, bie Höhe EF=DG 
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am Ende = h und die Entfernung UK der abgefchnittenen Kante Brehungte 
Big. 283. HK von der Endflähe EG, 
1 = c. Nehmen wir nun an, 
baß die Brechungsebene NZ 
um UV = z von der Ends 


flaͤche abſtehe, fo erhalten 
wir für Ddiefelbe die Höhe - 


M=z:—=h} — h 

: —h ( 4 =), während bie 
2 

unveränberliche Breite MN=w—b it. Der Werth in ( 4 =) 





—bh? + +2+3 nimmt mit +3 * gleichzeitig zu und ab, iſt 


alſo auch ein a wenn es der legte Werth ift. Segen wir aber 
in diefem ftatt x, c + u, wo u eine Bleine er fo befommen 


wir fr in I + = * * +7 5 


2 2 
=—(2-* 4 ..) 4 582 z + = Da nun in diefem 
legten Ausdrude u nur im Quadrat vorkommt, fo folgt, daß jeder an: 
dere Werth, den man erhält, wenn man die Entfernung X größer oder 
— als c annimmt, mehr giebt, als m = c, Kai folglich für © — c, 
2 

24 7, und alfo auch “E— oh (+ + =. ein 
Pinimum iſt. Es folge — die Größe der Brechungsflaͤche =5.2h 
— 2bh, und es fleht diefelbe von der Endflähe EG = bh ebenfo viel 
ab als die Kante IK des abgefchnittenen Stüdes. 

Auf ähnliche Weife findet man für eine abgefürzte Pyramide ober 
einen abgekürzten Kegel den Abftand der Brehungsebene von der End- 
fläche gleich der halben Höhe der Ergänzungsppramide ober des Ergaͤn⸗ 
zungskegels. 

$. 210. Ein Körper, weicher in allen Querſchnitten dem Zerbrechen «ser von 
einerlei Widerfland entgegenfegt, von dem alfo jeder Querfchnitt als Vre⸗ —E 
chungsebene angeſehen werden kann, heißt ein Körper von.gleihem 
Miderflande (franz: corps d’egale resistance, engl. body of the 
strongest form). Unter allen Körpern von gleicher Feſtigkeit hat ber 
Körper von gleichem Widerftande die kleinſte Menge an Materie, if dess 
halb auch der zwedimäßigfte und derjenige, welchen man bei ben Gons 
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Kr vom fieuetionen der Architeftur und des Mafchinenweiens auswählen follte, 
iperfande. Nicht nur aus Oekonomie, jenen auch, um Belaftungen nicht unnöthig 
zu vergrößern. 
Segen wir den Abftand einer Brechungsebene von dem Äußeten Ende 
— x und dad Maaf des Biegungsmomentes für jenen Querſchnitt 
= W, fo baben wir die Kraft zum Abbrechen P= — Da X ein 
conſtanter Factor iſt, ſo muß bei einem Koͤrper von gleichem Widerſtande 
7 \ 
u conftant, d. h. für alle mögliche Querſchnitte ein und berfelbe Werth 


fein. Iſt für einen Balken mit vectangulärem Querſchnitte die veraͤnder⸗ 
liche Breite = u und Höhe = d; die Breite am Anfange aber = 5 


und die Höhe dafelbft S h, fo hat man Überhaupt W = < und 


9? 
e= 3 daher P=* — und für den Anfangspunkt, für welchen x 


in Ü übergegangen iſt, P= I Setzt man dieſe beiden Werthe fuͤr 


2 2 
P einander gleich, fo erhält man die Gleichung — — en für den Koͤr⸗ 
zer von gleichem Widerftande. a — Koͤrper mit gleicher Breite 
— 2 
bit -——7T, daher m, = 7. 


Fig. A. rabel zukommt ($. 35, Anmerkung) 

— — umd nachweift, daß das Längen: 
profil ABE, $ig. 284, eines folchen 
Körpers die Form einer Parabel 
haben muß, deren Scheitel der Ends 
oder Aufhaͤngepunkt E der Laft ift. 
| Ruht der Ballen AB, Xig. 285, 
in feinen Enden auf und trägt eine 
Laft P in der Mitte C, oder wirb 
ein Balfen AB, Fig. 286, in der 

Kia. 286. 


welche Proportion nur der Pas 
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Mitte C unterftügt und an den Enden A und B durch zwei ſich das «ur von 
Gleichgewicht haltende Kräfte ergriffen, fo hat das Längenprofil die Geſtalt Atnerhante. 
von zwei in der Mitte zufammenfloßenden Parabeln. Der legte. Fall 
kommt bei Balancier6 vor. Da diefelben durch die Zapfenlöcher A,C, B 
gefchwächt werden, fo verfieht man fie noch mit ae oder giebt ihnen 
noch ein Mittelſtuͤck AB. 


Iſt die Höhe v — h conftant, fo hat man — = Tot == 


| T 
dann ift alfo die Breite u ihrer Entfernung von dem Ende propors 
tional, es bildet deshalb die Horizontalprojection des Balkens ABD, 
ig. 287, ein Dreied BCD und der ganze Balken einen Keil mit ver» 
Gig. 288. 





titaler, in die Kraftrichtung fallender Schärfe. Soll der Körper ABD, 
Fig. 283, lauter Ähnliche Querfchnitte — ſo hat man 

v_4u eh bh2 i x 

h” 5b’ ep na=T 
die Breiten und Höhen mie die Cubikwurzeln aus ben entfpredenden 
Hebelarmen. Der achtfachen Entfernung vom Ende entfpricht 3. B. nur 
die doppelte Höhe und Breite von der in der einfachen Entfernung. 


Iſt ein Balken gleihförmig belaftet, fo hat man die veränderliche Laft 


Q = gx und ihren Hebelarm = > baher ftatt Ar, zq. 2 =r — 


zu ſetzen, weshalb nun = = uw? . = und auch 2 = öhe 


dann wachfen alfo 


anzunehmen ift, und folglich ni = Ss 

02 q? 
RR’ 
alfo au — = ar und deshalb ein Dreied ABE zum Längenprofil, und 


einen Keil ABED, Fig. 289 (auf folgender Seite), als Koͤrpek von glei» 
chem Widerftande.. Nehmen wir die Höhe v == h unveränderlidh, fo 


Wäre die Breite unveränderlich, alfo u —= b, fo hätte man 


284 Dritter Abſchnitt. Sechstes Kapitel. 


— bekommen wir — =» und daher zum Grundriß eine von umges 


Wiprrflande, 


kehrtem Parabelbogen begränzte Flaͤhe BDC, wie Fig. 290. Made 
. Sig 289. 





man wieder ähnliche Duerfchnitte, fo ift = 5 dann bat man es alfo 


ſowohl im Bertilals ats auch im Dorizontalprofile mit der cubifhen 
Parabel, bei welcher die Guben ber Ordinaten wie die Quabrate der 
Abſciſſen wachfen, zu thun. 
Wird ein in beiden Enden aufruhender Körper AB, gig. 291, auf die 
Big. 91. ganze Länge gleichförmig belaftet, 
—— fo hat man für das Brechungs⸗ 
moment in einer Entfernung AO= 
x von einem Stügpuntte: 
Q x __ 
7.07-90.,7= E (la — 2°), 
dagegen für die a 





Segen wir einen — von un⸗ 


veraͤnderlicher Breite voraus, ſo haben wir zu ſetzen: 1 (in) ——— 
Ic — 
r/ "UYE ’ 
oder U? — (7 hy (a — a?) Wäre h=Y%l, fo — ”=le—ı? 
und deshalb * Langenprofil der mit Al als Halbmeſſer conſtruirte Kreis 
AD,B fein, weit aber x—.ıx? noch durch (; 7 ) zu multipliciren iſt, um 


das Quadrat v? der jedesmaligen Höhe MN zu erhalten, fo geht dieſer 
Kreis in eine Euipfe ADB über, deren Halbaren CA = a, = Yl und 
CD= b, = Yh find. 


2 
und . = bR?. 9 und es folgt nun durch Diviſion == = 
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Bei Körpern mit kreisfoͤrmigen Querſchnitten treten diefelben Verhaͤlt⸗ 
niffe ein wie bei Körpern mit ähnlichen rectangulaͤren Querfchnitten: Bei 
dem an einem Ende eingemauerten und am andern Ende belafteten Koͤr⸗ 


3 » 
per ift 5 = T oder — = va T b. 5. es wachfen die Dalbmeffer 


wie die Cubikwurzeln aus den Entfernungen vom Angriffspuntte. 

5. 211. Bei Mafchinentheilen, z. B. bei Wellen, Rabaren u. f. w. 
tönnen Biegungen nadıtheilig auf den Gang der Mafchine wirken, indem 
fie zu Schwingungen und Erfchätterungen Veranlaffung geben, es ift des: 
halb bier oft angemeffener, die Querfchnitte nicht nad) der Feſtigkeit, ſon⸗ 
dern nach dem Grade der Biegung zu beftimmen. Gerftiner und 
Tredgold geben an, daß ein mit beiden Enden auſlegender und in der 
Mitte belaſteter Balken von Holz eine Biegung a — 5: I und ein 
foiher Balken von Guß⸗ oder Schmiebeeifen nur die Biegung ober Bo: 


genhöbe a— 5 .L ohne Nachiheile ertragen kann. Nun ift aber nach 


6.193: a = 





EWR und nad) 5. 196: W— =, es ri baher bie 
1 


PB - PR? 
Bogenhöhe: a — ET Im 775 7 Seven wir nun— = 288 


und E 1'800000 ein, fo befommen wir für hölzerne Balken die Trag⸗ 
kraft in der Mitte: 
a AbRE ı 45h3.1'800000 bh3 


en 50 
Für Gußeifen T>= 25, und E = 17'000000 gefest, folgt: 
1 1 4 bh? _ bh? 
P= Pr — . 17°’000000 —= 142000 . 7 
Nimmt man noch für Schmiedeeiſen T g = und Z= 29'000000 Pf. 


an, fo erhält man für —— Balken aus dieſem Materiale: 

P = 242000 . Tr 

Die Coeffictenten 25000, 142000, 242000 find duch 3x = 9,42 

zu multipliciren, und es ift 5 und k durch r zu erfegen, wenn man es 

mit cplindrifchen Balken, 5. B. runden Wellen u. f. w., zu thun hat. 

Folgende Tabelle giebt die Querſchnittsverhaͤltniſſe unter der Vorausſetzung, 
dag Fin Fußen, 5, h, r in Zollen und P in Pfunden ausgebrädt find. 


Wellenflärte. 


Wellenſtãrke. 


Ierdrüden. 


286 Dritter Abſchnitt. Sechstes Kapitel. 
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. 
nn — —, ——— — — 
“ 









. Reetangulärer Kreisförmiger 


Materie. Querſchnitt. Querſchnitt. 






Holz... 

— — 
Gußeiſen .. r’ — 9250 
Schmiebeelien - . rt * 


Iſt die Laſt Q gleichfoͤrmig auf den Balken vertheilt, fo hat man ſtatt 
P,3%% 0, $. 193, zu fegen, und will man auf das Gewicht des Balkens 
Nädficht nehmen, fo fege man ftatt , P+%G. Hat man es mit einem 
Balken zu thun, welcher an einem Ende feilgehalten und am andern 
befaftet wird, fo hat man P und 2 doppelt zu nehmen, daher Pi? zu vers 
achtfachen; trägt endlich der mit einem Ende feftgehaltene Balken eine 
gleichmäßig vertheilte Laft Q, fo hat man flatt Pi?, %,.. SQOR = 3QR 
einzufegen. 


Beifpiele. 1) Welche Laſt trägt ein hölgerner, an beiden Enden aufliegen- 
der Balken von 20 Fuß Fänge, 7 Zoll Die und 9 Zoll Höhe auf die Dauer? 
8 
@6 iſt biefe Saft P= 10. — 1M. Gr -110.15 — 47 P. 
Sn 8. 203 wurde P = 1890 Bf. gefunden. 2) Wie flark ift eine eiferne 
Melle von 12 Buß Länge zu ſchmieden, wenn biefelbe eine gleichfoͤrmig vertheilte 
Laſt 0 — Br Bi ‚ ohne eine nadhtheilige Biegung zu erleiden, tragen foll? 


ne, ae fer —. a = 28 und r = 28 

= 389 Zoll, folgli die Wellenflärfe 2r — 7,78 oder circa 7%, Boll. Na 

ber Feſtigkeitsformel ergiebt fh, wenn der Tragmobul des Schmiebeeifene 
08 


Ymal fo groß ale für Gußelfen angenommen wird: r! = 8.17, 50 
[) 9° 
An — 518, daher = STB — 3,86 Soll und 2r = 7,72 Bol 


$. 212. Werden prismatifche Körper in ihrer Areneichtung fo ſtark 
zufammengedrädt, daß biefelben zerbrechen, fo hat man die ruͤkwirkende 
Feſtigkeit derfelben zu überwinden. Diefes Zerbrechen kann aber 
auf zweierlei Weife vor ſich gehen. Iſt der Körper kurz, nähert er ſich 
3. B. einem Würfel, fo zerfällt derfelde in Theile ohne eine vorausgegans 
gene Biegung; ift aber der Körper viel länger als breit und did, fo gebt 
dem Zerbrechen eine Biegung vorays, tie fie bei ber relativen Feſtigkeit 
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dorkommt. Jene Art des Zerbrechens beſteht in einem Zerdruͤcken, Zer⸗ 3erdruaen. 
malmen, Zerquetſchen oder Zerſplittern des Koͤrpers oder der Theile deſſel⸗ 

ben, dieſe aber in einem Abbrechen oder Zerknicken in einem Querſchnitte 

des Koͤrpers. Man unterſcheidet hiernach Feſtigkeit des Zerdruͤ⸗ 

ckens von der Feſtigkeit des Zerknickens. 

Die Feſtigkeit des Zerdrückens (franz. resistance à Pécrase- 
ment; engl. crushing force) iſt bei aͤhnlichen Querſchnitten den 
Inhalten diefer proportional, bei regelmäßigen Querfchnitten 
aber etwas größer als bei unregelmäßigen, und beim. Kreife am groͤß⸗ 
ten. Sie ift Übrigens von der Länge des Körpers ziemlich unabhängig. 
Kurze Holzprismen. zerfpalten der Länge nach oder bilden eine Wulſt; 
Steine aber zerfpringen entweder in mehrere Städe oder zertrennen 
ſich in einer fhiefen Ebene. Man giebt dent Holze und Steinen zehn: 
face, dem Eifen aber nur fünffache Sicherheit, Mauern von Bruch 
fteinen aber erhalten gar die zwanzigfache Sicherheit. Ift AK der Modul 
der Fefligkeit des Zerdrüdens, K, der entfprechende Sicherheitömodul und 
F der Querfchnitt des Körpers, fo hat man 

K,k=1% K bis K, 


die Tragkraft P—= FE, und umgekehtt F = Eu 


K 
Tabelle 
der Feſtigkeitsmodul fuͤr das Zerdruͤcken. 








Namen Namen 


Feſtigkeitsmodul K. Feſtigkeitsmodul K. 


der Körper. der Körper. 
Bafalt - . - 27000 Biegelftein. . 580 bis 2200 
nd . . . 5100 Eichenholz.. 2800 = 6800 


Strmit . . . 6000 bis 11000 | Bichtenhol; . 6800 ⸗ 8000 
Kalkfiein . . 100 = 6000 | Tannenholy . 2000 
Marmor . . 3200 = 12000 1 Bußeifen . . 82000 = 45000 
Mörtel . . . 40 = 90 I Schmiedeeifen 72000 
Sandflein . . 1400 ⸗ 13000 | Kupfer. . . 60000 


Nach den neueften Erfahrungen kann man von den Werthen für X 
in der vorflehenden Zabelle auch dann noch Gebrauch machen, wenn bie 
Saͤulen eine mehr als zwoͤlffache Länge zur Dicke haben. Iſt die kleinſte 
Die d der Säule in der Länge 2 derfelben 

ı 12 24 36 48 60 72mal enthalten, 
fo fol man nur den 


% % Y% Y Yo Va fachen 


Ierdsüden. 
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Werth von K einfegen. Nimmt man für Holz eine zehnfache und für 
Eifen eine fünffache Sicherheit, fo erhält man biernach folgenden Sicher⸗ 
heitsmodul (K,) für das Zerdräden: 

a ———— ——— — — — 


Namen Werthe von — 
der 
Körper. |» s|a|s|s|o| 


Gihenhoty.. | 500 4001 3301 2500| 1701 | “ol 20 
Fichtenhol, . 7500| 6000 500] 380] 250 | 120 60 30 


Qußeifen. .. | 20000! 16700| 13300| 10000} 6700 | 3300 | 1700 | 800 


Schmiebeeifen | 14000) 11700) 9300| "z0co| 4700 | 2300 | 1200 | 600 


Beifpiele. 1) Welche Lak Tann eine 12 Fuß lange runde Säule von 
| 
11 Zoll Durchmeſſer aus Fichtenholz tragen? Es it F— rn = 85 O8ol; 
6800 -+-8000 
2 





nimmt man nun für K den Mittelwerth = 7400, vermindert man 


diefen Werth, weil die Länge 13 mal fo groß als die Dice ift, um ein Sechstel, 
fest man alfo K = 740. % = 6200 Pf. und giebt man noch zehnfadhe 
Sicherheit, ſo hat man P— = — 620.95 — 58900 Pf. 2) Wie ſtark 
bat man die Grundmauern eines außen 60 Fuß langen und 40 Fuß breiten und 
2 Millionen Pfund ſchweren Gebäudes aufzuführen, wenn man hierzu gut 
bearbeitete Sneiehüde verwendet? Sehen wir die geſuchte Mauerbide — z, fo 
fönnen wir die mittlere Länge 60 — = und Breite 40— =, alfo den mittleren 
Umfang 2 (60— æ +40 — 2) = 200 —42 feßen; hiermit = multiplicirt, erhält 





. man bie Bafls der Mauern (200—4a) = OD Buß = 144 (20 — 4a) = — 


Bertniden. 


576 (50— 2) = DO Zoll. Bei zwanzigfacher Sicherheit trägt ein TI Zoll Gneis 
100 _ 255 Pf., daher iR zu ſehen: 255 . 576 (500 =) = = 20000000, 


20 
vr 50 æ — æ = —136. Es folgt nun = = Si , 





ober ungefähr = = = 2,7 Fuß. Nun =! — 27° = 7 gefeht, folgt 


au _ * — 286 Zuß, wofür 2,9 Fuß — 35 Soll zu 


genauer æ = 
nehmen ifl. 


8.213*). Wird ein prismatifcher Körper ABCD, Fig. 292 (a.f.S.), an einem 
Ende feftgehalten und an dem andern Ende von einer Kraft P ergriffen, 
die in der Aremrichtung des Körpers felbft wirkt, fo flellen fich die Bie⸗ 
gungsverhältniffe anders heraus, al6 wenn die Kraft winkelrecht zur Are 
wirkt. Die neutrale Are KL nimmt eine andere Geflalt an, teil die 
Hebelarme der Kraft P nicht. durch die Abfeiffen, ſondern durch die Ordi⸗ 
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naten, z. B. IK, gebildet werden. Nach 8. 191 hat man für den Kruͤm⸗ Zictviaen. 
mungshalbmeffer QO einer elaftifchen Kinie AL, Fig. 293, die Formel 


‚Mr= WE; nun ift aber bei einer Meinen Biegung r — —- —— 





wenn dio ein Element ber Abſciſſe ZN = x und « ben Tangentenwin⸗ 
et OTN, ferner M das Moment Py und y die Ordinate N O eines 
Punktes O der Curve bezeichnet; daher hat man die Sleihung 
Pydx 
— d(tang.e) 
Pydy= — WEltang.a.d (tang. e), 
Und es folgt nun durch Integriren: 
Y%Py = Con. — %, WE (tang.a)%. 
Für den feftgehaltenen Punkte A ift & — Null und y die ganze Vo: 
genhöhe KH = a, daher hat man aud) | 
1%, Pa? = Con. — 0, 
und e8 folgt duch Subtraction 
P (a— 1?) = WE (tang. «)2, alfo 


long. = van 


Führen wir jest wieder lang. = En ein, fo erhalten wir 


_WEP. _ 4y u _dy 
—=WE; oder, da lang.e = Ir’ alfo dx = ang. a 


dy P 
— = d e Tır nn q 
— 7 — 7obder 


——— = da v2 
vr: 9 


Weisbadh’s Mechanik. 2te Aufl. I. Bd. 19 


Zerkniden. 


Säulen. 
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und es folgt nun nach Artikel 19 ber analytiſchen Vorlehren: 


arc. (sin. = ) *7V vr 


oder umgekehrt, 
y —— Y — — 
mn (= ) we) 


d. i. die Gleihung y = a sın. (zV WE für die elaftifche Linie. 
Für 2 = ber Länge BE=KL=], ift y der Bogenhöhe HK=a, 
und daher 


a a Sin. (IV or ‚di. sin. (IV) = 1: 


da aber dem Sinus 1 der Quabdrant T als Bogen zukommt, fo folgt 
P x 14 
WETT und folglich die Kraft 


gr \? 
P=(5) WE 
° Da diefe Formel die Bogenhöhe a nicht enthält, fo folgt, daß die Kraft 
P bei jeder Biegung dem Körper das Gleichgewicht zu halten vermag. 
Diefes auffallende Verhältniß erklärt ſich dadurch, dag mit der Zunahme 
der Biegung auch ein Wachfen des Hebelarmes oder des flatifchen 
Momentes verbunden if. Hiernach ift alfo auch die Kraft zum 
Abbrechen: 
X 2 
P=(Z) WE. 
2 
$. 214. Gegen wir in ber Formel P= (=) .WEfür w= 
fo erhalten wir die ruͤckwirkende Feſtigkeit einer parallelepipediſchen Säule 
P= ma 02h E 
= 5: TE 
Es waͤchſt alfo die ruͤkwirkende Feſtigkeit eines Paral— 
lelepipedes wie die Breite oder größere Dimenfion, wie 
der Cubus der Dide oder Pleinern Dimenfion des Quer: 
fhnittes, und umgefehrt wie das Quadrat der Länge. 
Seen wir dagegen W = Ir fo erhalten wir für eine cplindrifche 


3 ME 
Säule P= 75 . 1% 
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Die rüdwirkende Feftigkeit eines Cylinders waͤchſt alfo wie das 
Biquadrat des Durhmeffers und umgekehrt wie das Qua— 
drat der Länge. 

Für eine hohle Säule mit den Halbmeſſern r, und r, ift 
3 (rt—r9)E 





Pa R 
Wird die Säule am untern Ende nicht feftgehalten, fo nimmt fie eine 
"gig, 29. Krümmung wie BAB,, Fig. 294, an, wobei 


die untere Hälfte ebenfo ſtark wie die obere ge 
bogen wird, und in.der Mitte die flärkfte Kruͤm⸗ 
mung ftattfindet. Deshalb ift diefer Balken als 
das Doppelte eines eingemauerten anzufehen und 


ftatt /, — einzuführen, fo daß für die parallele: 


3 
pipedifche Säule P= = * E und fuͤr 


3 
die cplindeifhe P= .5 7 —E, in beiden 


Fällen aber die vierfache Tragkraft folgt. 
Segen wir die Kraft des Zerknickens der des 


driſche Säule 





oder ftatt dem Halbmeffer r die Dide d = 2r eingeführt: 
I 7 E 
a=iVz 
Nun ift aber für Holz im Mittel F 1'800000 und K im Mittel 
— 6000 zu fegen, vaber folgt denn bier 
T=T = 300 = = Ze — 13,6. 


Für Sußeilm * wir E = 17000000 und X == 100000 ſetzen, 
weshalb für daffelbe 


I = 7 v170 — 10,2 ſich herausſtellt. 
Fuͤr Schmiedeeifen ift endlich E == 29000000 und K = 72000, 
folglich * = 7 403 = 15,7. 
19* 


Zerdrüdens gleich, alfo 3. B. für eine ceylin⸗ 


ei ulen. 


Eäulen, 


292 Dritter Abichnitt. Sechstes Kapitel, 


Bei diefen Längenverhältniffen ift alfo, wenn man in beiden Faͤllen 
einerlei Sicherheitsmaaß vorausfegt, bie Kraft des Zerknickens gleich der 
des Zerdrüdens, und nur erft bei längeren Säulen Übertrifft der letztere 
Widerſtand den erften, find alfo die Dimenfionen nad den fo eben ge: 
fundenen Formeln für das Zerknicken zu berechnen. 


Beifpiele. 1) Für eine 12 Buß lange und 11 Zoll vide Säule aus Fich⸗ 
tenholz ift die Tragkraft nad der lebten Formel, bei 10facher Sicherheit 
8 4 
Pe ..7 — — 21/,.(1Y,4)*. 180000 = *Y/, .0,044.180000 — 61600 Pf.; 
nach dem Beifpiel Ar. 1 des 6. 212 aber nur P — 58900 
2) Wie flart muß eine I Fuß hohe Säule aus Vichenholz fein, damit fie 
eine Laft von 60000 Pfund tragen Zönne? sim nn 


ı /k 4. 60000.(30..12)° _ 368 _ 
- Ver EV DR DE i I T 3,1 — 87 30ll, 
und die geſuchte Stärfe d = 2r = 17,4 Boll. Die Feſtigkeit des Serbrüdene 
2800 + 6800 
erfordert, wenn man K= NY, . 77 - 480 Bf. ſetzt, den Querſchnitt 
F= 50%, — 125 Quabdratzoll, und hiernach die Stärke 
d = vi „y® — 12,6 300. Nach der Tabelle in 8.212, K= 300 





genommen, erhält man bie Stärfe d = ve = 16 Zoll, alfo nahe fo groß 


wie die dem Zerbrüden entſprechende. 


$. 215. Die Verfuche, welche in den neueren Zeiten Hodgkinſon 
über die ruͤckwirkende Feftigkeit angeftellt hat (f. Barlow's Bericht in 
den Philosophical Transactions, 1840), beftätigen wenigftens eine ange» 
näherte Richtigkeit der im Vorſtehenden entwidelten Formeln. Nach die 


PR 2? rt dd =®E 
fem Erperimentator ift die Sormel P = ı' RE E=7- 7 denn 


man nur ftatt TE einen befonderen Erfahrungswerth einfegt, unbedingt 


richtig, dagegen für Guß: und Schmiebeeifen darin flatt d* eine Beinere 
Potenz von d einzuführen, und zwar d®’*, wenn bie Säulenenden abges 
rundet, und d®*, wenn die Enden flach find. Im lektern Kalle ift Über: . 
haupt die Tragkraft größer, weil durch das flache Aufliegen dee Säulen- 
enden das Biegen fehr erfchwert wird. Auch ift beim Gußeiſen ftatt 72, 
7 einzufegen. 

Folgendes find die Hauptergebniffe der Hodgkinſon'ſchen Verſuche 
an cylindrifchen Säulen. Es wird bier vorausgefegt, daß die Säulen» 
durchmeſſer d oder Dicke 5 in Bolten, die Saͤulenlaͤngen } aber in Zußen 
gegeben find. 
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Die Säulenenden ab- Ä 
Beichaffenheit der gerundet Die menden ad 
Säulen. z > 15. 7 2 30. 
Maſſiver Cylinder aus ds. 
Oußeifen. P= 34300 FI u P = 101600 Ir 
Bohr golinder aus Guß⸗ P= 29900.” | nam P = 102000 E 
Maſſiver Cylinder aus da,7s Fi 
Schmiedeeifen. P == 98400 1. P = 307600 — 
Quadratiſche Säule aus “ 
ade Danziger — — P == 25200 . 
Cichenholze. 
Quadratiſche Saͤule aus — b* 
trodnem Fichtenholze. P = 18000 pP 


Noch hat Hodgkinſon gefunden, daß gußeiferne Säulen cher zer⸗ 


nicht als zerbricht werden, bei abgerundeten Enden, wenn 1 >15d, und - 
bei flahen Enden, wenn 4 > 30 d ift; daß ferner gußeiferne Säulen, - 


welche in der Mitte %/, bis 2 mal fo did find als an den Enden bei glei: 
chem Gerichte und gleicher Länge unter gleichen Umftänden ungefähr Y, 
mehr tragen als cplindrifhe Säulen, und daß hohle cylindrifche Säulen 
unter übrigens gleichen Verhätmiffen ftet8 mehr tragen als gleich ſchwere 
Säulen mit polygonalen oder flernförmigen Querfchnitten. Ferner foll 
die Tragkraft des trodinen Holzes doppelt fo groß fein als bie des frifch 
gefällten. Wenn das eine Ende der Säule flad und das ber andern 
abgerundet ift, fo fol endlich die Tragkraft das arithmetiſche Mittel fein, 
zwiſchen der Tragkraft, wenn beide Enden abgerundet, und der, wenn beide 
Enden flady find. 


Beifpiel. Welche Stärke foll eine gußeiſerne Säule von 20 Fuß Länge 
erhalten, wenn biefelbe eine Laft P von 20000 Bf. tragen fol? Nach der Tas 
belle iR 20000 — Sn ET, 
3,76 Log. d = 0,716574—1 + 1,7. Log. 20, d. i. 


Log.d= an — 0,5%, alfo d = 3,36 Boll. 





daher umgefcehrt de, — 34300 ° 2017, ober 


Giebt man aber Ifache Sicherheit, fo Hat man ders — Sn 2017, 
daher Log.d = u — 0,712, und d = 5,15 Zoll. 


* der theoretiſchen Formel i Formel iſt, bei 5facher Sicherheit: 


3.2000 .240° ı/D 
— 2 — 20.20 _ 
Ve 717000000 — > Var Bel 


Saulen. 


Toiſion 
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Nach der Tabelle in $. 212 wäre, da hiernach Z ungeführ 48 iſt, der Quer- 
20000 


ſchnitt F= 330 > 6,06, und daher die Stärke um 2,78 Zoll, alfo viel zu 
tlein. 


$. 216. Wird ein an einem Ende befeftigter Körper ABC, Fig. 295, 
von einer Kraft ergriffen, deren Richtung in eine Normalebene zur Are 
fällt und deshalb den Körper um die Are zu drehen fucht,-oder wirken zwei 
Kia. 296. 






Umodrehungsträfte P und Q in verfchiedenen Mormalebenen auf einen in 
feiner Are feftgebaltenen Körper AB, Fig. 296, fo nehmen bie urſpruͤnglich 
parallel mit der Are laufenden Fafern eine Verdrehung oder Torſion an, 
deren Größe wir eben beflimmen mollen. Es fei AB, Fig. 295, eine 
Kafer vor, und AD diefelbe Faſer während der Zorfion, es fei alfo in Kolge 
der Torfionstraft das Ende B der Fafer nad) D gerüdt. Iſt nun / die 
anfängliche Länge AB, und A die Ausdehnung derfelden, alfo l + A die 
Lange AD mäÄhrend der Torfion, und ift s die entfprechende Zorfion_B D, 
fo hat man nach dem pythagoriſchen Zehrfage, AD? = AB? + BD®, 
d. i.: ¶ 4 4 —=ER+S vr? ++ —=R+S, weshalb ſich 
2 
annähernd A = 57 fegen laͤßt. Iſt noch F der Querfchnitt einer fol: 
chen Safer, fo hat man die in der Richtung der Safer nöthige Kraft zur 
2 
3% ‚F.E. Dieſe Kraft 
oder Spannung S einer Safer ift aber nur eine Seitenkraft von der Tor: 
fionstraft R, die außerdem noch einen Normaldrud N zwifhen den Safern 
bervorbringt. Aus der Achnlichkeit der Dreiede RDS und BDA folgt - 
S:R=s:l, daher ft S = un und es giebt das Öleichfegen beider 


Werthe für S, R— ST F.E. 


Hervorbringung diefer Ausdehnung: S = 
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Es wähft alfo die Torfionskraft einer Safer wie die 
Torſion (s), wie der Querſchnitt (F) und umgekehrt wiedie 
Ränge (l) der Safer. 

Sf r der Abftand CF des Querfhnittes F von der Umbdrehungsare 
C, Fig. 297, fo hat man das Moment ber Kraft R: 


Big: 297. Rr=-Fr.E 


und bezeichnet endlich & den Tor⸗ 
ſionswinkel FCF,, um welchen 
jeder Faſerquerſchnitt verdreht ift, 
fo hat man s= er, und daher 
Fr? 
Rr = 97 «E. 

Wenn man nun die fämnt: 
lichen Querfchnittselemente mit 
Fı. Fr, F3 -. . und ihre Abs 
* ftände von der Drehungsare mit 
Yı> Ya: 13 U. f. w. bezeichnet, und annimmt, daß die Umdrehungskraft 
Pan einem Heb.larme CA= a wirkt, fo = man die Formel: 

Pa=(Fr?+Fr?+. „= 27; 
oder, da fich in Uebereinffimmung mit dem Obigen, Fir? + Far? +... 
als Maaf des Drehbungsmomentes, = W fegen läßt: 
«WE 
Keinen, 

Es waͤchſt alfo das Torſionsmoment wie der Torfions: 
winkel @, wie der Elafticitätsmobul E, umgefehrt wie die 
Känge des Körpers und endlih noch wie das vom Quer: 
fhnitte des Körpers abhängige Maaß W des Drehungs- 
oder Biegungsmomentee. 


Das entfprechende Arbeitsquantum ift: 
_P.aa _e WE_ P: a?l 
wa WE’ 
$. 217. Das Drehungsmoment W einer Stähe BDAL, Sig. 297, 
in Hinſicht auf die normale Are C laͤßt fich leicht durch die Biegungsmos 
mente W,und W, in Hinfiht auf zwei techtroinkelige Aren XX und YY 
in der Ebene der Flaͤche ausdräden. Da 
CF—= CM + CN, var + y if, 
wenn r den Abftand CF bes Elementes F von der Are C, x den Abftand 
CM = NF deſſelben von der Are FY, und y den Abftand CN MF 


von ber Are XX bezeichnet, fo hat man Fr? = Fa? + Fy, und aud 








Torfion. 


206 Dritter Abſchnitt. Sechstes Kapitel. 
Ifion. Fir®+r2?+.)= Fiaß+ta?+.)+ Fye+yr+.), di. 
W=W, + VW. 
Für eine parallelepipedifche Welle BDHL, Fig. 298, von der 
Fig. 298. Breite BZL= DH =b un 
- ' Hoͤhe AD=HL —h hat man 
nad $ 196: 





— —— 


jund das Torſionsmoment für 
| diefe Welle: 











— | Pa — end 
Kür ei einen — — Schefe von der Seitenlaͤnge 5 = iſt: 
a E 6% a Eb% 
Pa= 57 = 0,0833 IT. 
Big. 239. Fuͤr eine cplindrifche Welle ABC, Fig. 299, 


vom Halbmeſſer r hat man 
W=W= a, daher 
Pa— tin 0,185 LET. 
Iſt die Welle hohl und find ihre Halbmef: 
fer r, und r,, fo gilt die Formel 
aEx(r* na) 
Al 
Die vorftehende Theorie giebt uns von der Wuhrheit etwas abmeichende 
Zorfionsmomente, mweilbei ihrer Entwidelung vorausgefegt worden ift, daß die 
Endflächen des Prismas, welches eine Torfion erleidet, während der Torfion 
eben bleiben, diefelben aber in Wirklichkeit windſchief ausfallen. Nach den 
Unterfuhungen von Saint:Benant, Wertheim u. f. w. (fiehe 
Comptes rendus de seances de l’academie des sciences à Paris, T. 24 
und T. 27) ift für einen en Schaft: 











Pa = 











— 
Pa = 0,84. et = 0,0526 7 
und für eine cplindrifche Welle: 
3x eErt aEr+ 
Ma Ir MIT 


Bei Körpern, deren Querjchnittsdimenfionen fehr von einander abwei⸗ 
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chen, fallen die Abweichungen größer aus. 3. B. für ein Parallelepiped, zZeren. 
deffen Höhe h die Breite vielfach übertrifft, ift nah Saint» VBenant 
und Cauchy: 
Legt man bie legten Kormeln von Wertheim zu Grunde und ver: 
wandelt man die Torfionsbogen c in Winkel, fegt alfo: 


2 aEb3h «Eb3h 





a ET — 0,01745 00, 
180 
fo laͤßt fih mit Hülfe der in $. 189 mitgetheilten Werthe der Elaſtici⸗ 


tätsmodul leicht folgende Tabelle zufammenftellen. 






Materie der Welle. | Kreisförmiger Duerfchnitt. | Quadratiſcher Querſchnitt. 

























0 0 

Hl. Pa — 18500 
Gußeiſen. Pa = 175000 ——— Pa = 15600 
Stahl und Schmies ar ap 
deeifen . Pa = 310000 — Pa = 27500 7 





Beifpiele 1) Welches Umbrehungsmoment fann ein quabratifher Schaft 

aus Schmiebeeifen von 10 Fuß Länge und 5 Zoll Stärfe aufnehmen, ohne eine 
Torfion über Y, Grad zu erleiden? Es fr nach dieſer Tabelle: 
Pa = 2150 . Yo 075 — 250 . = 36000 zutzell — 3000 Buß. 
2) Welche Torfion erleidet eine hohle gußeiferne Welle von der Länge — 100 
Zoll und den Halbmefiern r, = 6 30ll und r, — 4 Zoll, durch ein Kraftmoment 
Pa = 10000 Zußpfund ? &s ift hier: 


Pa = 175000 am, folglich 
Pal 10000.12.100 12000 6° 


“175000 (nr) 175000064) (64) — 175.52.200 9 

— 4 Dinuten. 

$. 218. Ueberfchreitet die Zorfion eine gewiſſe Grenze, fo werden die Torfionde 
Faſern zerriifen, und es wird, wie man fagt, die Welle abgewürgt. nn 
Für den Augenblick des Zerreißens der von dy Umdrehungéar⸗ entfernte⸗ 


ſten see ift das Ausdehnungsverhältniß 2 =: aber 7 ift auch 


=; 5 daher hat man für eine cylindriſche Welle, wo s=ar zu fegen iſt, 


Terfionds 
feftigleit. 
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und daher das Moment zum Abwuͤrgen dieſer Welle: 


Pa er — ni 2 -yX Ir 


er ve K 5 
Für eine Auabratifche wene von der Seitenlaͤnge 5 iſt dagegen der Ab⸗ 
ftand der entfernteften Zafer von der Are — 5 VYN,, daher 


2 
s= eb, = um eb_ vr 


Al? 2] E’ 
demnach ift das Moment zum Abmwürgen diefer Welle: 
aEb cab EB KEB 8 —— 
Po= 7 = 9% "VE T TE VEE 


Für eine hohle Welle mit den Halbmeffern r, und r, iſt: 
Pa — ee —m) — rt) vor K Le 


Da außerhalb der laficrhtögrerne bie Deoportisnatie zwifchen den 
Kräften und ben von ihnen hervorgebrachten Ausdehnungen aufhört, fo 
ift zu erwarten, daß die hier gefundenen Formeln wenigftens in quantitas 
tiver Beziehung mit den Erfahrungen nicht übereinftimmen, und deshalb 


noͤthig, ſtatt VÄE einen befondern, durch Verſuche zu ermittelnden 


Merth zu fegen. Nach ben Berfuchen von Bramah und Rennie 


ift für Qußeifen Ä, = vE& — 30000 bis 66000 Pf., nimmt man 
den mittleren Werth und Sfache & Sicherheit, fo erhält man: 


m / FE E —= 12600, 


und daher für runde Welten aus Öußeifen: 
Pa = 12600 r3, dagegen für quadratifche: 
Pa = 1900 3. 

Für MWellen aus Schmiedeeifen geiten diefelben Formeln, für ſolche 
aus Kanonenmetall nimmt man K, nur halb, und für foldhe aus Holz 
K, nur ein Zehntel fo groß. Hiernach hat man alfo für jene: 

Pa = 6300 r3? = 950 b?, und für diefe 
Pa = 1260 R = 190 53. 

Beifpiele. 1) Die eiferne ſtehende Welle einer Turbine übt am Umfange 
eines auf ihr fißenden Zahnrades von 15 Zoll Halbmefler eine Kraft von 
2500 Pf. aus, welhe Dicke muß man berfelben geben? Es ift Pa = 2500 . 15 


— 37500, und fegen wir a ee 2. fo bekommen wir r = 


vi — 1,44 Zoll, daher die Wellenftärfe 2r = 2,88 Soll, wofür 3 Zoll 
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zu nehmen fein möchte. Iſt die Entfernung des Zahnradis vom Waflerrade Torhiene. 


Pal 37500.60 Flhisteu. 
ß — 0 Dt —— — 
60 — faͤllt — dieſer Welle = a — 750007 175000. 117° 
25. 


= IS "IS ” 3°, alfo fehr bedeutend aus. 2) Bei einer vierfan- 
tigen Welle aus Fichtenholz wirft die Kraft P = 500 Pf. an einem Hebelarme 
von 20 Fuß, während die Laft an einem Hebelarme von 2 Kuß in einer nad) der 
Arenrichtung gemeflenen Entfernung d = 10 Fuß angreift, wie di ift dieſe 
Welle zu machen und wie groß ift diefe Verdrehung? Ges ift 

Pa = 500.20 .. 12 = 120000 Zollpf. Die Seite 5 der Welle ift beflimmt durch 
5 _Pa__ 120000 _ 639, vater 5 — \/632 — 86 Boll. Die Verdre— 


19010 
Pal _120000.12.10 144000 go 
Bung beträgt ea = 1650.  1650.86°° — 165.597 = 1,6 . Sn der Re 


gel läßt man Hleinere Torfionen zu, und macht deshalb die Wellen viel Härfer. 
Meiſt beträgt diefer Winfel noh niht %, Grad. Setzen wir «a — Y,°, fo 


befommen wir für dieſen Fall = 4720 — 34950, daher 
224 


b = \/34900 = 13,5 Zoll. Nah Gerſtner ſoll der Torſionswinkel einer Welle 
nit mehr ale 0,1 Grad betragen. 


8. 219. Wenn ein an einem Ende B feflgehaltener Körper AB, Zuſammenge— 

Fig. 300, von einer Kraft P ergriffen wird, die weder in der Arenrich: —R& 

Fig. 300. tung des Koͤrpers, noch rechtwinkelig 
darauf wirkt, ſo werden zweierlei Fe⸗ 
ſtigkeiten, naͤmlich die relative und 
die abfolute oder, nach Befinden, 
bie cüdwirkende Feſtigkeit, in 
Anfpruh genommen. Schließt die 
Kraft P mit der verlängerten Axen⸗ 
richtung des Körpers den ſpitzen Win: 
tel PAR = «ein, fo ift die von der relativen Feſtigkeit aufzuneh— 
mende oder bie ben Körper biegende Kraft N = P sin.a, und die von 
der abfoluten Feſtigkeit auszuhaltende, den Körper dehnende Kraft, 
R==Pcos.a. Behalten wir nun die feither gebrauchten Bezeichnun: 
gen bei, fo erhalten wir für die Ausdehnung A, der Außerften Faſer in 
Folge der Wirkung von N: 

kl __e __Nel__Pelsmna 
I” rT WE WE 
und dagegen für die Ausdrhnung aller Faſern durch die Zugkraft R: 
A, R P cos. & 











Hiernach ift die ganze Ausdehnung: 
4 A, +A, Pel sin. P cos. « 


IT 
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Bufammen. Soll nun 3 die Elaſticitaͤtsgrenze erreichen, fo hat man I= E 
—* wo 7 den Tragmodul bezeichnet, daher 





x — —— Sin. 4 ©. er 5 ober 
T’= (= sin. © + — Tr pP ſich ergiebt. 
Für ein Parallelepiped bat man W = u F= bh, e —+, 
daher ' 
6 I son. EL cos. & 
(+) P 
= (gr eine + 008. a ) 

für den Cplinder hingegen ſtellt fi, ne=r, W = = und 
F= ar? if, 


= (Are + cos. —— heraus. 

Mit Huͤlfe dieſer Formeln kann man entweder die Kraft beſtimmen, 
bei welcher ein Koͤrper von gegebenen Dimenſionen bis zur Elaſticitaͤts⸗ 
grenze veraͤndert wird, oder Dimenſionen berechnen, bei welchen der Koͤr⸗ 
per von einer gegebenen Kraft bis zur Elaſticitaͤtsgrenze geſtreckt wird. 

Führen wir ſtatt des Tragmoduls 7 die Sicherheitsmodul , und A, 
für das Zerreißen und für das Abbrechen ein, fo erhalten wir die Ausdrüde 











cos.a , 6isin.a 

bh= ( 7 7 P und 

72 (+ a  Alsin.a\ P 

*— rR, /a 
Für Holz ift X, = 1200 und * = 200 einzuſetzen, weshalb man 
erhält: 

COS. & sin. 

= 500 + on Je 

y2 cos. I sın.a p 


= (3770 Ic 
Für Gußeiſen iſt X, = 3000 und 4, K, = 1700, daher 


C0S.& l sin.& 
ch zoo + Troon/F und 


— cos.œ l sin. vo ©) 
r (+ 3000r/ F 
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Beifpiel. Welde Stärken muß man einem ſchief liegenden Balfen AB, 3ufamnen. 
Big. 301, aus Fichtenholz geben, wenn berfelbe eine Länge von 9 Fuß und eine ee. 
Fig. 301 Neigung a, von 50 Grad gegen den Horizont 
Ba hat und an feinem Ende A eine Laft P von 6000 
Pfund tragen fol? Bei dem Dimenflonsverhäft- 


nifie m 2 hat man nad) dem erflen ber vor⸗ 
fiehenden vier Auspräde, da hier «a = 90 — o, 





— 40 if: 
cos.40 308 . sın. 40° 
Ya (+ 200%) : 6000, 
folglich 





7.30/. 0,766 , 108.0643\ .„, 2917 
u me ae) 


oder 42 — 5,36 — 2917. Nimmt man annähernd k = 1/2917 = 14,3, fo 
erhält man 5,36. A == 77 ımd nun genauer 
= Y25I7 + 7 = Y294 = 14,4 Soll, nd 5 = %h —= 10,3180ll. 
$. 220. Wenn bie Richtung ber Kraft P, Fig. 302, mit der Axen⸗ 
richtung BC des Balkens einen flumpfen Winkel einfchließt, wenn alfo 
Fig. 302. der eine Component AR diefer Kraft 
nah dem Befeftigungspuntte B 
binwirkt, fo wird außer der rela⸗ 
tiven Seftigkeit noch die ruͤck— 
wirkende Feſtigkeit des Balz 
tens in Anfpruch genommen; es 
wird nämlich der Balken durch die 
N ? Kraft N= P sin.a gebogen und 
durch die Kraft A= P cos. zus 
fammengedrädt. Bezeichnen wir wieder den fpigen Winkel PAB durch 
&, fo haben wir für die größte Zufammendrädung der unterften Safer: 
ſchicht: 





A, +, _Pelsına Pcos.« 
IT Ta WE rTE 
und es fielen ſich fo genau diefelben Formeln heraus, wie im vorigen 
Paragraphen, nur müflen wir hier für X, den Coefficienten X, der ruͤck⸗ 
wirkenden Seftigkeit einfegen, da ber Balken in diefem Falle nicht dem 
Zerreißen, fondern dem Zerbrüden ausgeſetzt ift. 
Fuͤr Hoh KR, = 500 und für Gußeifen X, == 20000 eingeſetzt, er: 
halten wir: 


für Holz dbh= 





C08.0 + I sın.« 
500 200 h 
COS. l sın. a 
1510 + Tor): 


P uw 





17? = 
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cos. & Isin & 


20000 + + 700) — 
= (0 + ——— 
62800 + 80007 

Fuͤr die groͤßte Ausdehnung der obern Faſernſchicht haben wir, da die 
N von R die Ausdehnung von N zum Theil aufhebt, nur 

A—h,  Pelsin.a Pecos.a 

[WE BE 
und daher hierauf nicht weiter Ruͤckſicht zu nehmen. 

Die vorftehenden Formeln reduciren fi natürlid auf die einfachen 
Ausdrüde für die einfache Ausdehnung, Zufammendrädung und Biegung, 
wenn man in ihnen & = 0 oder 90°, alfo s 

ſin. « = 0 und cos.a = 1, oder 
sına —= 1 und cçcos. —=O fegt. 

Beispiel. Welde Stärke bat man einer runden Säule AB, Fig. 303, 
von Tannenholz zu geben, weldhe bei einer Länge 3 von 7 Fuß und einer Nei: 
gung a, von 75° gegen ben Horizont eine 
Laſt P von 5000 Pfund zu tragen hat? Ge 
iſt hier æ — 90 — «a, = 15° nd I = 84 
Zoll, daher 

cos. 15° 84 sin. 15° 
(tr 
2 64 





—8 dagegen für Gußeiſen bh = (: 


. ig. 303. 


. 9000 


—= 308+ 
ro 3,08, — —= 115,64. 


Sept man annähernd r— 115,64—=4,87, 
und biernah 3,08. r = 3,08 . 4,87 = 15, 
7 fo befommt man fhärfer 

2 YTEBIFTE — YORE = 507 Ball 
und daher bie gefuchte Stemvelftärfe d — 2r = 10,15 Zoll. 
Ernmiige 6. 221. Wenn Säulen Kräfte aufnehmen, deren Richtungen nur mit 
ben Säulenaren parallel laufen, nicht aber mit dieſen Aren zufammen- 
Fig. 304. fallen, fo wird die zufammengefegte Feſtigkeit eben: 
’ falls in Anfpruch genommen. Es fei EF, Fig. 304, 
eine Hängefäule mit einer ercentrifch wirkenden Zug: 
kraft P, und a der Abſtand FA der Kraftrichtung 
von der Arenrichtung diefer Säule, übrigens aber 
feien die Bezeichnungen bie feither flets in Anwen» 
dung gelommenen. Verlängern wir FA ruckwaͤrts, 
machen wir FL = FH =, und denken wir uns 
in Z noch zmei entgegengefeste und ſich felbft wie: 


der aufbebende Kräfte + 7 und — 7 parallel 





„ oder 
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zu P wirkend. Aus + * und der einen Haͤlfte von P m dann Sufammen. 
ar. 
eine in ber Arenrichtung bes Körpers ziehende Kraft = + 2 —=P, un 


aus 27 und der andern Haͤlfte von P entſpringt ein Kraͤftepaar 
(7. — >) mit dem Momente Pa. Die Axenkraft P dehnt die ſaͤmmt⸗ 


lihen Zafern des Körpers gleichmäßig um 2 — Er aus, das Kräfte: 


paar hingegen dehnt die Kafern auf der einen Seite aus und druͤckt bie: 
felben auf der andern Seite zufammen, und es ift bie von bemfelben her: 
vorgebrachte größte Ausdehnung oder Zufammendrüdung 

A, __ Pae 

ITWE 


Durch Addition bekommen wir nun die größte Ausdehnung der von der 
neutralen Are der Säule am meiften oöftehenden Safer: 
h _ ht _ Pae 


7 FE tWwE 
Durd Einführung eines Tragmoduls T oder durch Gleichfegen von 





A T . 
T und F' erhalten wir nun 


Für eine barallelepipediſche Saͤule ih, m wenn a in der Ebene bh liegt, 
bh= (1 488 = 
und fuͤr eine cylindriſche Saͤule 
— ( +7 


Führt man aber, um ber praftifchen —e mehr zu entſprechen, 
ſtatt des Tragmoduls, Sicherheitscoefficienten X, und K, ein, fo erhält 


man bie Ausdruͤcke 
1 
h=(7+7 „58 Eh P und 


(1 _4e\? 

"= (z rg =) x 
Es laͤßt fich hiernach ermeſſen, daß durch die ercentrifche Wirkung einer 
Zugkraft P, Fig. 305 (a. folg. S.), die Fefligkeit weit flärker in Ans 
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Ercenreife ſpruch genommen wird, ald durch eine Zugkraft P,, ig. 306, in ber 
Fig. 305. #ig. 306. Arenrihtung EF. Wirkt z. B. die Kraft am Um: 
z fange einer parallelepiprdifchen Säule, und zwar im 


B 
Abitande 2 von ber Are, fo bat man 
* bh = (143) 5. daher P= 2 


es ift alfo die Tragkraft P in diefem Falle nur cin 
Viertel von der Kraft, welche die Säule auszubalten 
EB vermag, wenn ihr Angriffspuntt in die Are dee Säule 
P Pr faͤllt. 
Für eine cylindriſche Säule mit einer am Umfange 
derfelben angreifenden Zugkraft ıft a = r und daher 


?=(1+4) I .. P=uarT, 





alfo die Tragkraft nur ein Fünftel von der unmittelbar in der Are ziehen⸗ 
den Kraft. 


$. 222. Wirkt die Kraft P, Fig. 307, fhief und ercentrifch zugleich 
auf einen Ballen EF, fo erleiden beffen aͤußerſte Sibern eine dreifache 
Fig. 307. Ausdehnung. Der Gomponent 
= N=Psıi.a 
— dieſer Keaft, melcher rechtwinkelig gegen 
Fr) bie Are EF des Balkens wirkt, bringe 
HT die gewöhnliche Biegung hervor, und der 


* | 
w KH 12 Component R == P cos.@ bewirkt eine 
Fe u 7 — Dehnung und Biegung, wie wir fie be: 
PAR, D reit6 im vorigen Paragraphen Pennen ges 
BNAF RN lernt haben. Die größte Ausdehnung, 
n welhe N = P sin.« bewirkt, ift 


A, __Nel _ Pelsin.« 
ITWET WE 
die Ausdehnungen der Kraft AR= P cos. aber find 
R P cos. « 

7 — FE — —F und 

4,__ Hea Pea cos.e. 

IT WET WE 
wofern nur a der Normalabftand AC des Angriffspunttes A von der 
Arenrichtung des Körpers und } das durch N von der Are des Balkens 
abgefchnittene Städ EC bezeichnet, &, eu. f. w. aber die alten Bedeu⸗ 


tungen behalten. 





Ey 
9 
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Hiernach folgt die groͤßte Ausdehnung, und zwar der aͤußerſten Faſer⸗ Gange 


A Autiotie _ [= an +4) 208.0 5 


und da fuͤr den Fall, daß mit dieſer —8 die Elaſticitaͤtsgrenze 
erreicht wird, * = 5 ift, fo erhält man für den Tragmodul 


el sın.a ea 1 
| w + +7) 000.0 P. 

Iſt der Balken parallelepipedifch, und führt man flatt Z' einen Sicher: 
beitsmodul (K,) für das Zerreißen und einen für das Zerbrechen (Ar) ein, 
fo erhält man für deffen Querfchnitt den Ausdrud 

C08.E 6 (lsın.a + a cos.«) 
bh — Fr ee 


Denſelben Ausdrud urden wir auch erhalten haben, wenn wir uns 
den Angriffspunkt A der Kraft nach A, in die Axenrichtung des Koͤrpers 
verlegt gedacht und dann in den Formeln des $. 219 flatt , AE = |, 
alfo flatt I sin.«a, AD= |, sin. @ eingeführt hätten. Thun wir das. 
legtere, fo erhalten wir die Formel 

bh ee 6 /,sin.« 


*t vo 
daher für Holz iR 
cos.c _ I,sin.« 
6h= we, 200R. RP, 
und für Gußeifen 


cos.a , I, sin.« 
oh = (oo + Fr00n) P 


Beifpiel. Wenn der Angriffspunft der Kraft P = 6000 Pfr. des im 
Beifpiele zu $. 219 angegebenen Balkens, für welchen I = 108 Boll, «a = 40°, 


und — 7, iR, um a — 20 Soll von der Are dieſes Balkens abficht, fo hat 
man nach einer der letzten Formeln 





P. 





P, 


AM- (ei 8 4 108 sın. 40 Mur = cos. I). 6000, ober 
ve 18 mu Set) _ 536 +, alfo 


A —- 536 h = BSsT. 
Hiernach if annähernn Ah = Y 3557 = 15,3 Soll, daher genaner 


4 = %3557 + 5,38. 15,3 — %/3639 — 15,38 Boll und 
b = %, ho 10,98 go. 
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eauten. G. 223. Für Trag⸗ oder Standfäulen, wie EF, Fig. 308, 309 
und 310, laffen ſich ähnliche Formeln angeben, wie im Vorftehenden für 
Hängefäulen. 


Fig. 309. 
Fig. 310. 





Bei der vertikalen Säule EF, Fig. 308, hat man ftatt der Aubdeh⸗ 
nungskraft eine Zuſammendruͤckungskraft P, uͤbrigens aber noch ein Kraͤfte⸗ 
paar, welches die bekannte Biegung oder einſeitige Ausdehnung und Zu⸗ 
ſammendruͤckung hervorbringt, in Betracht zu ziehen; es iſt daher die 
groͤßte Zuſammendruͤckung 


und hiernach genau wie im 6. 221 
P Pae 
I=7tW 
folglich für ein Parallelepiped 
on= (1 +9 )5 
und fuͤr einen Cylinder 
J 28649)5 
oder, wenn man die Sicherheitsmodul * für das Abbrechen und K, für 
das Zerdrüden einführt: 


| 1 6a 
te? P und 


"(+ 
+ 5 x 


Steht die Säule fehief, mie in Fig. 309, fehließt alfo die Kraftrichtung 
mit der Areneichtung einen Winkel PA,F= « ein, fo tritt im Weſent⸗ 
lichen wieder ber Zall in Fig. 307 ein, nur bat man e6 hier mit einer 
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Zuſammendruͤckung zu thun und baher ftatt X, den Goefficienten K, des 
Zerdruͤckens einzuführen. Es gelten daher hier Sie Formeln 


bh re en ep und 
(ae; 4 (l sin.« * a cos.a)\ P 
= rK, x 


* dem Falle, welcher Fig. 310 abgebildet ift, müffen wir in den letz⸗ 
ten Sormeln FA = a negativ, oder flatt J,sin.a—!sin.a + acos.e, 
I,sin.a = BEsin.a= !sin.a—.acos.a fegen. Wir erhalten fo die 
Formeln für das Abbrechen an der Befeftigungsftelle E: 

"nt JR 


= (me | a , A(lsin.a — a cos.e)\ P 
rk, x 
* das Abbrechen in dem Punkte B, wo die Kraftrihtung durch die 
Saͤulenaxe geht, ift der Hebelarm von P= Null, und daher nur 
Pcos.« P cos.a 
bh = mir = — 
Für eine Stelle G zwiſhen B und F ift, wenn Pr — |, gefegt wird, 
bh — (205% 6 (a cos. « — 1,cos. ") Pufm, 








KK RK, 
und endlich für das Abbrechen bes Armes ober Schnabele AF in F ift 
wenn 5, und Ah, die Querfchnittsdimenfionen beffelben find, 

bh sin. , 6a cosa p 
ıı = K, h Ka 
Beiſpiel. Welche Duerfönittödimenfionen find den Hölzern galgenartiger 
Geräfte in Fig. 310 zu geben, wenn bie Laſt P = 7500 Pfd., die Balfenlänge 
EF = = 2% Buß, die Armlänge FA = a = 5 Fuß, und der Neigungs- 
winfel «, der Säule gegen ben ‚Horizont = 70° iR? IR der Querſchnitt der 
Säule Freieförmig, fo erhalten wir für den Halbmeſſer derſelben in E: 


240 sin. 20° — 60 cos.20 25.70 . 750 
= (S — — )- 7500 = 454 


daher r? — 4,5 r = 205, und hieraus annähernd 
205 = 5,9, und genauer 


v- Yast — 6,14 Soll, alfo die Stärte = 12,28 Zoll. 
An der Eile B, und zwar = = 60 cotg. 20° — 165 Soll über E if 


nur DER 45 daher — 1,6, alfo Me Staͤrke — 2,3300 nöthig, 
endlich if für den u Br Schuabele ar, wenn wir kA, == 7b, nehmen, 
sin co8, 
ht (+ —— =—) . 7500 
= 163 + = , baber 


h—223h = 830: woraus nun 
u, = 8,66 Soll und 5, = 6,19 Soll folgt. 











20 * 


Säulen. 
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Säutm. 6. 224. Wenn eine Säule CD, Fig. 311, von einer Arenkraft O und 
von einer an einem Hebtlarme CA = a wirkenden Umdrehungskraft P 
Sie. 311. zugleich ergriffen wird, fo findet eine Zufammens 
fegung der abfoluten und ber Torfion®s 
elafticität flatt, indem fich die Ausdehnun⸗ 
gen, welche beide Kräfte hervorbringen, vereinis 
gen. Es ift die Ausdehnung, welche O gleich 
mäßig im ganzen Querfchnitte von CD bewirkt, 
2 = * und dagegen die Ausdehnung, welche 
die Torſionskraft am Umfange von CD hervor⸗ 
bringt, da der Torſi ionsbogen nach $. 216 
2 Pal 2Pael (ee)? 











am jyp les=ee= WE my = 37 ift, 
3 — 2 (7 me); baher die ober Marimals Ausdehnung 
A __ Ati +2 Pae\? 
im FE WE 


Segen wir jegt 4 = E fo erhalten wir für diefen Kal ber zuſam⸗ 
mengefegten Feſtigkeit 
I= 5 +5 WW): 
Für eine parallelepipebifche * iſt 
F=bh W = (b?+R?) 2 und e= 1, Vb?+R2, 


daher folgt hier 
2 P2a?(b?-+-R?) 2. 72 PR a? 


Q 
Tu 4,2 et „u, BEE 
bh "E 1(b2+ — b Rn bh (2? +-h?) b?h2E 
und hiernach PER Q er P? a2 


T t ermRE 
oder, wenn man ftatt Z’ zwei Sicherheitscoefficienten,, ‚ einen naͤmlich K,. 
fuͤr das Zerreißen, und einen zweiten, naͤmlich VEK=K, für die 
Torſionsfeſtigkeit annimmt, ſo erhaͤlt man 
Q 72 P?a? 
= + BumbaRE 


Für einen Cylinder F—= ar, W= = und e==r, daher 
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Durch Subftitution der gegebenen Werthe von K, und X, erhalten Wänten. 
wir nun folgende Ausdrüde: 
1) für Holz, bei quabratifchem —— ‚vhz=b iſt, 
4 


bh— *4 
1200 190. 
und bei Freisförmigem Querfenitte 


"= *5 + eo) 
2) für Gußeifen im erften Falle: 





6 2 + d 
= ‚00 ‚ und im zweiten 
_ or (a 

= 9400 + 12600 


Wirkt die Arenkraft zufammendrädend, fo bat man die Ausdehnung 
am äußeren Amſange 


=1(77 — und daher Z = 2 (77) - 
und —8 ie Zufammendehtung im Rem 

ı _ 0 2 —2. 

777 folglich I=7 odee F = Kr 


Es wirkt alfo hier jedenfalls die Arenkraft der Torfio ion entgegen. 


$. 225. Liegende Radwellen haben nicht allein das Gewicht der Raͤ⸗ zunun 

der, fondern auch die Umdrehungsträfte derfelben aufzunehmen, und müf 
fen deshalb nicht allein durch ihre relative, fondern auch durch ihre 
Torfionsfeftigkeit widerfiehen. Denken wir uns, um die Verhaͤlt⸗ 
niffe des Zuſammenwirkens biefer zwei Kräfte zu erforfchen, einen pris⸗ 
matifhen Körper CDB, Fig. 312, welcher an einem Ende BD feftgehal: 

Sig. 312. ten wird, und am anderen Ende C zwei Kräfte P 
und O aufnimmt, von denen die eine als Umdre⸗ 
bungsfraft am Hebelarme CA=a wirkt, die andere 
aber als Biegungskeaft in der Are CD des Körpers 
felbft angreift. Es ift, nad) dem Vorhergehenden, 
die von der erften Kraft hervorgebrachte Ausdehnung 


2 
= = ‚ und, nach bem $rühern, die der 





zweiten Kraft entfprechende Ausdehnung: 
we = Leu „ und daher die größte Ausdehnung: 


J-Atk_) Pae\? + dal 
WE WE' 


2 (22%) + 


und 


Wellen, 
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2 
folglih für einen paralielepipedifchen “aan da hir W = ——— 
und e— TI 6 * ,ferner W, = = und u = - iſt, 
72P24 30 
T= V Te’ 
4 

und für einen Cylinder, wo W = W,= und ee =trif, 

T- 8P2a? 4 — 

— z2rE 


Fuͤhrt man zweierlei ——— K, und K, ein, ſo erhaͤlt 
man im erſten Falle 


hr san h 72 P?a® 


+ 
(bb, Ah\,. 
F+F)% 
und im zweiten 
AQiIr  8P?2a? 
"= æ + KK, 


Hiernady für Holz, wenn man noch b = h fest: 
6 — Q: — 53 + De und 


—d 

















— 
— ei 
dagegen für 8 
Gt 
6 m Emm "und 


— _Q (Zu 
= 5000” + (12600 
Beispiel. Welche Stärfe muß eine chlindriſche Radwelle aus Gußeiſen 
erhalten, wenn dieſelbe eine Länge von 10 Fuß hat, ein Gewicht von 20000 Pfo. 
und ein Kraftmoment von 40000 Fußpf. befigt. Wir haben bier Pa = 20000, 
und QJ, wenn wir annehmen, daß jeder der Stüßpunfte die Hälfte des Radge⸗ 
wichtes trägt — 10000 . 60 — 660000, daher 


600000 40000 . 12 
at + a ),.i u ᷣ DV) 


und nun (nad) Ingenieur ©. 125) 
— — — — — zn 
r=- YV375+ V⏑⏑⏑ + = W375 + V2857 
— Y90,95 — 4,5, alfo bie Wellenftärfe 


r! — 





d = ?2r = 9 Boll, 
Aus dem Radgewicht allein folgt 
r = V75 — 422, alfo d = 8,44 Zoll, 


und aus der Umprehungsfraft allein 
3810 — 3,36 Zoll. 
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Shlußanmerfung. Obgleich über feinen Gegenftand der Mechanik bis 
jeßt fo viele Verſuche angeftellt worden find, als über die lafticität und Feſtig⸗ 
feit, fo bleibt doch noch Vieles zu unterfuchen und manche Unficherheit zu befeis 
tigen übrig. Wir haben Verſuche hierüber von Ardant, Banks, Barlow, 
Bevan, Brir, Duffon, Burg, Duleau, Ebbels, Eytelwein, Fin: 
han, Gerfiner, Girard, Gauthey, Fairbairn und Hodgfinfon, 
Lagerjibelm, Muſſchenbroet, Morveau,Navier, Rennie, Rondelet, 
Tredgold, Wertheim u. f. w. Die älteren Berfuche werden fehr ausführ- 
lich abgehandelt in Eytelwein's Handbuch der Statik fefter Körper, Bd. IL., 
naͤchſtdem in von Gerſtner's Handbuch ber Mechanik, Br. I. Cine umfäng- 
lichere Abhandlung über dieſen Gegenſtand liefert auh Burg im 19ten und 
20fen Bande der Jahrbücher des polytehn. Inflituts zu Wien. Man findet in 
diefen Schriften zum Theil auch abweichende Theorien abgehandelt. Der Vers 
ſuche von Brir und Lagerhjelm ik fchon oben (S. 250) gedacht worden. 
Bine einfache Theorie der Biegung von Brir findet man in der Abhandlung 
»elementare Berechnung des Widerftandes prismatifcher Körper gegen die Dies 
gunge, welche aus den Verhandlungen des preußifchen Gewerbevereins beſonders 
abgedrudt ift. Der neueften Unterfuchungen über die Glafticität von Wertheim 
it ebenfalls fhon oben (©. 296) gedacht worden. Meber Hodgfinfon’s Ders 
ſuche findet man einen Auszug in Moseley’s Mechanical Principles of Enginee- 
ring and Architecture. Tredgold Handelt in einer beſondern Abhandlung 
»über die Stärfe des Gußeifens und anderer Metalle, welche in Leipzig 1826 
auch deutfch erſchienen iſt. Uebrigens ift zum Stubium zu empfehlen: Poncelet’s 
Introduction à la Mecanique industrielle, ferner Navier's Rösume& des legons 
sur l’application de la Mecanique, Part. I., zu welcher Schrift Boncelet in 
feiner Theorie von dem Widerftande fefter Körner (S. defien Lehrbuch der An⸗ 
wendung ber Mechanik, deuiſch von Schnufe) Ergänzungen liefert. Die Theorie 
der zufammengefeßten Befligfeit ift zuerfi von dem Berfafier in der Zeitfchrift für 
das gefammte Ingenieurwefen (dem Ingenieur) von Bornemann u.f.w. Bd. J., 
abgehandelt worden. Weitere Ausführungen ber Lehre von der Blaftirität und 
Seftigfeit Tommen im Bolgenden bei der Theorie der Schwingungen und ber bes 
Stoßes vor. 
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Dynamit fefter Körper. 


Erftes Kapitel. 


Die Lehre von den Trägbeitsmomenten. 


Baosgunge: $. 226. Die Bewegung eines feften Körpers ift entweder fortfchreis 
tend, oder drehend, oder beides zugleich. Bei der fortfchreiten- 


Fig. 313. 





den oder progreffiven Bewegung (franz. mou- 
vement de translation, engl. motion of 
translation) find die gleichzeitig zurädgelegten 
Wege der Körpertheile unter fich parallel und 
gleich , bei ber drehenden oder rotirenden Bes 
wegung (franz. mouvement de rotation, engl. 
motion of rotation) hingegen befchreiben die 
Theile des Körper um eine gewiſſe gerade 
Linie, diemandie Umdrehungsare (franz. 


| axe de rot., engl. axis of revolution) nennt, 


concentrifche Kreisbögen. Die zufammenge 
feßte Bewegung läßt fih als eine drehende 
Bewegung um eine bewegliche Are anfes 
ben. Letztere ift wieder entweder veraͤnder⸗ 
lich oder unveränderlid. 

In progreffiver Bewegung befindet fich der 


Kolben DE und die Kolbenftange BF einer 
Pumpe oder Dampfmaſchine, Fig. 313, in 


drebender Bewegung aber ift die Kurbel ober 
der Krummzapfen AG, in zufammengefeßter 
Bewegung endlich die Kurbelftange AB, denn 


Die Lehre von den Trägheitsmomenten. 313 


das eine Ende B derfelben hat eine fortfchreitende, und das andere Ende 

A eine drehende Bewegung. Bei einem fich mwälzenden Cylinder ift die 
Umdrehungsare unveränderlich, bei der Kurbelftange AB hingegen ift dies 

felbe veränderlih, denn fie ift dee Durchfchnitt M zwifchen dem Perpen⸗ 

dikel BM zur Areneichtung CB der Kolbenftange und der Verlängerung 

des Kurbelarmes CA (fiehe $. 96). 

$. 227. Bei ber geradlinig fortfchreitenden Bewegung eines Körpers yeantinige 

finden die $. 81 u. f. w. gefundenen Bewegungsgeſetze eines materiellen Trouns- 
Punktes ihre unmittelbare Anwendung. Die Maffentbeile M,. M, M, 

u. f. w. eines mit der Acceleration p fortfhpreitenden Körpers miberftehen 

der Bewegung vermöge ihrer Trägheit mit den Kräften Mıp, M5p, Map 

u. f. w. ($. 53), und da die Bewegungen aller diefer Theile in parallelen 

Linien erfolgen, fo find auch die Richtungen dieſer Kıdfte unter fich pa⸗ 

rallel; es ift daher die Mitteltraft von allen diefen aus der Traͤg⸗ 

heit entfpringenden Kräften gleich ber Summe Mp+ Mp + Mp + --- 
=(M +M;+M; +...) p= Mp, wo M die Maffe des ganzen 
Körpers bezeichnet, und es fällt auch der Angriffspunft derfeiben mit dem 
Schwerpunkte ded Körpers zufammen. Um alfo einen Übrigens frei 
beweglichen Körper von der Maſſe M oder dem Gewichte G = Mg in 

eine gerablinig forıfchreitende Bewegung von der Acceleration p zu vers 


fegen, ift eine Soft? = M= = nöthig, deren Richtung den 


Schwerpunkt S des Körpers enthält. Geht in Folge der Einwirkung der 
Kraft P die Gefchwindigkeit c während der Zurüdlegung des Weges s in 
die Gefchwindigkeit v Über, fo ift die von der Maffe in fi) aufgenommene 
mechaniſche Arbeit ($. 71): 


Ps = —&) M = (7°) G= (h—h,) G. 


Beiſpiel. Der Kolben fammi Stange von einer Pumpe, Dampfmafchine, 
Geblaͤſemaſchine m. f. w. hat eine ungleichförmige Bewegung, bei feinem hoͤch⸗ 
ſten und tiefiten Stande iſt er ohne Gefhwindigfeit, und nahe bei feinem mittleren 
Stande ift die Geſchwindigkeit defielben am größten. Iſt das Gewicht des Kol: 
bens und feiner Stange = G, und feine größte Geſchwindigkeit in der Mitte 
feines Aufs oder Niederganges — v, fo ift hiernach die Arbeit, welche er vermöge 
feiner Trägheit in der erften Hälfte feines Weges in fi aufnimmt und in der zweis 

2 
ten Haͤlfte deſſelben wieder ausgiebt — Fi Zür 6800 Pf. und o=5 Fuß 
it diefe Arbeit = 0,016 .5*°. 800 = 320 Fßpf.; wäre nun noch ber halbe Kol: 
benweg s —= 4 Fuß, fo hätte man die mittlere Kraft, welche nöthig iſt, um den 
Kolben in der erften Hälfte diefes Weges zu beſchleunigen, und welche berfelbe 
in der zweiten Hälfte durch feine Verzögerung ausübt: 
9 


v 320 
P= 2gs .G == — 80 pf. 
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Drebende $. 228. Geht die beimegende Kraft P eines Körpers AB, Fig. 314, 
"nicht duch den Schwerpunft S, fo nimmt dee Körper eine Drehung um 
Fig. 314. diefen Punkt an, und es fchreitet biefer fort, als 
wenn die Kraft unmittelbar in ihm angriffe, 
wie ſich folgendergeftalt beweifen laͤßt. Man fälle 
vom Schwerpunkte S ein Perpendilel SA gegen 
die Kraftrichtung, verlängere daffelbe ruͤckwaͤrts, 
made die Verlängerung SB dem Perpendikel 
gleich und laffe zwei fich das Gleichgewicht hal⸗ 
tende und parallel mit P wirkende Kräfte, die 
eine + 1%, P und die andere — Y, Pin Ban 
greifen. Die Kraft + Y, P giebt in Vereini⸗ 
gung mit der einen 1 Hälfte der in A angreifenden Kraft P die im Schwer» 
punkte S angreifende Kraft A = Y,P+ NP = P, wogegen bie 
Kraft — Y,P mit der zweiten Hälfte von der in A angreifenden Kraft 
P ein Kräftepaar bildet; es refultirt alfo aus der ercentrifch wirkenden 
Kraft P eine durd den Schwerpunkt gehende Kraft P, welche diefen 
Punkt ſammt dem ganzen Körper progreffiv bewegt, und ein Kräftepaar 
(1% P, — Y,P), welches den Körper um den Schwerpunkt dreht, ohne 
einen Drud in demfelben zu erzeugen. Das ftatifhe Moment diefes 
Kräftepaares ift aber = SA. P+SB.Y,P= SA.P gleich dem ſta⸗ 
tifhen Momente der in A angreifenden Kraft P, es ift folglich auch die 
reſultirende Umdrehung diefelbe, als wenn der Schwerpunkt S feftgehalten 
würde, und P allein wirkte. 

Diefem zufolge ertheilt alfo jebe beliebig gerichtete Kraft einem Koͤr⸗ 
per ziwei Bewegungen, eine progreffive und eine brehende, und es ift daher 
nöthig, die Gefege der legteren kennen zu lernen. 

Mird endlich ein Körper durch eine Bahn oder eine Führung gezwun⸗ 
gen, eine progreffive Bewegung anzunehmen, fo giebt eine ertentrifche 
Kraft diefelde Wirkung, wie eine im Schwerpunkt angreifende, weil die 

Kia. 315. Umdrehungskraͤfte durch die Führung aufgenom: 
men werben. 

$. 229. Bei der Drehung eines Körpers AB, 
Sig. 315, um eine feſte Are C legen alle Punkte 
deffelben in gleichen Zeiten gleiche Winkel zuräd. 
Dreht ſich der Körper in einer gewiffen Zeit um 





Trögheitdmo. 
nıente. 


den Winkel p9 oder Bogen $ = . sc, fo 


EL 
180° 
legen die Körperelemente M,, M.... in den Ab⸗ 
fländen CM = yı, CM, = y u. f. w. von 


ber Are die Wege pyı, Py, u. ſ. w. zuruͤck. 
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Iſt ebenfo die Winkelgefhwindigkeit (franz. vitesse angulaire, engl. Trägbeirdmes 
angular velocity), d. i. die Geſchwindigkeit derjenigen Punkte des Koͤr⸗ 
pers, welche um bie Längeneinheit (einen Fuß) von der Umbrehungsare 
abfiehen, = o, fo find die gleichzeitigen Gefchwindigkeiten der Maſſen⸗ 
elemente in ben Entfernungen y,, %. u. f. mw. = @Yy,, @y, u. f. w., das 
ber beren lebendige Kräfte (wy,)? M,, (@y)? M, u. f. w., und es ift bie 
Summe berfelben, oder die lebendige Kraft des ganzen Körpers: 

(ayy?M, + (ey; +... = oa? (My? + My? + ---). 

Man nennt bie Summe My? + May? +... der Producte aus ben 
Maffentheilen und den Quadraten ihrer Entfernungen von der Umdrehungs⸗ 
are das Trägheits:, Drehungs- oder Maffenmoment (franz. 
moment d’inertie, engl. moment of inerlia) des Körpers. Bezeichnen 
wir daffelbe duch 7, fegen wir alfo 7 = My? -+M ya? + ..., fo er⸗ 
halten wir fuͤr die lebendige Kraft eines mit der Winkelgeſchwindigkeit @ 
fich drehenden Körpers —=w?T. Um baher einem vorher in Ruhe befind- 
lichen Körper eine Winkelgeſchwindigkeit @ beizubringen, ift die Arbeit 
Ps = % @ T zu verrihten, fowie umgekehrt ein Körper diefe Arbeit 
vollbringt, wenn er aus biefer Winkelgefchwindigkeit in Ruhe übergeht. 
Iſt allgemein die anfängliche Winkelgeſchwindigkeit eines rotirenden Koͤr⸗ 
pers — 5 und die embliche Winkelselhwindigkeit — = o, ſo bat man für 





die confumirte Arbeit Ps = (*Z T, und umgefehrt, die einer auf: 


gewendeten oder angehäuften Abi Ps entfprechende Endgeſchwindigkeit: 
0 = \ / & + ar. 


Beifptel. Wenn der um eine fefte Are C drehbare und anfänglich ruhende 
Körper AB, Fig. 315, ein Trägheitsmoment von 50 Fßpf. beſitzt und mittels 
eines um eine Rolle liegenden Seiles mit einer Kraft P = 20 Pf. und auf einem 
Wege s = 5 Yuß in Umbrehung gefebt wird, fo iſt bie — Winkel⸗ 


geſchwindigkeit dieſes Körpers w — 4 —— 2 220.8 I Yi = 2 
Fuß, d. h. jeder Punkt in ber Entfernung eines Fußes von der Umdrehungs⸗ 
are legt nad Aufnahme diefer Arbeit in jeder Secunde zwei Fuß zurüd. 
Die Zeit einer Umdrehung if ı = = == 3,1416 Secunden, und die Sahl 


ber Umbdrehungen in ber Minute u — Sn — 191. Geht die gefun- 

dene Winfelgefhwindigkeit » =2 Fuß in die Geſchwindigkeit ae—=Y, Buß über, 
2 

fo verrichtet dieſe Maſſe die Arbeit Ps, — [- (2) IE - (4— ).25 


— 1.25 = 8593 Bhof.; hebt alfo 4 2. ein Gewicht P, von 10 Pf. 


8,593 Fuß hoch. 
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Drrtene $. 228. Geht die bewegende Kraft P eines Körpers AB, Fig. 314, 
nicht dur den Schwerpunkt S, fo nimmt der Körper eine Drehung um 
ia. 314. biefen Punkt an, und es ſchreitet dieſer fort, als 
wenn die Kraft unmittelbar in ihm angriffe, 
wie ſich folgendergeftalt beweifen läßt. Dan fälle 
vom Schwerpuntte S ein Perpendilel SA gegen 
die Kraftrichtung, verlängere daffelbe ruͤckwaͤrts, 
made bie Werlängerung SB dem Perpendikel 
gleih und laffe zwei fich das Gleichgewicht hal⸗ 
tende und parallel mit P wirkende Kräfte, die 
eine + Y, P und die andere — 1, Pin B ans 
greifen. Die Kraft + Y, P giebt in Bereini» 
gung mit der einen Hälfte der in A angreifenden Kraft P die im Schwer: 
punkte S angreifende Kraft PA = YyP+1P = P, wogegen bie 
Kraft — 1/,P mit der zweiten Hälfte von der in A angreifenden Kraft 
P ein Kräftepaar bildet; es reſultirt alfo aus der excentriſch wirkenden 
Kraft P eine durch den Schwerpunkt gehende Kraft P, welche biefen 
Punkt fammt dem ganzen Körper progreffiv bewegt, und ein Kräftepaar 
(1% P, — P), welches den Körper um den Schwerpunkt dreht, ohne 
einen Drud in demfelben zu erzeugen. Das ftatifche Moment diefee 
Kräftepaares ift aber = SA.,P+SB.1y,P= SA.P gleid dem ſta⸗ 
-tifhen Momente der in A angreifenden Kraft P, es ift folglich auch bie 
refultirende Umdrehung diefelbe, ald wenn der Schwerpunkt S feftgehalten 
würde, und P allein wirkte. 

Diefem zufolge ertheilt alfo jede beliebig gerichtete Kraft einem Koͤr⸗ 
per zwei Bewegungen, eine progreffive und eine drehende, und es ift daher 
nöthig, bie Gefege ber Iegteren kennen zu lernen. 

Wird endlich ein Körper ducch eine Bahn oder eine Führung gezwun⸗ 
gen, eine progreffive Bewegung anzunehmen, fo giebt eine ercentrifche 
Kraft diefelde Wirkung, wie eine im Schwerpunkt angreifende, weil die 

Kia. 315. Umprehungsträfte durch bie Führung aufgenom⸗ 
- men werden. 
8. 229. Bei der Drehung eines Körpers AB, 
| Sig. 315, um eine fefte Are CO’ legen alle Punkte 
deffelben in gleichen Zeiten gleiche Winkel zuruͤck 
Dreht ſich der Körper in einer gewiſſen Zeit um 





Trägheitdmo- 
mente. 


_p_ 
1800 ° x, fo 


(egen die Körperelemente M,, M.... in den Ab⸗ 
ftänden CM, = yı, CM, = ys u. f. w. von 
der Are die Wege py,, PYy, uf. w. zuruͤck 


den Winkel pP oder Bogen $ = 
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Iſt ebenfo die Winkelgefhwindigkeit (franz. vitesse angulaire, engl. Zrägbeirdinos 
angular velocity), d. i. die Gefchwindigkeit derjenigen Punkte des Kör: 
pers, welche um bie Längeneinheit (einen Fuß) von der Umbrehungsare 
abftehen, = @, fo find die gleichzeitigen Gefhmwindigkeiten der Maſſen⸗ 
elemente in ben Entfernungen y,, % u. f. w. = oYy,, @y, u. f. w., Das 
ber deren lebendige Kräfte (oy,)? M,, (@y,)? M, u. f. w., und es ift bie 
Summe berfelben, oder die lebendige Kraft bes ganzen Körpers: 

(ay,)?M, + (ey? M; + ... = 0: (My? + My + ...). 

Man nennt die Summe My? + Maya? +... ber Producte aus ben 
Maffentheilen und den Quadraten ihrer Entfernungen von der Umdrehungs⸗ 
are das Trägheits-, Drehungs- oder Maffenmoment (franz. 
moment d’inertie, engl. moment of inerlia) de Körpers. VBezeichnen 
wir daffelbe duch T, fegen wir alo T= My? +My? + ..., fo er⸗ 
halten wir für die lebendige Kraft eines mit der Winkelgefchtwindigkeit @ 
ſich drehenden Körpers —=@? T. Um daher einem vorher in Ruhe befind> 
lichen Körper eine Winkelgeſchwindigkeit @ beizubringen, ift die Arbeit 

— 1% @2 T zu verrichten, fowie umgekehrt ein Körper biefe Arbeit 
vollbringt, wenn er aus dieſer Winkelgefchwindigkeit in Ruhe Übergeht. 
Iſt allgemein die anfängliche Winkelgefchwindigkeit eines rotirenden Koͤr⸗ 
pers —= 5 und die endlihe Winkelgeſchwindigkeit = @, fo hat man für 


2__ 
die confumirte Arbeit Ps = (? 5 “) T, und umgefehrt, die einer auf: 
gewendeten ober angehäuften Arbeit Ps entfprechende Endgeſchwindigkeit: 


Fa Ve+22 


Beiſpiel. Wenn der um eine fefle Are C vrehbare und anfänglich ruhende 
Körper AB, %ig. 315, ein Trägheitsmoment von 50 Fßpf. beſitzt und mittels 
eines um eine Rolle liegenden Seiles mit einer Kraft P== 20 Pf. und auf einem 
Wege s = 5 Buß In Umdrehung gefebt wird, fo iſt bie erlangte Winkel⸗ 


- = VE 2 








geſchwindigkeit dieſes Koͤrpers o — 








Fuß, d. h. jeder Punkt in der Entfernung eines Fußes von der —8 
are legt nach Aufnahme dieſer Arbeit in jeder Secunde zwei Fuß zurück 


Die Zeit einer Umbrehung if ı — ” — 3,1416 Secunden, und die Sahl 


der Umdrehungen in ber Minute u — 2 3, un = — 191. Geht die gefun- 


dene Winfelgefchwindigkeit o =2 Fuß in die Gefchwindigfeit = Y, Buß über, 
8 
fo verrichtet dieſe Maffe die Arbeit Pa, — [*-(#) IE = (4- Per⸗ 


23. 23 = 85,93 Zopf.; hebt alſo z. B. ein Gewicht P, von 10 Pf. 


8,593 Fuß hoch. 
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Dretuetien rär_ 6. 230. Sind die Winkelgefchwindigkeiten zweier Maffen M, und M, 


Maſſen. 


unter ſich gleich, gehoͤren z. B. dieſe Maſſen einem und demſelben rotiren⸗ 
den Koͤrper an, ſo verhalten ſich ihre lebendigen Kraͤfte, wie ihre Traͤgheits⸗ 
momente 7, = M,yı? und T, = M;y2?, und find nun auch dieſe unter 
ſich gleich, fo befigen die Maffen gleiche lebendige Kräfte. Zwei Maffen has 
ben alfo hiernach gleichen Einfluß auf den Bewegungszuftand eines fi um⸗ 
drehenden Körpers, und es kann eine durch die andere erfegt werden, ohne 
daß dadurd; eine Aenderung im Bewegungszuſtande vor fi) geht, wenn fie 
gleiche Trägheitemomente M,y2 und Mayo? befigen, fi alfo zu einander 
umgefehrt wie die Quadrate ihrer Entfernungen von ber Umdrehungsare 
verhalten. Mit Hülfe der Formel M y?=M;y.? läßt ſich eine Maſſe von einer 
Entfernung auf eine andere reduciren, d. h.es Läßtfich eine Maſſe M.angeben, 
die in der Entfernung %, eben den Antheil an dem Bewegungszuftande bes 
drehenden Körpers nimmt, als die gegebene Maffe M, in der Entfernung 


2 T, 
yı; es iſt nämlih M, = a =. d. i. Die auf bie Entfers 
2 2 
nung’ y, reducirte Maffe ift der Quotient ausdem Träg: 
beitsmomente der Maffe und bem Quadrate jener Ent- 
fernung. 


Zwei an einer Radmelle ACB, Fig. 316, feitfigende Gewichte O und 
Fig. 316. Q, mit den Hebelarmen CB = 5b und 

— 0 CB, = a baben alfo vermöge ihrer Mafs 

fen auf die Bewegung der Radwelle gleis 
chen Einfluß, wenn Q,a? = 05%, alfo 


.e Pe — 2 iſt. Wirkt daher eine Kraft 


P am — CA=CB, = a, um 
eine Maffe vom Gewichte Q im Abftande 
CB = b in Umdrehung zu fegen, fo bat 
man die lestere auf den Hebelarm a ber 


2 
Kraft Pzu reduciren, alfo flatt 0a=% 








9 
und die von P bewegte Maffe = (? + 2) : 9 zu fegen, weshalb 


nun die Acceleration des Gewichtes P, 
Kraft pP Pa? 


— ae P+0% RI = Po>+QB° 


und die Winkelacceleration E— = 72 — A g ſich ergiebt. 
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Beiſpiel. Iſt das Gewicht der rotirenden Maſſe Q — 360 Pf., ihr Abswtınucrion tra- 
Rand von der Drehare 5 — 2,5 Buß, das bie bewegende Kraft ausmachende Ges 9 Feftn. 
wit P = 24 Pf. und beffen Hebelarm a — 1,5 Fuß, fo folgt die von P- 


8 
beſchleunigte träge Mae — [ P + 2) @ |: - 0,032 (2243 .360) 
' 
== 0,032 . 1024 = 32,77 Pf., und baher die Befchleunigung des Gewichtes: 
an 0,732 Fuß, dagegen die Neceleration der Maffe O, — =. y — 








pP = 32,77 

2 y— 3. 12 Buß, und bie Winfelacceleration -£ = (0,488 Buß. 

Nah A Secunden iſt die erlangte Winkelgeſchwindigkeit 20488. 41,952 Fuß, 

und ber entſprechende Weg = — 2 — — 3,904 Fuß, folglich der Umbrehungss 

wintel ge — 2° . 1800 = 1,84. 180° — 22397, endlich der von dem Ge— 
8 

widhte P zurüdgelegte Weg s = I 1 = 9,86 Fuß. 


$. 231. Kenntman das Traͤgheitsmoment eines Körpers oder eines Spftemexnucton wer 

von Körpern in Hinficht auf eine durch den Schwerpunkt S des Körpers me 
gehende Are, fo läßt ſich daraus leicht das Traͤgheitsmoment in Hinficht 

Fig. 317. auf eine andere mit jener parallel laufende Are 
finden. Es fei S, Sig. 317, die erfte durch den 
Schwerpunkt gehende und D die zweite Dres 
bungsare, für melde das Traͤgheitsmoment 
des Körpers beftimmt werden foll; ferner fei 
SD = e bie Entfernung beider Aren, und 
e6 fein SN, x, und N,M, =y, die recht⸗ 
winkeligen Coordinaten eines Maffentheiles 
M, des ganzen Körpers. Das Traͤgheitsmo⸗ 
ment dieſes Theiles in Beziehung auf D if nun =M, . DM?! = 
M,(DN? + NM9=M,;[(e + 2)? + yı2], und in Beziehung auf 
S,=M,-SM?—=M,.(SN? + NM9 = M, (@2 + y9; daher 
die Differenz beider Momente = M,( +2ex, +27.°-+y9)—M, (22? -+Y2) 
= M,&@ + 2M,ex,. Fuͤr einen andern Maffentheil M, ift fie = 
M,e? + 2 Myex, für einen dritten = Mye? + 2 M;ex, u. f. w., das 
ber für alle Maſſentheile zuſammen = (M + M; + M, +...) ®+ 
2e (M,x, + MM. + Ms + ...). Nun ift aber MM + M, +... bie 
Summe M aller Maſſen und M,z, + Ma. +... die Summe Mo ihrer 
ftatifhen Momente, e8 folgt daher die Differenz zwifchen dem Zrägheitee - 
momente T, des ganzen Körpers in Beziehung auf die Are D und dem 
Traͤgheitsmomente T in Beziehung auf S: 

T,— T=Me& +2eMz. 
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Reduction der Da aber endlich für jede Ebene durch den Schwerpunkt die Summe ber 
mente. ſtatiſchen Momente ber Theile auf ber einen Seite fo groß ift, ald die der 
Momente auf der andern Seite, die algebraifche Summe alle! Momente 
alfo = Null ift, fo hat man au Mx = 0, und daher 7, — T= Me, 

d. i. =T+ Me. 

Es ift alfo das Trägheitsmoment eines Körpers für eine 
ercentreifhe Are gleih dem Trägheitömomente in Bezie> 
bung auf eine durh den Schmwerpunft gehende Parallels 
are vergrößert um das Product aus der Maffe des Kör» 
pers und dem Quadrate des Abflanbes beider Aren. 


Man erficht auch hieraus, daß von allen Trägheitsmomenten in Bes 
ziehung auf lauter parallele Aren dasjenige am Beinften ausfällt, deffen 
Are die Schwerlinie des Körpers ift. 


Zeägteitte  $. 232. Es iſt nöthig, die Traͤgheitsmomente von den vorzüglichften 

mie Korpern der Geometrie kennen zu lernen, weil diefelben bei ben Unterſuchun⸗ 
gen ber Mechanik fehr oft zur Anwendung kommen. Sind diefe Körper 
homogen, wie wir im Folgenden flet6 vorausfegen wollen, fo find bie 
Maſſentheile M,, M, u. f. w. den entfprechenden Volumentheilen V,, Vz 
u. f. w. proportional, und es läßt fi daher das Maaß des Trägheite- 
momentes, mas man aud wohl Traͤgheitsmoment fehlechtiveg nennt, 
durch die Summe aus ben Volumtheilen und den Quadraten ihrer Ent 
fernungen von der Umpdrehungsare erfegen. Auch laffen fich in diefem 
Sinne die Trägheitömomente von Linien und Flächen angeben. 


Denkt man fich die ganze Maffe eines Körpers in einen Punkt zuſam⸗ 
mengebrängt, fo läßt ſich die Entfernung beffelben von ber Are unter der 
Vorausfegung beflimmen, baß die fo concentrirte Maffe mit der im 
Raume vertheilten Maffe einerlei Traͤgheitsmoment beſitze. Man nenne 
diefe Entfernung den Drebungs= ober Trägheitshalbmerffer (franz. 
rayon d’inertie, engl. radius of gyration), Iſt 7 das Traͤgheitsmoment, 
M die Maffe und r der Trägheitshalbmeffer, fo hat man Mr? = T, und 


bohr r = V Fr Uebrigens iſt zu erinnern, daß dieſer Halbmeſſer 


keinesweges einen beſtimmten Punkt, ſondern nur einen Kreis angiebt, in 
deſſen Umfang die Maſſe beliebig vertheilt angenommen werden kann. 

Führt man in ber Formel ,=T + Me, T=Mr? und T, Mr, 
ein, fo erhält man r?=r? + €, d. h. es iſt das Quadrat bes Dres 
hungshalbmeffers in Beziehung auf eine Are gleich dem Quadrate des 
Drehungshalbmeflers in Beziehung auf die parallele Schwerlinie plus 
Quadrat der Entfernungen beider Aren. 
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$. 233. Bon einer Stange AB, Fig. 318, welche fih um eine Are 

Fig. 318. XX durch ihre Mitte C dreht, beftimmt 

— ſich das Traͤgheitsmoment auf folgende 
Weiſe. Es ſei der Querſchnitt der Stange 
— F, die halbe Länge CA derſelben = |, 
und der Winkel, welchen ihre Are mit der 
Drebungsare einfchließt, d. i. AUX = u. 
Theilen wir die halbe Länge in n Theile, 





fo erhalten wir auch n Stüde, jebes von dem Inhalte H die Entfernuns 
gen biefer Stüde von ber Mitte C find — a u. ſ. w., daher die Ab⸗ 
ſtaͤnde derſelben von der Axe XX, wie z. B. MN, = Sina sin. ©. 
2 sin.e u. f. w. und ihre Quadrate — (= Isın. e * \,4 (re Fein 2), 
(ne) u. ſ. w. Durch Dultiplication diefer mit dem Inhalte 


ı. 2: 
- eines Elementes und durch Addition aller Probucte ergiebt fich nun 
das Trägheitömoment der halben Stange: 


— [ey ulm) 4 one) 4..] 


— Füsin. Bi sin. © (12F2P+3°+..+n2), oder, da 1? +2 +3°+.. +02 
3 
-=if, T= Zen Da aber Fi das ale Maſſe M zu be 


Handeinde Volumen der halben Stange ift, fo folgt endlich 
— 1, MR sın.o”. 

Der Abftand des Stangenendes von der Are XX ift AD—=a=Isin.a, 
daher folgt einfacher 7 == 4, Ma?, welche Formel auch auf die ganze 
Stange AB anzumenden ift, wenn man unter M die Daffe der ganzen 
Stange verfteht. Eine Maffe M, am Endpunkte A der Stange hat das 
Zrägheitsmoment M,a?, macht man baher M, ==, M, fo bat fie mit der 
Stange einerlei Trägheitsmoment. Ob alfo die Maffe auf die Stange 
gleihförmig vertheilt, oder ihr dritter Theil im Endpunkte A concentrirt 
if, dies kommt in Hinſicht auf die Traͤgheit auf eins hinaus. 

Sen man T == Mr?, fo befommt man r? = 140?, und daher ben 
Traͤgheltshalbmeſſer der Stange: r = a vm⁊ 0,4773. a. 


Steht die Stange ſenkrecht auf der Drehungsaxe, fo ift a = |, daher 


Stange. 
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Reduction der Da aber endlich für jede Ebene durch den Schwerpunkt die Summe ber 


Träghritsmos 
mente. 


Trägheitss 
halbnıefier. 


flatifhen Momente der Theile auf der einen Seite fo groß ift, als die der 
Deomente auf der andern Seite, bie algebraifhe Summe alle! Momente 
alfo Null ift, fo hat man au Mx = 0, und daher 7, — T= Met, 
d. i. 7 =T-+ Me. 

Es iſt alſo das Tragheitsmoment eines Körpers für eine 
ercentrifhe Are gleih bem Trägheitsmomente in Bezies 
bung auf eine burh den Schwerpunft gehende Parallels 
are vergrößert um das Product aus der Maffe des Kör: 
pers und dem Quadrate bes Abflandes beider Aren. 


Man erfieht auch hieraus, daß von allen Trägheitömomenten in Bes 
ziehung auf lauter parallele Aren dasjenige am Meinften ausfällt, deffen 
Are die Schwwerlinie des Körpers ift. 


$. 232. Es iſt nöthig, die Trägheitsmomente von den vorzäglichften 
Körpern ber Geometrie kennen zu lernen, weil diefelben bei den Unterfuchun- 
gen der Mechanik fehr oft zue Anwendung kommen. Sind diefe Körper 
homogen, wie wir im Folgenden ſtets vorausfegen wollen, fo find die 
Maſſentheile M), M, u. f. w. den entfprechenden Wolumentheilen V,, V, 
u. f. w. proportional, und es läßt fi daher das Maaß des Traͤgheits⸗ 
momentes, was man aud wohl Trägheitsmoment ſchlechtweg nennt, 
durch die Summe aus den Volumtheilen und den Quabdraten ihrer Ent 
fernungen von ber Umbdrehungsare erfegen. Auch laſſen fich in dieſem 
Sinne die Trägheitsmmomente von Linien und Flächen angeben. 


Denkt man ſich die ganze Maffe eines Körpers in einen Punkt zuſam⸗ 
mengedrängt, fo läßt fi) die Entfernung deffelben von der Are unter der 
Vorausfesung beflimmen, daß die fo concentrirte Dlaffe mit der im 
Raume vertheilten Maffe einerlei Traͤgheitsmoment beſitze. Man nennt 
diefe Entfernung den Drehung: oder Traͤgheits halbmeſſer (franz. 
rayon d’inertie, engl. radius of gyration), If 7 das Zrägheitsmoment, 
M die Maffe und r der Trägheitshalbmeffer, fo hat man Mr? = T, und 


bahr r = V Fr Vebrigens ift zu erinnern, daß dieſer Halbmeſſer 


keinesweges einen beftimmten Punkt, fondern nur einen Kreis angiebt, in 
defien Umfang bie Maſſe beliebig vertheilt angenommen werben fann. 

Führt man in der Formel ,=T + Me, T= Mr? und IT, =Mr? 
ein, fo erhält mn r?=r? + e, d. h. es iſt das Quadrat des Dres 
hungshalbmeſſers in Beziehung auf eine Are gleich dem Quadrate des 
Drehungshalbmeflers in Beziehung auf die parallele Schweelinie plus 
Quadrat ber Entfernungen beider Aren. 
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$. 233. Von einer Stange AB, Fig. 318, welche fih um eine Are 
Fig. 318. XX dur ihre Mitte C dreht, beftimmt 

— ſich das Traͤgheitsmoment auf folgende 

Weiſe. Es ſei der Querſchnitt der Stange 
— F, die halbe Länge CA derfelben = I, 
und der Winkel, welchen ihre Are mit ber 
Drehungsare einfchließt, d. i. AUX = a. 
Theilen wir die halbe Länge in n Theile, 





fo erhalten wir auch n Stüde, jedes von bem Inhalte H, die Entfernun: 
gen biefer Städe von der Mitte C fi find — —, nn ” u. f. w., daher die Ab⸗ 
ftände derfelben von der Are XX, wie z. B. MN, = sin sin. 0. 
a sin.e u. f. w. und ihre Quadrate = ( Zu ). ( Zu ): 


Isin.a \? EN 
s(-®) u.f.w. Durch Multiplication dieſer mit dem Inhalte 





. Br 
z eines Elementes und durch Addition aller Producte ergiebt ſich nun 
das Trägheitömoment der halben Stange: 


r-E|( —— — 4..] 





en — Sin. (124224324 ..4n?), oder, da 1?-+22-+3°+.. 0 
* T= Tone Da aber Fi das als Maffe M zu be 


handelnde Volumen der halben Stange ift, fo folgt endlich 
— 1, MR sın .o?. 

Der Abſtand des Stangenendes von der Are XX it AD—=a=Isin.a, 
daher folgt einfacher 7 = !/, Ma?, welche Formel auch auf die ganze 
Stange AB anzumenden ift, menn man unter M die Maffe der ganzen 
Stange verfieht. Eine Maffe M, am Endpunkte A der Stange hat bag 
Zrägheitsmoment M,a?, macht man baher M,=14,M, fo hat fie mit der 
Stange einerlei Trägheitsmoment. Ob alfo die Maffe auf die Stange 
gleihförmig vertheilt, oder ihr dritter Theil im Endpunkte A concentrirt 
ift, dies kommt in Hinfiht auf die Trägheit auf eins hinaus. 

Sett man 7 Mr?, fo bekommt man r? 402, und daher den 
Traͤgheltshalbmeſſer der Stange: r = a vm 3* = 0,5773... 

Steht die Stange fenkrecht auf der Drehungsare, fo ift a = 1, daher 


Stange. 


Stange. 


Nechteck und 
Parallele piped. 
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7 Mi. Befindet fi endlich die Stange AB. Fig. 319, mit ber 
Drehungsare nicht in einerlei@bene, und ift der kuͤrzeſte Abftand CE beider 
Kia. 319. Aren = e, fo hat man nad $. 231 das 
a Traͤgheitsmoment 7, = T + Me —= 

M(e + 1,02). 
$. 234. Die Trägheitsmomente von ebes 
nen Flächen beftimmen ſich genau fo wie die 

Biegungsmomente W=F, 2?+F32 + .... 

derfeibet. Deshalb laffen fich aud die im 
vorigen Kapitel für verfchiedene Flächen gefun⸗ 
denen MWerthe von W ale T hier benugen. 

Für das Recht eck ABDE, Fig. 320, ift das 
Irägheitgmoment in Hinſicht auf eine Are XX, 
welche parallel mit einer Seite läuft, und durch 
die Mitte C dieſer Figur geht, nach $. 196, 
T= za wo 5 die Breite AB = DE parallel 
zur Umdrehungsare, und h die Höhe AE=BD 
der Släche bezeichnet. 

Nun ift aber ber ec Inhalt bh dieſes Rechteckes ats Maffe M deſſelben 
einzufegen, daher das BENENNEN. 


d. i. fo groß ale das en — Se — Maſſe, im Abſtande 
CF =(6G = 7 von der Drehungsare angebracht. 


Dreht ſich diefes Rechteck um eine Are PF, welche rechtwinkelig gegen 
die Ebene deffelben fteht und ebenfalls bucch die Mitte C der Figur geht, 
fo bat man nach $. 217: 





BT 6, 

eg +15 

wenn d die Diagonale AD= BE des Rechteckes bezeichnet. Man 2) 
Fig. 321. ſich alfo in diefem alle den britten 


Theil der Maffe des Mechtedes in eis 
nem ber Eckpunkte A, B. . angebracht 
denen. 

Da ſich ferner ein Parallelepiped 
BEF, $ig. 321, durch Parallelebenen 
in lauter gleiche rectanguläre Blätter 
zerlegen läßt, fo gilt diefe Formel auch 
für diefes, wenn die Umbpdrehungsare 
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durch die Mittelpunfte von je zwei gegenüber liegenden Flächen geht. räne mo 
Uebrigens folgt auch aus dieſer Formel, daß das Trägheitömoment des“ 
Parallelepipebes gleich ift dem Traͤgheitsmomente des in einem der Ed» 

punfte 4 angebrachten dritten Theiles feiner Maffe. 

6.235. Mit Hülfe der Formel für das Traͤgheitsmoment eines Paralle: Pau und 
Lepipebes läßt ſich auch das eines dreifeitigen Prisma's berechnen. Die 
Diagonalebene ADF theilt das Parallelepiped in zwei gleiche dreifeitige Pris⸗ 
men mit rechtwinkelig triangulären Grundflaͤchen ABD, Fig. 322; es ift daher 

kig 322, für die Drehung um eine durch bie 

! J. Mittelpunkte C und K der Hypo⸗ 

tenufe gehende Are XX das Traͤg⸗ 
beitsmommt —= 1, Md?. Benust 
man nun den Lehrfag in $. 231, 
fo erhält man das Trägheitömoment 
in Beziehung auf eine durch die 
Schwerpunkte S und S, der Grund» 





fläche gehende Are VV: 
—Y,.Md— M.C®—=M | 5-72 :|=| & CE (69] 


= MÄR, und es folge auch das Traͤgheitsmoment in Beziehung 
auf die Seitentante BZ: | 
n=T+M.S®R— Yı; Md? + M (1, d)? = %,,Md? — 1, Mat, 
mobei d allemal die Hypotenuſe AD der triangulären Grundflaͤche bezeichnet. 


Fuͤr ein Prisma ADFE, Fig. 323, mit gleihfchenkelig trians 

#ig. 323. gulaͤren Grundflaͤchen ifl das Traͤg⸗ 
— —— heitsmoment in Beziehung auf eine Axe 
AX, welche die Mittelpunkte der 
Srundlinien verbindet, T— 1/, Md?, 
wenn d bie Seite AD einer Grunde 
fläche bezeichnet, weil ſich dieſe 
Flaͤche durch die Höhenlinie AB in zwei 
gleiche rechtwinkelige Dreiecke zerlegen 
laͤßt Iſt nun die Höhe AB der gleich- 
ſchenkelig triangulaͤren Baſis = h, fo hat man das Traͤgheitsmoment 
dieſes Prisma’s in Beziehung auf die Are FF durd die Schwerpunfte 
der Srundflächen: 


T=1,Md - M (3) = M (1% ®— YR)=Y,M (ad? — 1yzR?), 


und endlich das Trägheitsmoment in Beziehung auf die Kante durch die 
Spigen A und F der Grundflaͤchen: 


TBeisbah's Mechanik. 2te Aufl. I. Bd. 21 
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d? 
—— T, = T+M Chr=M (T— 6 rt + = YMyd+ MM, 


Hiernach läßt ſich auch das ne eines geraden regel: 
mäßigen, fi um feine geometriſche Are drehenden Prisma’s finden. 
Iſt h die Höhe CN, Fig. 324, von einem der Ergänzungsdreiede, 

Fig. 3. CA=CB= d=r ber Halbmeffer der 
J Grundflähe ober eines Ergaͤnzungsdreieckes 
| der Baſis, und M die Mafle des ganzen Pris⸗ 
ma's, fo bat man nach der leuten Formel: 


T=yM(5 +1). 
Das reguläre Prisma wird zu einem Gy: 
linder, wenn h==r, daher ift das Zräg- 


heitsmoment eines geraden Eylinders in Be: 
ziehung auf feine geometrifche Are: 


= yYM(S+r)=% Mr 


Das Trägheitsmoment eines Cplinders iſt alfo gleich dem Traͤgheits⸗ 
momente der halben Cylindermaſſe concentrirt in dem Umfange beffelben, 
ober gleich dem Xrägheitömomente der ganzen Maffe befindlich im Ab: 
ftande r YYy, = 0,701 .r. 

Big. 325. Hat man e6 mit einemhohlen Cylin⸗ 
— ber ABDE, $ig. 325, zu thun, fo iſt das 
Treägheitsmoment des leeren Raumes von 
bem bes mafliven Cylinders abzuziehen. 
Iſt der Äußere Halbmeffer CA=r, und 
der innere Halbmeffer CG==r,, fo hat man, 
nad) dem Vorigen, das Trägheitömoment 
des hohlen Br 
T=Y (Mr? — Mr9)= Art EYE T) 

=Yrlr? 1) (Hr), Mir? +9) 

weil das ale Maffe zu behandelnde Volumen — x (r,?—r32) if. If 
72 








r der mittlere Halbmeſſer je und 5 die Breite r, —r, ber Ring: 





fläche, fo bat man auch 7 = M (r + 7) 


fe um 6. 236. Mit Hülfe der Kormel für das Trägheitömoment eines Gplin- 
vorambe ders laͤßt fi nun auch das Traͤgheitsmoment eines geraden Kegels, fowie 
das einer Pyramide berechnen. Es fei ACB, Fig. 326, ein ſich um feine 
geometeifche Are drebender Kegel, DA=DB==r der Halbmeſſer feiner 
Bafis, und CD = h feine in die Are fallende Höhe. Fuͤhren wir in 
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gleichen Höhenabftänden n Schnitte parallel zur Baſis, fo bekommen wir 


Fig. 326. lauter dünne Scheiben von den Halbmeſſern 
er r.r,„r r 
772 7 n — und der gemeinfchaftli- 


Scheiben findx 5): a ‚x (7). n 





«.(7) u f. w., und daher die Träg- 
t h 
heitemomente derfelben: = (2) re 
(7) 5.22 —*8 ſ. w.; die 
2n u. ſ. w. 


Summe dieſer —** giebt endlich das 
Traͤgheitsmoment des Hanyen Kegels 


T= PHALRH+.+m), 
id ++ a Ei, 


Ebenfo ift für die gerade » ramide ACE, Fig. 327, mit cectangutärer 

Baſis, unter denſelben Verhaͤltniſſen 7 —= 
Y,Md?, wenn d bie halbe Diagonale DA 
der Baſis bezeichnet. 

Auch ergiebt ſich durch Subtraction von zwei 
Traͤgheitsmomenten das Trägheitsmoment ei: 
nes geraden abgekuͤrzten Kegelst, deſſen 
Halbmeſſer 7, und r,und Höhen h, und /i⸗ find: 


x h 
= 10 (ru —ro®h,) = nr (rP—r?), 
oder, da die Maffe 


M= 3 (r2h,—r2h,) = ai (2 — rn?) 


5_ 
if, >= YoM jr * 


r 
8.237. Auf gleiche Weiſe beſtimmt ſich das Traͤgheitsmoment einer Kugel, 
weiche ſich um einen ihrer Durchmeſſer DE = 2r dreht. Theilen wir die 
Halbkugel ADB, Fig. 328 (a.f. S.), durch Schnitte parallel zur Baſis ACB 
in n gleich dicke Scheiben wie GEH u. ſ. w., und beſtimmen wir die Mo: 
21 * 








Kegel und 
Voramite. 


hen Höhe Die halben Volumina biefer 


Augel. 
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Rust. mente diefer. Das Quadrat (7Ä? des einer folhen Scheibe ift 
Fig. 328. 





—= (G? — CR? —=r? — CR? daher das Traͤg⸗ 
heitömoment derfelden—Y,. —r ?— CR’), 


— I (H2rCh? + CRN; 


Segen wir nun für CK nad) und nad =. 


ı ” N . 
— u. ſ. w. bis nein, und addiren wir 


n Sroebniffe, fo folgt das Trägheitsmoment 
der Kugel: 


= # [nn 2 (2) a4243%+.409) 4 
(2) — —(0). 


4 — 
d. i. Tu — y,+Y)= = 
Nun ift der Inhalt einer Halblugel M = 242, es laͤßt ſich daher 


fegen: 





= 2%. ar. = yMiS, 


und nimmt man M für die ganze Kugel, fo gilt die Formel auch, für 


diefe. 


Der Drehungshalbmeſſer ift = r v7, = 0,6324 . r; zwei 
Künftel der Kugelmaffe um den Kugelhalbmeffer von der Drehungsare 
abſtehend, haben daffelbe Traͤgheitsmoment wie die ganze Kugel. 


Die Formel T= 


%, Mr? gilt audy für ein Sphäroid, deffen Aequator⸗ 


halbmeſſer = r if. ©. $. 117. 
Dreht fi die Kugel um eine andere, von ihrem Mittelpunfte um e 
abftehende Are, fo hat man das Zrägheitsmoment 
T=M(® +). 
Sen. 6. 238. Das Trägheitsmoment von einem kreisrunden Blatte 
Sig. 329, 








ABDE,%ig.329, welches fih um feinen Durchmeffer 
BEdrebt, ergiebt fich wie das Biegungsmoment eines 
zr® 


Gplinders (f. $. 199) = — =, es ift folg: 


lich der Hatbmeffer der Trägheit = r VVar, 
d. i. die Hälfte vom Halbmeffer des Kreifes. 
Hieraus läßt fih nun aud das Trägheitsmo: 
ment eines Cylinders ABDE, Fig. 330, finden, 
ber fi um einen durch den Schwerpunkt S gehen: 


‘ 
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den Durchmeffer FG dreht. ft 2 die halbe Höhe und r der Halbmeffer 
ig. 330. des Chlinders, fo hat man das Volumen 

= des halben Cylinders —= zr?l, und führt 

man Schnitte parallel zur Baſis und in 
gleichen Abftänden, fo zerlegt man diefen 
Körper in n gleiche Theile, wovon jeder — 


iſt, und der erſte um der zweite 





um =, der dritte um ” u. f. m. vom 


Schwerpunkte S abſteht. Mittels der Sormel in $ 231 folgen nun die 
Traͤgheitsmomente diefer Br oder Scheiben: 


I l 
= OT | +@] 
ar? 
b»*+®] 


n 
u. f. w., deren Summe das Trägheitsmoment des halben Cylinders: 





7 a 4 9 ———— — 
— —E =M +7 


liefert, und das auch a den ganzen — — wenn M die Maſſe 
deſſelben bezeichnet. 

Big. 332. Auf gleiche Meife findet 
3 man für den geraden 
Kegel ABD, Fig. 331, 
deffenlimdrehungsare durch 
den Schwerpunft deffelben 
| geht und auf der geome: 

| trifhen Are CD voinkel: 
| cecht ſteht, 

h? 
T=Y,M (r u. )- 
Für ein Blatt ABC. 
Fig. 332, in Form ei: 
nee rechtwinkeligen 
Dreiedes ift in Hinfiht auf eine durch den Schwerpunkt S und mit 
einer Kathete AC parallel gehende Are nach $. 197: 
bh _bh RR i 
T= — — 1757 Veh, 
wenn 5 die Breite parallel zur Umdrehungsare und h die Höhe recht: 


Fig. 331. 





BSthätter. 
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winkelig barauf angiebt. Diefe Formel gilt felbft für ein ſchiefwinkeliges 
Fig. 333.  Dreied, wenn die Are parallel zur Grundlinie Läuft 
und hdie Höhe des Dreieckes bezeichnet. Hieraus läßt füch 
| nun das Trägheitsmoment eines breifeitigenPris- 
ma’8 ADEF, $ig.333, finden, wenn die Umdrehungs- 
are XX durch den-Schwerpuntt S deffelben und pa- 
rallel zur Seite DE einer Grundfläche läuft; es folgt 
auf dem oben beim Cylinder eingefchlagenen Wege 


R 
| T=M(yR+Z), 
wo I die halbe Länge des Prisma’s bezeichnet. 





Eromene. 8.239. Das Trägheitömoment eines Rotationsparaboloides BAD, 

Fig. 334. Sig. 334, welches fih um feine Rota- 
tionsare AG dreht, wird aͤhnlich wie bas 
einer Kugel beftimmt. Iſt der Halbmefs 
fer der Bafie CB= CD =, die Höhe 
CA = Äh, und läßt man den Körper aus 


n Scheiben, jede von der Höhe 2 beſte⸗ 


r u hen, k hat man bie Inhalte biefer 
= 1,h 2,h_3 
— Por — Fre 2.— a? 
n n nn 
u. ſ. w., weil un ich die Quadrate der RE wie bie Sähen verhalten. 
Hieraus ergeben fich die Trägheitsmomente 


hzah nn Ad hx 9a* 


= Im Tmnie 
u. ſ. w., und baher folgt endlich das Traͤgheitsmoment bes ganzen Paras 





pr 
— 











boloides: 
2 2 2 _ za n? — za 
Te A +2 +3+.. Hera — 
2 2 
nn: — u,Mas, 
weil das Volumen biefes Körpers M = ne ift. 


Für ein niedriges Kugelfegment läßt ſich diefelbe Formel anwen⸗ 
den, ift aber die Höhe A gegen a nicht fehr Mein, fo hat man für das 
Traͤgheitsmoment einer Scheibe 

==. Rr—hr = . (Aree—Ar® + M) 


zu feßen, wobei r — Kugelhalbmeſſer bezeichnet. 
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Nimmt man nun fucceffiv ſtatt h die Werthe * a, sh u. ſ. w., fo Scament 


erhaͤlt man das en des — 
— ——— 
—— (2072 —15rk +32. 
Der Inhalt 2 —* iſt V[hâ (r—Y,h), daher 
T= ak V). zu (r — Yah + Yon 4) 


— Mh ( BEE ER. 5 


Meiſt iſt genuͤgend genau TMn he. — Formel findet 
ihre Anwendung bei den Penbellinfen. 


Kür eine Parabelflaͤche ABD, $ig.335, welche fi) um eine Are XX 

Fig. 335. dreht, die durch die Mitte C der Sehne 
| | BD geht und winkelrecht aufder Fläche ſteht, 
erhält man das Traͤgheitsmoment, wenn man 
die Fläche in lauter gleich breite Streifen, 
wie EF, zerlegt und die Momente diefer 
addirt. Es fei AC = 1 die Länge und 
CB = b die halbe Breite der Fläche, 
CF = x bie Abfciffe und EF = y die 
Ordinate oder Länge eines Elementes. Das Trägheitsmoment bdeffelben 


I— 
ift dann ⸗ 2649) da aber BT af y= 








— r — — 


2 
ı(i = =) ift, fo folge dieſes Dom — | (1 a 
er 
B (1 — — Segen wir nun nah und nah = = 2 2” 


u. f. w., - abdiren wir die Ergebniffe, fo befommen wir das Traͤgheits⸗ 
moment ber halben Parabeiflaͤche: 


—— =] 


16% EL 
d. i. =Y, M 5 + b2), weil die halbe Parabelflihe M =, dl ifl. 


Diefe auch für die ganze Parabelfläche geltende Formel läßt ſich auch 
auf ein Prisma mit parabolifchen Srundfläden, namentlich auf ſchwingende 
Balanciers, anwenden. 





Radwelle. 
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8. 240. Die Theorie der Traͤgheitsmomente findet gerade bei Ma⸗ 
fhinen und Inftrumenten die bäufigften Anwendungen, weil an diefen 
meift rotirende Bewegungen um eine fefte Are vorlommen. Es werden 
deshalb in der Folge noch vielfache Anwendungen biefer Lehre vorfommen, 
und möge daher genügen, zunächft nur einige einfache Fälle derfelben ab» 
zubundeln. 

Wirken an einer Rabwelle ACDB, Fig. 336, mit den Hebelarmen 

Fig. 336. CA= au DB=b we Ge 

. wichte P und O mittelft volltommen 

biegfamer Schnüre, und ift der Za⸗ 
pfenhalbmeffer hinreichend dünn, um 
die Zapfenreibung vernadläffigen zu 
tönnen, fo bleibt diefelbe im Gleichge⸗ 
wichte, wenn die flatifhen Momente 
P.CA und Q.DB, einander gleich 
find, alfo Pa = 0b it Sit aber 
das Moment vom Gewichte P größer 
als von O, alfo Pa > 0b, fo fintt P und Q fleigt, und ift Pa < Ob, 
fo ſteigt P und Q ſinkt. Unterfuchen wir nun die Bervegungsverhält: 
niffe in einem der legteren Fälle, fegen wir 3.3. voraus, daß Pa > Ob 
fei. Die dem Gewichte O entfprechende und am Arme 5 wirkende Kraft 


erzeugt am Hebelarme a eine Kraft — die der dem Gewichte P ents 
fprechenden Kraft entgegenmwirkt, und daher als bervegende und in A an⸗ 
greifende Kraft P— u übrig läßt. Die Maffe 2 reducirt ſich beim 





Verſetzen aus dem Abſtande 5 in den Abſtand a = „ e6 ift daher 
die von P— 2 bewegte Mafe M = (r +2 + u : g, oder, wenn 
das Trägheitsmoment ber Radwelle — or und daher die auf A rebucirte 
träge Maffe derfelben = ar ift, ſchaͤrfer: 


? Gi 
M= (? + + :g = (Pa? +05? + GI?) : ga?. 
Hieraus folgt nun die Acceleration des Gewichtes P fammt Rabumfang 


Bervrgende Kraft _ — 
Js Maffe PFFORLGR ga’ 
Pa— 0b 


= Par+üa + GE 9" 
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Dagegen bie Acceleration bes fleigenden Gewichtes Q oder des Wellene xarmıtı. 
umfanges: 
ne Pb 
I9=7P= FOR FGR R 
Die Spannung des Seiles von Pf S—=P— 7 = P ( 25 


gb. 


(8. $. 73.), die des Seiles von Q, T = 0o+4=0(: + 2), der 
Zapfendrud daher Pr 0 Pa 0b 
_ _ %_ __ Mao 
— 7 + I=P+0- Fa FoR+ GR 


Es ift alfo der Drud im Zapfen bei einer umlaufenden Radwelle Eleiner 
als bei einer im Gleichgewichte ftehenden Radwelle 

Aus den Accelerationen p und q laffen ſich endlich die Übrigen Bewe⸗ 
gungsverhättniffe finden ; es ift nach & Secunden die Geſchwindigkeit von 
P, v==pt, von Q, v, — gb, und der burchlaufene Weg von P, s— N, pi?, 
von Q, 8, = qltꝰ. 

Beifpiel. Es fei das Gewicht am Rabe, P = 60 Pf., das an ber Welle 
Q = 160 Pf., der Hebelarm von jenem CA = a = 20 Boll, und von diefem 
DB = b = 6B8oll; es beſtehe ferner die Welle aus einem maffiven Eylinder von 
10 Bf. Gewicht, das Mad aber aus zwei eifernen Ringen und vier Armen, jene 
zu 40 und 12 Pfund, diefe zufammen von 15 Pf. Gewicht; endlich feien bie 
Halbmeffer des größeren Radringes AE, — 20 und 19 Zoll und die des Feine 
ren Ringes FG, = 8 und 6 Zoll. Man foll die Bewwegungsverhältniffe diefer 
Mafchine angeben. Die bewegende Kraft am Radumfange iſt 


P— 20-0-2.160 — 60-8 = 12 $f., 


20 
und das Trägheltsmoment der Majchine, wenn man no bie Zapfen und Seil: 
2 
maſſen unberädfichtigt laͤßt, gleich Trägheitsmoment der Welle = T „ne 


— 180, plus Moment des kleineren Ringes — R, (rı * 22 + 6°) 


— 600, plus Moment des größeren Ringes 
2 2 | 
„At — a — 15220, 


plus Moment der Arme, annähernd = —— — — 
(r,—rı) 3 
} | e | 
— Beire2tn == 2885, daher zufammen @3*? = 180-+600-4-15220--2885 
= 18885, ober für Fußmaaß — I == 131,14. Die gefammte, auf ven 


Radumfang reducirte Mafle ift 
(ED . ,- [ore DH]: 


a° 
— (60+ 160.0,094 17) . 0.032 (60+14,4447,21).0,032= 121,61 .0,032 
— 38915 Pf. 





Rakwelle 
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Hiernach folgt die Acceleration bes Gewichtes P fammi ber des Rabumfanges 


P-2o 
a 12 b 
p I 3805 = 3,084 88., dagegen bie von Q:g = — P 
a* 
6 . ?. 
—5* 3,084 = 0,925 Fuß; ferner die Seilſpannung von P,= (1 — e.) P 
⸗ ( — 3 . 60 = (10,099) . 60 == 54,06 Pfund, bagegen von Q, 


u (1 + 1) . Q = (140,925. 0,032) . 160 = 1,030. 160 = 1648 ®f.; 
und folglih der Zapfendruck S+-T — 54,064 164,80 — 218,86 Pf. ober 
einfhließti das Gewicht der Maſchine = 218,86 + 77 = 205,86 Pf. Nah 
10 Sec. hat P die Befchwindigkeit v = pe — 3,084 . 10 — 30,84 Fuß erlangt. 


ot 


und den Weg s = = 3084.5 — 154,2 Buß zurüdgelegt, und es iſt Q um 
—E * 03. 1042 = 46,26 #5. geſtiegen. 
$. 241. Dos Gewicht P, welches dem Gewichte Q die Acceleration 
= OR — . g ertheilt, kann aud, durch ein anderes Ges 
wicht P, erfegt werden, ohne die Acceleration von Q zu verändern, wenn 
daffelde an einem Hebelarme a, wirkt, für welchen ift 


Pa, — Qb — Pa — Ob 
Pa? G Pa? +05 +Gl2 ' 


2 2 
Die Größe —— — durch Ic bezeichnet, erhält man aIca 


— —  &+M+ak , und den in Stage ftehenden Hebelarm 


L 


| kN? b(6 +k)+ GL 
EIERN GC) BEL LLESE TEE 
Auch laͤßt ſich mit Hülfe der Differenzialzechnung finden, daß Q vom 


"Gewichte P dann am ſtaͤrkſten accelerirt wird, wenn der Hebelarm des 


(egten der Gleichung Pa?— 2Qab — 05? + Gl? entſpricht, alfo 

6Q DON Q&+GR . 
—A——— 

Die im Vorſtehenden gefundenen Formeln nehmen eine complicirtere 


Geſtalt an, wenn auf die Reibung der Zapfen und Steifigkeit der Seile 
Kuͤckſicht genommen wird. Segen wie ben Inbegriff der ſtatiſchen Mos 


mente beider Widerftände— Fr, fo ift ftattder bewegenden Kraft P— 2 Q, 


der Werth pt zu ſubſtituiren, weshalb z. B. die Beſchleu⸗ 
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_ —Ob2 
nigung von O, 9 * Ge: zur + % :9 und Matwrlle. 


_Qb+Fr /O+Fr® Ob +GE 
a= 2m + (=+7) + — — ausfaͤllt. 


Beiſpiele. 1) Wenn die Gewichte P— U Pf. — SO Pf., an ven He⸗ 
belarmen a = 2 5. und 5 = Fß. einer Radwelle wirken und bas Träg- 
heitsmoment diefer @ 1? — 60 beträgt, fo if die Beſchleunigung des Reigenden 
Gewichtes Q: 

_ _W.2.%- 8.04) 20720 3.2 = 312,5 
I FTD. IT OT ' "200 
— 1,5625 58. Soll aber ein Gewicht P, — 45 Bf. diefelbe Beichleunigung von 
O bervorbringen, fo iſt der Hebelarm von P.: 


k VODCCC. 200 
4 = + /(&) — Ahr ‚verbak— nz = 10 


Ma 5r 3-5 - 54% .11358 = 543788 - 878685. ober 
1,214 Fuß. 

2) Die Beichleunigung von Q fällt am größten aus, wenn ber Hebeların ber 
Kraft oder der Halbmefier des Rades 


y..8 A0\*? 20460 4 16 , 4 _4+- VD | 
Hr) +T "v9 nos 
30 . 1,7207 — 1,621 
— 3,4415 BB. beträgt und es iſt 9 — ————— 9 153 .9 
—= 2270 88. 
3) Iſt das Ratifhe Moment der Meibung fammt Seilſteiſigkeit Fr = 8, 
fo Hat man flatt Ob, Ob + Fr= 40 +8 48 zu fehen, weshalb 


folgt: a = —A — 1,6+ VS = 3,886 und bie entſpre⸗ 


ende Marimalbefhleunigung g — 301,99 = 2 AD ‚ge —— 
* — —3 
m s ® | 


$. 242. Die $. 240. gefundenen Formeln für die Radwelle gelten genusfgiene. 
aud für die einfache fefte Mole, denn fegt man 5 == a, fo geht die 
Radwelle in eine Rolle oder Melle über. Behält man die Übrige Bes 
zeichnung des angeführten Paragraphen bei, fo hat man für die Beſchleu⸗ 

— 2 
nigung, mit welcher P ſinkt und O ſteigt: p=gq= nn .G 
ober mit Berädfihtigung der Reibung: 

2. (P—-OQ) a?— Far 
P=41= PrOarGR 8 . 

Um die Zapfenreibung herabzuzichen, legt man bie Zapfen C der Rolle 
AB, $i9.337 (a.f.S.), auf Friktiotkdraͤder DEF und D,E,F,. Sind nun die 
Traͤgheitsmomente biefer G, 2,2 und ihre Halbmeffer DE = DE, = a, 
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(P—O) a? — Far 


Soltmafgine.fo hat man zu fegen: p— 9 — == — +0 Er 9 


Rollen. 





P+QR®+GR 


weil die auf den Umfang ber — 
oder der Radzapfen reducirte traͤge Maſſe 


2 
dieſer Räder — — beträgt. Durch Um: 
L 


kehrung erhält man die Befchleunigung der 
Schmere: 
: L?r2 
(P+O)®+6GR+ urrz 

9= — par PR 

Bei einer Beinen Differenz P—O beider 
Gewichte fällt die Befchleunigung p Hein aus, 
ed geht daher die Bewegung langfam vor 
fih und es ift der Widerſtand, welchen die 
Luft den Gewichten entgegenfegt, unbedeutend, 
weshalb fih mit Hülfe von Verſuchen über 
das Sinken von Gewichten an einer folche 
Vorrichtung die Belchleunigung der Schwere 
mit ziemlicher Sicherheit ermitteln läßt, was 
bei einem frei fallenden Körper geradezu unmöglich iſt. Verſuche der Art 
bat zuerft der Engländer Atwood (s. Atwood’s Treatise on Rectili- 
near and Rorary Motion) angeflellt, weshalb der Apparat unter dem 
Namen der Atmood’fchen Fallmaſchine bekannt ift. Zur Beftimmung der 
Fallraͤume dient eine Scala ZH, an der das Gericht P niederfinkt. Aus 
dem Fallraume Ss und ber entfprechenden Zeit & folgt allerdings ſchon 





pr= nn ; hebt man aber die bewegende Kraft während des Fallens auf, 


indem man ein ihr gleiches und einen hohlen Ring bildendes Gewicht 
LL, von einem feften engeren Ringe NN, auffangen läßt, fo wird ber 
übrige Theil 5, des Fallraumes gleihförmig durchlaufen und es ergiebt 
fih nun mit Hülfe der an einer guten Uhr beobachteten Zeit 4, die Ges 
fchwindigfeit v — 7 und die Acceleration pP = — Macht man 
endlih — 1, fo giebt der Verſuch unmittelbar p=—s,. Setzt man 
den fo gefundenen Werth von p in die obige Sormel, fo giebt dieſe bie 
Befchleunigung der Schwere. 


$. 243. Die Accelerationen der Gewichte P und O, welche an ei: 
ner Verbindung aus einer feſten Rolle AB und einer lofen Rolle EG. 











Dir Lehre von den Trägheitsmomenten. 333 
Gig. 338, hängen, ergeben ſich auf folgende Weile. Es feien bie Ge⸗ 
Fig. 338. 


wichte der Rollen AB und EG, = G und G,, die 
Trägheitsmomente derfeiben G/? und G,!? und 
die Halbmeffer CA = a und DE = a,, alfo bie 


2 
auf die Umfänge rebucirten Maffen M = . . z 
und M = Gi “ Sinkt das Gewicht P um 


einen gewiffen Weg 5, fo ſteigt O + G, uf 4% 
(6.151), es wird daher die Arbeit P—(Q + G,) 3 
verrichtet; hat bei diefem Sinken P die Geſchwin⸗ 
digkeit v angenommen, fo ift Q + Gr, in die Gefchteinbigfeit > verſetzt 





worden und es hat die Rolle AB die Umfangsgeſchwindigkeit v und die 
Rolle EG, da bei der rollenden Bewegung progreffive Bewegung und 


drebende einander gleich find, die Umfangsgefchwindigkeit 3 erlangt. Die 
Summe der diefen Maffen und Geſchwindigkeiten entfprechenden Iebendis 


gen Kräfte F .vu+ a + +. 5) 


und fegt man nun ihre Hälfte der aufgemwendeten Arbeit glei, fo bes 
tommt man bie Gleichung 
6), (p + +9, GR | Gulr) w 
(? = )s=(P+ nt * 75 29 ' 
Hiernach ift die dem von P zurüdgelegten Raume s entfprechende Ge: 
ſchwindigkeit 


F 29 ) 
v‚— „+86 GE Gl2 


!+— a° * ar 








Für die Acceleration ift ps — —, 2 daher bier 
_ 0+6, 
= 


P=| —grG 66 Gr 


da? 





Die Acceleration von QO+ G, it = 5. und ebenfo groß ift auch die 


drehende Acceleration von Gi. 


Rellen. 


Sonmofgine.fo hat man zu fegen: p = q = 


Rollen. 
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(P—O) a? — Far 
Ir 9 
+9) +GP +G, a2 


weil die auf den Umfang der Frictionsraͤder 
oder der Radzapfen reducirte träge Maffe 





Fig. 337. 





2 
diefer Räder — SE beträgt. Durch Um⸗ 
L 


kehrung erhält man die Beſchleunigung der 
Schwere: 


(P+Q@+GR+G, KR 
Ban 
I- (P—O0Q) a? — Far .. 


Bei einer Beinen Differen; P—OQ beider 
Gerichte fällt die Befchleunigung p Hein aus, 
ed geht daher die Bewegung langfam vor 
fih und es ift der Widerftand, weichen bie 
Luft den Gewichten entgegenfegt, unbedeutend, 
weshalb ſich mit Hülfe von Verſuchen über 
das Sinken von Gewichten an einer folche 
Vorrichtung die Belchleunigung der Schwere 
mit ziemlicher Sicherheit ermitteln läßt, was 
bei einem frei fallenden Körper geradezu unmöglich ift. Verſuche der Art 
hat zuerft der Engländer Atwood (s. Atwood’s Treatise on Rectili- 
near and Rotary Motion) angeftellt, weshalb der Apparat unter dem 
Namen der Atwood'ſchen Fallmaſchine bekannt ift. Zur Beftimmung der 
Fallräume dient eine Scala AK, an der das Gewicht P niederfintt. Aus 
dem Fallraumens und ber entfprechenden Zeit 4 folgt allerdings fchon 


p= =; hebt man aber die bewegende Kraft während des Fallens auf, 


indem man ein ihr gleiches und einen hohlen Ring bildendes Gewicht 
LL, von einem feften engeren Ringe NN, auffangen läßt, fo wird ber 
übrige Theil 5, des Fallraumes gleihförmig durchlaufen und es ergiebt 
fih nun mit Hülfe der an einer guten Uhr beobachteten Zeit 4, bie Ges 
ſchwindigkeit v = * und die Acceleration p — Macht man 
1 1 
endlich — 1, fo giebt der VBerfuh) unmittelbar p—s,. Setzt man 
den fo gefundenen Werth von p in die obige Formel, fo giebt dieſe bie 
Befchleunigung der Schwere. 


$. 243. Die Accelerationen der Gewichte P und O, welche an ei- 
ner Verbindung aus einer feſten Rolle AB und einer ofen Rolle EG. 











Die Lehre von den Träghritsmomenten. 333 
Gig. 338, hängen, ergeben ſich auf folgende Weile. Es feien die Ge- 
Fig. 338. 


wichte der Rollen AB und EG, == G und G,, bie 
Trägheitsmomente derfeiben G/? und G,L? und 
die Halbmeffer CA= a und DE = a,, alfo bie 

2 
auf die Umfänge reducirten Maffen M = . . z 


2 
und M, = Gi . * Sinkt das Gewicht Pum 


einen gewiſſen Weg 5, fo ſteigt O + G, uf Y%%s 
($.151), es wird daher die Arbeit P— (Q + G,) 5 
verrichtet; bat bei diefem Sinken P die Befchmwin- 
digkeit v angenommen, fo iſt O + G, in bie Geſchwindigkeit verſetzt 





worden und es hat die Rolle AB die Umfangsgeſchwindigkeit v und die 
Role EG, da bei der vollenden Bewegung progreffive Bewegung und 


drebende einander gleich find, die Umfangsgefchwindigkeit 5 erlangt. Die 


Summe der Bee Maffen und Gefchwindigkeiten en lebendi⸗ 
gen Kräfte iR. vr4 a (2) + — ER. 4 (4), 


und fest man, nun ihre Sätfte der aufgemendeten Arbeit gleich, fo be» 
tommt man bie Gleichung 


(Q+G)\,.__ Q0+@, GE | Gli\ ꝑ 
(? - 2 2)s=(P+ — 47 tr —595. 
Hiernach iſt die dem von P zuruͤckgelegten Raume s entſprechende Ge: 
ſchwindigkeit 


I tn 976\° 
12 2 9 (P— 2 ) 
V = a a N m N 1a 
OFT, _ GR Gl; 
a tat 





P+ 


2 
Für die Acceleration ift ps = * daher hier 


p_ +8 


P= — A s. 
LE ar ar 77 


Die Xcceleration von O 4 G, iſt = » und ebenfo groß ift auch die 
drehende Acceleration von G,. 


Rollen. 


Kollen, 
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Die Spannung des beide Rollen verbindenden Seiles BE ift 


S=-P— (? + 2) weil die Kraft ( 4 Zn)? E auf Die 
Befchleunigung von P und ri verwendet wird; die Spannung € befeſtig⸗ 
ten Seiles GH hingegen: S.—=S — Zu: en weil die Rolle EG 


0,2 
buch bie Differenz S—S, ber Seitfpannungen in Umbrehung geſetzt 
wird, 

Beifpiel. An der Mollenverbindung in Big. 338 hängen die Gewichte 
P = 40 Pf. und Q = 66 Pf. und es wiegt jede ber maffiven Rollen 6 Pf.; 
man ſucht die Beichleunigungen dieſer Gewichte. Die bewegende Kraft if 


P— 2+5 = 4 = — 4 Pf., die Maffe einer Rolle auf ihren Um⸗ 


ei G, — 6 3 
fang reducirt: ze nenne, (6.235), und bie ge 
fammte träge Fi 

G, I 
(wre Hu 


daher die Beichleunigung des finfenden Gewichtes: p = * . 49 0 


„Beh Wan dagegen bie Acceleration des fleigenden Ger 


7 347 
wichtes: F— — 1,012 Fß. Die Spannung bes Seiles BE ift 
— eN\NPp_ 2,024 = er — 
s-P—(P+ 2)8 083.50 = 0 — 278 = 31215 Pf; 
bie des Seiles GH, — S— T - 2 3725-3. Er 37,118 $f. 


$. 244. Bufammengefegter ift die Bewegung, wenn die Rolle EG, 
Fig. 339, nur an einem umgefchlagenen Seile hängt. Nehmen wir an, 
Sig. 339. daß P mit der Acceleration p ſinkt, und Q mit q 
fleigt, fo erhalten wir die Acceleration ber brehenden 
Bewegung am Umfang ber lofen Role , = pP —ıq 
($. 42). Segen wir nun die Spannung . Seiles 


AE==S, fo erhalten wir P— s=(p + © + — 9— 


ferner S-(Q-+G)=(Q+G,) 7 da nach $. ii 

angenommen werden kann, dag. S in dem Schwerpuntte 

D von EG angeeift, und endlih S= ud da 
1 


aud anzunehmen ift, daß der Schwerpunkt D feftgehalten und die Role 
dur S in Umbrehung gefegt wird. Die legten drei Kormeln geben bie 
Aeccelerationen 
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— (et G;) 





pP un = 


drei in bie —— q4=p—q eingeſetzt, erhält man 
Se, rm, j 
G,i2 GR Q+G 


woraus nun bie me 
2 Pa +Gl? 


ee 0%) (Pa +G%R) + a 
folgt. Aus dem Werthe für S ergeben fi nun auch durdy Anwendung 
obiger Formeln die Befchleunigungen. 
Bernadhläffigen wir die Maffe Gr der feften Rote, und fegen wir auch 
Q = Rul, po erhalten wir einfach 
Ss 2Po?. G,l2 2PG,l2 
Pa%+12)a? + Ga — GP + Plar+i9) 
Iſt das Seilende AE, ſtatt daß es über die Rolle AB weggeht, feft, fo bat 
man bie Befchleunigung p==0, daher , =—q und folglich die Spannung 
_ _ Qt, — 
Tre na ẽ Vu, 





_ Gl. 
8* —X 
Sf der rollende Körper G, ein maſſiver Cylinder, fo bat man 


2 
Ar == 1, G,, und es ergiebt fidy die Spannung für den erſten Fall 
S= 35 und fuͤr den zweiten s=4. Sou im erften Falle 
das Gewicht P finten, fo hat man p negativ, alfo S >, P, b. i. 
2 PG,l2 PGil P(GAIM, einfach * >1 4 damit 


ferner G, ſinke, iſt noͤthig, daß S Gi alſo 4 >1— E — fei 
1 


Beiſpiel. Wenn bei der Rollenverbindung in Pig. 338 das Seil GH 


plöplich reißt, fo wirb wenigſtens anfänglich das Geil BE gefpannt durch bie 
Kraft. 


— —— 2.043 
artore) (+ 5) 41 45) CE En 41 
83.72 __5976 


= 32 0 Pr 


Sq2 
Q+G, FL or cr 9; und alle men, 


Rollen. 


Rormalkraft. 
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Es folgt Ey bes finfenden Gewichtes P 


A 5210) 5, 23 31,235 = 25,283 86. 


Erz z 
—— 43 


ferner die Veſch· unigung der ſinkenden Rolle: 


268 7— u 66,79 
26 nn) 18-0 3.25 — 290 36, 


und die Umdrehungsacceleration — Rolle: 


8 
=. 325 = 8627 Bi 
ı a 


Zweites Kapitel. 
Bon der Centrifugalfraft. 


$. 245. Bewegt fi) ein materieller Punkt in einer krummen Linie, 
fo hat derſelde an jeder Stelle eine von der jedesmaligen Bewegungsrich⸗ 
tung ablenkende Acceleration, die wir in der Phoronomie unter dem Nas 
men Normalacceleration fennen gelernt haben. Iſt der Krüm: 
mungshalbmeffer an einer Stelle der Bahn des bewegten Punktes — r 
und die Gefchwindigkeit von diefem — v, fo hat man für die Normal: 


acceleration Dp = x ($. 41.). Iſt nun die Maffe des Punktes = M, 


— vr . . 
fo entfpricht diefer Normalacceleration eine Kraft, Mp = — die wir 


als die erſte Urſache, weshalb der Punkt an jeder Stelle ſeine Bewe⸗ 
gungsrichtung aͤndert, anſehen muͤſſen. Hat der Punkt außer der Nor⸗ 


malkraft keine andere (Tangential⸗) Kraft, fo iſt die Geſchwindigkeit v 


deſſelben unveraͤnderlich — c, und daher die Normalkraft P = Me& 


nur abhängig von der jedesmaligen Krümmung oder von dem Krüm: 

Sia. 340. mungshalbmeffer, und zwar Feiner 

— bei wenig Kruͤmmung oder großem 
Kruͤmmungshalbmeſſer, und groͤßer 
bei großer Kruͤmmung oder kleinerem 
Kruͤmmungshalbmeſſer; bei doppel⸗ 
tem Kruͤmmungoͤhalbmeſſer iſt z. B. 
die Normalkraft nur halb fo groß als 
bei einfachem Kruͤmmungshalbmeſſer. 
Wird ein materieller Punkt M durd 
eine horizontale Bahn, Fig. 340, 








Bon ber Bentrifugalkraft. 337 


gezwungen, eine Erumme Linie ABDFH zu ducdhlaufen, fo behält ders Rormartrarı 
felbe, wenn wir die Reibung außer Acht lafien, an allen Stellen einerlei 
Geſchwindigkeit c, und Abt an jeder Stelle einen der Normalkraft gleichen 
Drud gegen die concave Seitenwand aus. Während der Duchlaufung 


des Bogens AB ift diefer Drud = =. während der Durchlaufung 
vn BD iſt er — TE für den Bogen DF ift — und fuͤr den 


Bogen FH= 7. wenn CA, EB, GD und KF die Kruͤmmungs⸗ 


Halbmeffer der Wegtheile AB, BD, DF und FH find. 


8. 246. Bewegt ſich ein materieller Punkt oder Körper im Kreife, fo Emmimtat. 
wirkt die Normalkraft radial einwärts, weshalb fie benn Centri⸗ —28X8ð 
petals oder Annaͤherungskraft (franz. force centripede, engl. 
centripetal force) genannt wird, während die Kraft, mit welcher ber 
Körper vermöge feiner Trägheit entgegengefest, d. i. radial auswärts wirkt, 
den Namen Centrifugals, Flieh⸗ oder Schwungkraft (franz. 
force centrifuge, engl. centrifugal force) erhalten hat. Centripetalkraft 
ift die auf den Körper einwirkende und Gentrifugalkraft ift die vom Koͤr⸗ 
per zuruͤckwirkende Gegenkraft. Beide find an Größe einander gleich und 
in der Richtung entgegengefest ($. 62.). 

Bei der Umdrehung der Planeten um die Sonne befteht die Centripe⸗ 
taltraft in einer Anziehungskraft der Sonne; wirb aber der Körper durch 
eine Führung oder Leitung, aͤhnlich wie Fig. 340 angiebt, gezwungen, eine 
Kreisbahn zu durchlaufen, fo wirkt die Kührung durch ihre Starrheit als 
Gentripetaltraft und der Eentrifugalkraft des Körpers entgegen, ift endlich 
der umlaufende Körper durch einen Faden oder durch eine Stange mit 
bem Drehungspunfte verbunden, fo ift es die Elafticität der Stange, 
welche ſich mit ber Sentrifugalkraft des Körpers in's Gleichgewicht ſetzt 
und eben dadurch als Eentripetalkraft wirkt. 

Iſt G das Genie des in Umdrehung befindlichen Körpers, alfo defs 


fin Maſſe M=—= — 7’ Gr der Halbmeſſer des Kreifes, in welchem die Ums 


Drehung vor fich geht, == r und bie Umdte hungegeſchwindigkeit = =v,fo 
hat man nad) dem legten $. bie Eentrifugalkraft 
ve 6 
p*—78257 , alſo auch P: 6*2. 5 
d. h. die Centrifugalkraft —* ſich zum Gewichte des 
Körpers, wie die doppelte Gefhwindigkeitshähe zum Um; 
dbrebungshalbmeffer.: 
Weitbach's Mechanik. Ae Aufl. E vd. 22 


: 1, 


& nırspetol: 


Fugaikeft. 
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Iſt die Bewegung gleichförmig, was allemal eintritt, wenn außer der 
Gentripetattraft feine andere Kraft (Tangentialtraft) auf den Körper 
wirkt, fo laͤßt fich die Gefchwindigkeit © — c durch die Umdrehungszeit 
T ausdrüden, indem man fett c = = st ‚ und man erhält 
hiernach fuͤr die Centrifugalkraft 

2 
P= (377) — —— Mr = * Gr. 





T T? 9 gT?' 
Da im — 39, 4784 und für Eufmaap — — = 0,032 if, fo hat man 
für die Rechnungen bequemer 
On AT ‚Gr 


Dft giebt man bie Bo n der Umbrehungen in ber Minute, unb er: 
fegt deshalb 7 burch — weshalb folgt 


P= en n?Mr = 0,010968 m Mr = 0,0003509 n?Gr. 


Hiernach folgt, daß bei gleichen Umbrehungszeiten ober bei gleidy viel 
Umdrehungen in einer gewiffen Zeit die Gentrifugaltraft wie das Product 
aus Maffe und Drehungshalbmeffer waͤchſt, und daß fie unter übrigens 
gleichen Umftänden den Quabraten der Umbdrehungszeiten umgekehrt, oder 





ben Quabraten der Umlaufszahlen direct proportional ifl. Da die 
Winkelgeſchwindigkeit co ift, fo laͤßt ſich auch endlich fegen: 
P = o?.Mr. 

Beifpiele. 1) Wenn ein Körper von SO Pf. Gewicht einen Kreis von 3 Fuß 
Halbmeſſer in der Minnte 400 mal durchläuft, fo ift feine Centrifugalkraft 
P = 0,0003509.400°.50.3 = 3,509 . 16 . 90 . 3 = 3509.24 = 8422 Bf. 
IR dieſer Körper durch ein Hanffeil mit der Are verbunden, und ber Feſtig⸗ 
keitemodul für Hanffeile ($. 189) 7000 Pf., fo folgt 8422 = 7000 . F, daher 


der Querſchnitt dieſes Seiles: F = = == 1,203 Ouabratzoll und ber Durch⸗ 
meſſer defielben: d = 0 ‚5642 \/& 812 == 0,5642.2,193 = 1,24 ober 


- 1, Soll. Bet dreifacher Elöehet iſt aber d=-1A.V3 = 1%. 1,732 


— 2,15 Zoll zu nehmen. 2) Aus dem Erbhalbmeffer r = 20%, Million Fuß 

und ber Umbrehungszeit ober Tageslänge T = 24 St. — 24.60.60 = 86400 

Sec. folgt die et eines Körpers unter dem Aequator ber Erde 
2558 


1 
5 G, wäre aber bie Tages: 


länge 1Tmal fo Hein, ale 7 —* 1 St. 24'42°, fo würde dieſe Kraft 17° =289 
mal fo groß, alfo —88 dem Gewichte des Körpers gleich fein. Unter dem 


P— 12633. — 5 
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Aequator wäre dann bie Gentrifugalfraft der Schwerkraft glei) und Körper das Eentrinnat: 


und Cegiri⸗ 


felbft würden ebenfo wenig nieberfallen als in die Höhe fleigen. 3) Bei der gusateufı. 


Umdrehung des Mondes um die Erde wird die Gentrifugalfraft befielben von der 


Anziehungskraft der Erde aufgehoben. If G das Gewicht des Mondes, r feine 
Gntfernung von der Erde und T feine Umbrehungszeit um dieſelbe, fo folgt die 
Gr 


Gentrifugalfraft dieſes Weltkoͤrpers = 1,2633 . Ti Iſt a der Grohalbmefler 


und nimmt man an, daß die Schwerkraft in ae Entfernungen vom 
Mittelpunfte der Erde umgefehrt wie eine Potenz biefer Entfernungen wachſe, fo 


bat man bie Schwere des Mondes ober die Anziehungskraft der Erbe = G (I), 
und fesen wir beide Kräfte einander gleich, fo bekommen wir 
“ r ‘a i — 
(2) — 18633 . 7 Run iſt Zn, = 1215 Milion Fuß, und T= 27 
Tage 7 St. 42 Min. = 3942 Min. = 39342 . 60 Sec., es folgt daher 
‚2633 .1 1\? 
(6) - a5 — 300 (g0) em © iR hlemach n — 2, 2.4. De 


Schwerkraft der Erde fieht im umgekehrten Berhältniffe des Quadrates der Ent- 
fernung. 


8. 247. Auf einen Inbegriff von Maſſen oder auf eine Maffe von Snnifapat 


endlicher Ausdehnung ift die oben gefundene Formel für die Centrifugat« "" 
traft nicht unmittelbar anwendbar, weil man im Voraus nicht weiß, 
weicher Drebungshalbmeffer 7 in der Rechnung einzuführen ift. Um die: 
fen zu finden, ſchlagen wir aber folgenden Weg ein. Es fei in Fig. 341 

Kg. 341. CZ die Umdrehungsare, CX und CF 

| — — aber feine zwei rechtwinkeligen Coordi⸗ 
natenagen; es fei ferner M ein Maf: 
fentheil, nd MK=o, ML=y 
und MN == 2 feien beffen Abſtaͤnde 
von den Coordinatetenen YZ, XZ und 
XY. Da bie Centrifugalfraft P ra: 


punft nah) dem Durchſchnittspunkte 
O mit der Drehungsare verlegen. Zer: 
legen wir nun biefe Kraft nach den 
Arenrihtungen CX und CY, fo er: 
halten wir die Seitenkraͤfte OO = Qu OR—=AR, für welche yilt 


00 :OP= OL:OM und OR: OP=OK :OM, weshalb nun — = P 





und R = Z P folgt, wobei r die Entfernung OM des Maffentheils 


chens von 4 Umdrehungsare bezeichnet. Gehen wir auf gleihe Weife 

mit allen Maffentheilhen zu Werke, fo erhalten wir zwei Spfteme von 

Paralielträften, eins in der Ebeug XZ und das andere in ber Ebene 
22* 


dial wirkt, ſo laͤßt ſich ihr Angriffs⸗ 


fire ausge. 
Dehnier 
Maſſen. 
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Senreifuget: VZ, jedes aber auf die Are CZ winkelrecht wirkend. Bedienen wir uns 


En zur Unterfcheibung der Inderzahlen 1, 2, 3 u. f. w., fegen wir alfo die 
FF Maffentheife M,., M,. M,, und ihre Abftände %, 0. Mʒ u. ſ. w., fo be: 


kommen wir hiernach die Mittellraft des einen Syſtemes, Fig. 342, 


%ig. 342 0r=-QA +9. +9 + 
u 0———— ae + = + = +..= 
k 2 3 


02.(M x, + Ma, +...) und Die 
des andern AR=R +R+... 
=9®.My +My%+.:.-.). 
Segen wir endlich die Abflände der 
Maſſentheile von der Ebene XY, 
CO,, CO, uf.w, = 2.2 u. 
f. w., fo erhalten wir für die Ans 
griffepuntte U und V diefer Mit: 
telteäfte die Abſtaͤnde CU=u und 
——— —— CV o durch bie zum 
(Q, ne Q,+.. Jv=03+0Q2+..m(R+R+.. 
=Ra+R2+-:- weshalb folgt 
O3, + Q22, +. — M 0,2, + —— 
Q +%+-- M&,+Ma.+.. 
Ra, +R2%+.- — M Yı3ı + MaYy2%2 ii 
R+le+.. Myıt pt. 
Es werben alfo hiernach im Allgemeinen die Gentrifugalträfte eines 
Maffenfpftemes oder eines ausgedehnten Körpers auf zwei Kräfte zurüd: 
geführt, die fih, fo lange u und v ungleidy find, nicht zu einer einzigen 
vereinigen laffen. | 
Beiſpiel. Sind die Maffen eines Syſtemes | 
Mm = 10%, M, = 15 Bi, M. — 18 Bf, M, - 12 Bi. 
und ihre Abflänte z, —= 0 Zoll, æ, = 4 Soll, a, = 2 Zoll, =, = 6 Sell, 
=)’: 9-1.’ =) + „ad 
ed werte de nal 
fo hat man folgende mittleren Gentrifugalfräfte 
0 = w*.(10.0415.4-+18.2-+12.6) = 168.0* und 
R == w*.(10.3+15.14+18.5-412.3) = 171.o*, und die WbRände ih⸗ 
rer Angriffopunfte von dem Anfangspunfte C: 
10.0.2+15.4.3+18.2.3+12.6.0 288 12 


— 
—— 





u — - und 


“0A 7 Mia Boll, um 
10.3.2415.1.3+18.5.3412.3.0 325 125 


— 5—21 Boll. 


Die Verſchiedenheit dieſer Werthe von w und o zeigt an, daß die Centrifugal⸗ 
kraͤfte durch eine einzige Kraft nicht erfeßt werben können. 


6 248. Befinden fich die Maffentheile in einer Ebene winkelrecht 
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Kia. 349. zur Are der Umbrehung, Kig. 343, Senıcituaat- 


fo laſſen fi) ihre Gentrifugalträfte — 
in eine einzige vereinigen, weil ſich 
ihre Richtungen in einem einzigen 
Punkte der Are fchneiden. Behals 
ten wir bie Bezeichnungen des vo: 
rigen $. bei, fo erhalten wir bie re: 
ultirende Gentrifugaltraft in die 
Ve  ı = Falle: en 
P= VR+R=arVIMa + Mar+ ..)? + (MiyıtMeyo+ 2). 
SinnnnCK=czumd CL=y die Goordinaten des Schwerpunftes 
vom Maſſenſyſteme M=M, + M, + ..., fobatman Mr, + Mar +... 
= Mz uw My +M ya + -= My, und es folgt daher die Centri⸗ 
fugalttaft P= 0? YMa? + Mm? y2 = @M VYa’+? =? Mr, wo: 
fern noh r = Va? + 22 den Abftand CS des Schwerpunktes von der 
Umdrehungsare CZ bezeichnet. 
Für den Winkel N a, — ie Kraft mit der Are CX 


einfchließt, ift lang.ae = 5= — N - — 4, ‚ed geht Daher die Rich— 


tung der Gentrifugaltraft — Fr Schwerpunft des Sy— 
ftemes und es ift diefelbe genau fo groß, als wenn die 
fämmtlihen Maffen im Schwerpunkte vereinigt wären. 
Fig 344. Kür eine auf der Umprehungsare ZZ 

vechtwinfelig flehende Scheibe AB, Fig. 344, 
ift hiernach die Gentrifugaltraft ebenfalls 
== 0? Mr, wenn M ihre Maffe und r die 
Entfernung CS ihres Schwerpunftes S von 
der Are bezeichnet, Um die Centrifugalktaft 
eines andern Körpers ABDE, Fig. 345, zu 
finden, zerlegen wir denfelben durch Ebenen 
winkeltecht zur Are ZZ in fcheibenförmige 
: Elemente, ermittein die Schwerpunfte S,, 5, 
u. f. w. diefer, beftimmen mit Huͤlfe der leg: 
teren die Centrifugalkraͤfte, zerlegen jede der: 
felben nach den Arenrichtungen CX und CF 
in Seitenkräfte, und vereinigen die Seiten: 
Bräfte in der Ebene ZCX zu einer Mittel: 
traft Q, fomie die in der Ebene ZCY zu 
einer Mittelkraft R. 

Befinden fi die Schwerpunfte fämmtli: 
her Scheiben in einer Paraliellinie zur Um: 
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Gentrifugale drehumgsare, fo ift == I = 107) u. ſ. w., ſowie y= — Yyı = =: Y2 


früfte ausge⸗ 


Dehntter 


u. ſ. w. und daher uhr = 71 = 7, u. ſ. w.; e6 folgt daher die Cen⸗ 
trifugalkraft des ganzen Körpers, P = @?(Mır Pe Mir +..)=oe?Mr, 
und für den Abftand ihres Angriffspunftes von der Ebene XY: 

— (Ms, + M2+--)r 2: Ms t+tM2+ .: 

(MM +M;+..r M+M+.: 

Diefen Gleihungen zufolge iſt die Centrifugalkraft eines Koͤrpers, deffen 
Elemente in eine Linie parallel zur Are fallen, gleich der Gentrifugaltraft 
der auf den Schwerpunft dieſes Körpers reducirten Maffe, und es fällt 
auch ihre Angriffspunkt mit diefem Schwerpunkte zufammen. Hiernach 
taffen ſich die Gentrifugalträfte aller Rotationskörper, deren geometrifche 
Are mit ber Umdrehungsare parallel läuft, finden. Faͤllt die geometrifche 
Are: eines folhen Körpers mit der Umdrehungsare zufammen, fo ift die 
Gentrifugaltraft fogar Null. 


Beifpiel. Es find die Dimenflonen, die Dichtigfeit und Feſtigkeit eines 
Mühlfteines ABDE, Fig. 346, gegeben, man foll die Winfelgefhwindigfeit » fin- 
den, bei welcher das Zerreißen deſſelben in Folge der Gentrifugalfraft eintritt. Segen 


Fig. 346. 


wir den Halbmeſſer CO des 
Mühlfteinee — r,, den Halb⸗ 
mefier CK feines Auges = r,, 
die Höhe AE—= GH = 1, die 
Dichtigkeit = y und den Fe 
ftigfeitsmodul — K, fo erhal: 
ten wir die Kraft zum Zerrei⸗ 
Ben in einer diametralen Ebene 
= 2(r, —r,) IK, das Gemidt 
des Steine & =n (nr, —r,Niy 
und ben Umprehungshalbmefier 
für jede Halſte d des Steines, d. i. die Yulfermung ihres Echwerpunftes von ber 
Umdrehungsaxe ($. 109), r = — — Im Augenblicke des Zerrei⸗ 

1 72 
bene iſt die Centrifugalkraft von einer Hälfte des Steines der Feſtigkeit gleich, 
wir befommen daher die Beſtimmungsgleichung a8 . Y, = 4n-r)ik, d. i. 





w* ,%, (rı? 7 — 2 (r—r,) IK, over 28 zu beiden Seiten aufgehoben, 


Be en C.C.CI — 
— (r — —— (n’+r tn trdr — — 


= 24 Zoll, r, = 4 Soll, K-= 750 Pfund und das ſpecifiſche Gewicht 
der Nühlfteinmafe — 2,5, alfo das Gewicht eines Bubifzolles Maſſe deſſel⸗ 
ben = —* = 0,0955 Pf., fo folgt die Winkelgeſchwindigfeit beim Cin⸗ 
treten des Zerreißene: 


3. 12.31.25. 750 31003 
»» == anne a = 1 ’ ll. 
yo — V Tee 113980 
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Iſt die Zahl der Umbrehungen in einer Minute — n, fo hat, daher a ae 
chniet 


umgekehrt 42 = un bier aber — 2.42 == 1082. Die gewöhnliche Um- Daher 
drehungszahl eines ſolchen Mühlſteines if nur 120, alfo Ymal fo Kein. 
$. 249. Befinden fich die fännmtlidhen Theile M,, M, eines Maffen» 
foftemes, Fig. 347, oder die Schwerpunkte der Elemente eines Körpers 
Fig. 347. in einer durch die Umbrehungsare gehen⸗ 
Ä den Ebene, fo bilden die Centrifugalkraͤfte 
ein Syftem von Paraliellräften und es 
laffen fich daher diefelben in der Regel 
auf eine einzige Kraft zurüdführen. 
Sind die Entfernungen der Maffentheile 
oder Elemente von ber Umbdrehungsare 
a ZZ:0M, =r, 9,M = ruf. w., 
| fo erhält man für ihre Gentrifugalträfte: 
P, = wo! Mır,, PR = @ Myrz u. ſ. w., 
und daher die mittlere Gentrifugaltraft 
P= (Mr, + Mar +:.)= wMr, 
twofern r den Abftand des Schwerpunktes ber ganzen Maffe M von ber 
Umdrehungsare bezeichnet. Es ift alfo auch hier der Abfland des Schwer» 
punttes von dee Umbdrehungsare als Drehungshalbmeffer anzufehen. Um 
aber den Angriffspuntt O ber refultivenden Gentrifugalkraft zu finden, 
fegen wir die Abftände der Maffentheile von der Normalebene: CO, = 2;, 
CO, = 2, u. f. mw. in bie Formel 





— Mır,2, + Mer 2 + -: 
— Mr, + Marz+.. 
Mit Hülfe der Formel P = @*? Mr laſſen ſich die Eentrifegalfeift von 
Fig. 348. Rotationskoͤrpern und von anderen Koͤr⸗ 


pern der Seometrie finden, wenn bie Aren 
diefer mit ber Umbrebungsare in eine 
Ebene fallen. So ergiebt fidy 3. B. die 
Gentrifugaltraft des geraden Kegel® ADB, 
Fig. 348, wenn man den Abftand SN 
feines Schwerpunttes S von der Umdre⸗ 
bungsare ZZ als r in die Formel einfest. 
Iſt die Kegelhöhe CD — Äh, der Abftand 
DF der Spige D von der Umdrehungs⸗ 
are = a, und der Winkel CGE, um 
welchen die geometrifche Are CD von der 
Umdrehungsaxe ZZ abweicht, = e, fo 
bat maınır =a + Y% hsın.a. 
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—— Big. 39. Für eine Stange AB, ie. 349, deren 
Tan Te Länge AB — | und Neigungswinkel ABZ 
gegen die Umdrehungsare BZ, = « ift, hat man 
r=SN MP“ sin. c, alfo die Centrifugal⸗ 
kraft P= mw? .. Y,Mlsin.o; um aber den An⸗ 
griffspunkt O diefer Kraft zu finden, fegen wir 


in dem Ausdrude ©? . = sin... X 008.0 





= 0°. = a? sin. cos. für das Moment 


vom Elemente x der Stange, flatt = nad) 


[BETEN 

nn 

tion. Auf diefe Weife ergiebt fich das Moment ber ganzen Stange: 
? 

Pz = o? Tsin.@cos.a”; (1° + 2 +32? +..+m9) 


== Y,o? Mi? sin.a«cos.a, daher der Hebelarm BE oder 

2 = Y, 02 MR sin.a cos.a : 1%, 0? Ml sin.a =%, lcos.a, und die 
Fig. 350. Entfernung des Angriffspunttes O von dem in ber 
Are liegenden Stangenende B, BO . 

Reicht die Stange AB, Fig. 350, nicht bis 
sur Are, fo hat man 

= Y, o® Fl? sin.a — oꝰ Fl2sin.« 
— 1%, 02 F sin. a (l2—I2), und das Moment 
Pz = Y, 0? Fsin.a cos.a (1? —1,3), weil die 
Maſſe von CA, Querſchnitt malfänge= Fl, 
und die Maffe von CB, = Fl, ift, es folgt 
daher die Entfernung des Angriffspunktes O 
vom Durchſchnitte C mit der Are: 


u. f. w. und vereinigen die Ergebniffe durch Addi⸗ 





H — (1 —I1,)2 
— AN BERG ZA 


wo die Entfernung CS des Schwerpunktes 
LK—l, aber die Ränge der Stange AB aus: 
drückt 

Diefe Formel gilt auch für ein rectangu: 
(äres Blatt ABDE, Fig. 351, welches fi 
durch die Arenebene COZ in zwei congeuente 
Rechtecke theilen läßt, weil von jedem der 
Elemente, welche ſich durch Schnitte normal 
zu CZ ergeben, die Gentrifugaltraft in der Mitte 
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angreift. Sind alfo die Entfernungen CF und CG ber beiden Grund: gennıruaa- 


tinien AB und DE von dem Arpunkte C, I, und /,, fo hat man aud Me 
2 l Pl, 3 en 


bier 0=7. WIE 


8. 250. In dem Kalle, wenn die Körpertheile weder in einer Nor: 
malebene zur Umdrehungsare, noch in einer Ebene durd die Umdre⸗ 
bungsare enthalten find, laflen fi die refultirenden Gentrifugalträfte 
QO=0(Mx,+M2%+..) und R=o’(My + My +...) nidt 
in eine einzige Kraft verwandeln, wohl aber iſt es möglich, diefe Kraͤfte 
durch eine im Schwerpunkte angreifende Kraft P- 0? + R?— m? Mr 
und durch ein aus Q und A zufammengefeges Kraͤftepaar zu erfegen. 
Bringen wir nämlich im Schwerpunfte S vier fi) das Gleichgewicht hats 
tende Kräfte + Q und — Q, fowie + R und — R an, fo geben die po: 
fitiven Theile die Mittellraft P= w? YO? + RR, wogegen die negativen 
Theile — O und — Rmitd.n in U und V (f. Sig. 342) angreifenden 
Gentrifugalträften die Kräftepaare Q,— Q) und (R,— R) bilden, die . 
ſich zu einem einzigen Kräftepaare zufammenfegen laffen. 

Um mit diefer Zurädführung dir Gentrifugaiträfte eines umlaufenden 
Körpers bekannt zu werden, nehmen wir folgenden einfachen Fall vor. 

Sig. 352. Die Stange AB, Fig. 352, welche ſich 
um die Are ZZ dreht, liege parallel 
zur Ebene YZ und ruhe mit dem Ende 
B in der Are CX. Segen wir die 
Länge AB diefer Stange = |, ihr 
Gewicht = G, den Winkel BAD, um 
welchen fie von der Dreharenrichtung 
abmeiht = «, und ihren Abftand CB 
| von der Ebene FZ, welches auch ihr 
kuͤrzeſter Abſtand von der Are ZZ ift, 


—=a. Iſt nun E ein Stement 7 der 


Stange, unn BE=rT, bdeflen Ent: 

fernung vom Ende B, fo hat man die 

Projetion BN = ı sin «, und daher die für die Somponenien der 

Gentrifugaltraft P, diefes Elementes: 

Q,=ı?. 7 CB udA—ar.M —W x sin. 0, 
n n N N 


dagegen ihre Momente in Beziehung auf die Grundebene XCY: Q, 3, 








l M M ; 
=. — CB.EN = 0%. Ar cos aund Rz ,=w®. PLa SEN. COS.C. 


Die ſaͤmmtlichen Seitenfräfte parallel zur Ebene XZ geben die 


&entrifugafe 
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Kane 2, Reſultirende O=-Q,+9A+-..=n or. am o?.. Ma, und ihr 
behnter 


Maflen. 


Moment Qu = O2, + Or +... = w?. * cos. ( +0 ..), 


oder, da 2, = 2 n=2 * X 4 u. f. w. zu nehmen ift, 


M I M in 
Qu=w?. 4.008. „ 4+243+..+n)=0?.7 a cos.a 2:7 
—=W,0? . Malcos.a; es ift alfo der Abftand des Angriffepunftes diefer 


Seitenkraft von der Grundebene XY: 


1 
LS = u 2% Mal cos. © 
0? Ma 


d. h. es fällt bderfelbe mit dem Schwerpunkte der Stange zufanmen. 
Die Seitenkcäfte, welche parallel zu YZ wirken, geben die Reſul⸗ 


== N,lcos.«, 


tirende R=R+tR+...= a .# sin « (x, +2%+..) 
2 

=. Kein.a- . = —= 602 Mi sin. « mit dem Momente 

@? Fsin.a c08.0 (72 +x72+ ..)==w. H sin.a cos. G + ) 


Freie Arsen. 


= o?. HS sin ae cos.a(!+4+9+.. una. u Eine œ cos. a 
— 1), 0? Mi? sin. a cos. a; es ift ber Abfland * nriffepunktes 0 
dieſer Kraft von der Grundebene X” 
1/, 0? MR sin.a cos.« 
H=v= —orMlsna = Y l cos. ü, 

d. i. diefer Angriffspuntt liegt um (, — Y,) lcos.a == NY,lcos. « 
ſenkrecht, oder Überfaupt um ein Sechstel der Stangenlänge AB über 
dem Schwerpunkte S ber Stange. 

Aus den Kräften Q = o? Ma md R= Y% m? Mi sin « 
folgt die im Schwerpunkte ber Stange angreifende Endrefulticende: 
P= VOR+R=o?M Va? +Y,Rsin a? und das Kräftepaar (R.—R) 
mit dem Momente R. SO —= Y, a? Mlsin.«. 4, l 

— Y. @ Ml2 sın. a. 

$. 251. Im Algemeinen üben zwar die Gentrifugalträfte eines fich 
um eine Are gleihförmig umdrehenden Körpers einen Drud auf die Are 
aus, es ift jedoch auch möglich, daß diefe Kräfte fich gegenfeitig aufheben 
und deshalb die Are gar keinen Drud. auszuhalten bat. Diefer Kal 
kommt 3. B. vor bei jedem fich um feine geometrifche oder ſymmetriſche 
Are drehenden Rotationskoͤrper, bei einer Radwelle und eiriem Waſſerrade 
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insbefondere, u. f. m. Wenn auf einen unter dieſen Umftänden ſich um» 
drehenden Körper oder auf ein ſolches Maffenfoftem keine äußeren Kräfte 
einwirken, fo bleibt der Körper ohne Ende in diefer Umbrehung begriffen, 
ohne daß es nöthig ift, die Umdrehungsare feflzuhaltn. Man nennt des⸗ 
halb diefe Umdrehungsare eine freie Are (franz. axe libre, engl. free 
axis). Aus dem Vorhergehenden folgen fogleich bie Bedingungen, unter 
welchen eine Drehare eine freie Are iſt. Es ift nöthig, daß nicht nur 
die Mittelträfte P und Q aus ben parallel den Arenebenen XZ und YZ 
wirkenden Componenten der Gentrifugalträfte, fondern auch die. Summe 
der ſtatiſchen Momente von jedem der beiden Kräftefofteme — Null ift, 
alfo hiernach: 1) M x, +M&%+ -.. = 0, 

2) Myıt+ May» +. = 0, ferner 

3) 4,02 + M%22 + ... = 0, und 

4) Myızı + Hay +... = 0. 

Die beiden erften Gleichungen bedingen, daß die freie Are durch den 
Schwerpunkt des Körpers oder Maffenfpftemes geht. Die beiden legteren 
aber liefern die Elemente zur Beſtimmung der Lage diefer Are. Es läßt 
fi übrigens nachweifen, daß jeder Körper oder jedes Maffenfuftem mins 
deftens drei freie Aren hat, und daß diefe Aren im Schwerpunfte des 
Syſtemes unter rechten Winkeln zufammenfloßen. 

Die höhere Mechanik unterfcheidet von den freien Aren noch andere 
Aren, welche mit diefen Aren parallel laufen und fi in irgend einem 
Punkte bes Spftemes durchkreuzen, und nennt diefe Aren Hauptaren 
(franz. axes principaux, engl. principal axes). Man beweift auch, daß 
das Traͤgheitsmoment eines Körpers in Beziehung auf eine der Hauptaren 
ein Marimum, in Beziehung auf die zweite ein Minimum, und in Be 
ziehung auf die dritte Are keines von beiden ift. 

$. 252. Befinden fich die Theile einer Maffe in einer Ebene, bildet 
z. B. die Mafle eine dünne Platte oder ebene Figur, fo ift die gerade 
Linie durch den Schwerpunkt der ganzen Maffe, und normal zur Ebene 
derfelben eine freie Are der Maffe, 
denn es ift in diefem Falle die Maffe 
ohne Drehungshalbmefler, und daher die 
| einzig mögliche Gentrifugaltraft — Null. 
| Um aber die beiden anderen freien Aren 
zu finden, ſchlagen wir folgenden Weg 
| ein. Se S, Fig. 353, der Schwerpuntt 
einer Maſſe, und fein UÜ und VV zwei 
in dee Maffenebene befindliche Coordinat⸗ 
aren, beflimmen wir die Maffentheile 
duch GCoordinaten parallel zu diefen Aren, 





Serie Arm. 
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Greie Aren, 3. B. das Maffentheilhen M, durd die Coordinaten MN = u, und 
Fig. 354. MO=v,. Sei dagegen XX eine 
| freie Are, ZZ eine Are winkelrecht ge: 
gen biefelbe, ferner der zu beſtimmende 
| Winkel XSU, um melden die freie Are 
von der Coordinatare SU abweicht, —=9, 
und fegen wir die Goordinaten der Maf: 
fentheile in Hinficht auf die Aren XX 
und ZZ: 2, %g..., 2 22: . ., alfo 
für den Maffentbeil M.: M, =aı 
und M,L = z,. Hiernach ergiebt fid 
ſehr leicht : 
4 =M K=SR+RL=SO cos.p + OM, sin. =u,c0s.p + v5IN.p 
3, =ML=-—-OR+OF=-—SOsingp + OM, cos 9 
= — u, sin. 9 + dv, cos. ꝙ; und daher das Product: 
2,2, = (ULC08.9 + dv, sin.p) (— u, SiN.p + v,cos.p) 
= — (u?— 02) sin. ꝙ c0s.P + U, vı (608.9? — sın. ꝙꝰ) 
ober, da sin.p cos.p —= Y,51n.2p und c08.9? — sın.p? — cos. 2 ꝙ 
ft, a2 = — Y% (ur — vi) sin.2p + ut, 608. 2, und daher 
das Moment bes Maffentheiles M.: 





Maz=— z (u? — v2) sin. 29 + M,u,vı cos. 2 p, ebenfo 
das Moment des Maffentheiles M,: 
M;5002 = 2 wi ? — v2?) sin. 2p + My u, tg 008.29 


u. f. w., und bie — der Momente aller Maſſentheile, oder das 
Moment der ganzen Maſſe: 
M.ois MAaS +. =— Yasin.29 [Mur + Ma? + ..) 
— Mei? + Mv} +. )] + 008.29 (Mu vdı M,auava +...) 
Damit XX eine freie Are werde, muß aber nad) dem vorigen $. dies 
fe Moment — Null fein; wie mäffen daher fegen 
1, 560. 29 [Mi + Mau? +...) — (Mi? + Mau? + ..)] 
— 008.29 Miurvi + Ma +.) =, 
und erhalten hiernach ale Bebingungsgleihung : 
sin. 2p 2 (M ud, + Matt, +. ) 
08.29 (Mu2+Mu+..)— Mv?+Mvr+...) 
__ Doppeltes Moment der Gentrifugaltraft 
Differenz der Zrägheitsmomente 
* Durch diefe Formel ergeben fich zwei Werthe für 29, welche von ein 
ander um 180%, und alfo aud zwei Werthe von @,. welche von 
einander um 900 abweichen; es ift deshalb nicht allein bie durch die: 


lang. 29 = 
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fen Winkel p beftimmte Are XX eine freie Are, fondern auch die gegen Sr! Arn. 
fie winkelrecht gerichtete Are ZZ. 


6. 253. Bon vielen Flächen und Körpern laffen fich die freien Aren 
ohne alle Rechnung angeben. Bei einer ſymmetriſchen Figur ift 3.3. die 
Spmmetrieage eine freie Are, das Perpendikel im Schwerpunkte bie 
zweite, und die Are winkelrecht gegen bie Ebene der Figur die dritte freie 
Are. Bei einem Rotationslörper AB, Sig. 355, iſt die Rotationsare 
ZZ eine freie Are, ebenfo auch jede Normale XX, YY.. zu diefer durch 
den Schwerpuntt S. Bei einer Kugel ift jeder Durchmeffer eine freie 
Are, bei einem geraden, von 6 Mechteden begrenzten Paralielepipede ABD, 
Fig. 355. Fig. 356. 





Fig. 356, aber find es die drei ducdy den Schwerpunkt S gehenden und 
auf den Seitenflähen BD, AB und AD normal ftehenden oder mit den 
Kanten parallel laufenden Aren XX, YY und ZZ. 

Beftimmen wir noch die freien Aren von einem fchiefwinkeligen Parals 
telogramme ABCD, $ig. 357. Legen wir durch den Schwerpunkt S 
deſſelben bie unter ſich rechtwinkelig ftehenden Coordinataxen UU und VV 

Sig. 357. fo, daß die eine der Seite AB bes 
Parallelogrammes parallel läuft, 
und zerlegen wir das Parallelos 

. gramm durch Parallellinien in 2n 
gleihe Streifen, wie z. B. FG. 
Sit nun die eine Seite AB = 2a, 
die andere Seite AD = 25, und 
der fpige Winkel ADC zwifchen je 
x zwei Seiten = a, fo erhalten wir 
für den um SE = x von UU abſtehenden Streifen FG die Länge des 
einen Theile EG= KG + EK =a + 2 colg. a, und die des 





andern Theilee EF= a — © colang. «, und, ba 2 sin.a die Breite 
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b sin. 





Freie Ayen. beider ift, die Inhalte diefer Streifen — (a + z colg.a) und 


6 sın. © (a — x colg.a); audy folgen die Danke der Gentrifugalträfte 
von dieſen Theilen in Hinficht auf die Are VV: 


— sin. 0 (a + zcotg.a) .1,(a+ x cotg. — 








sin. © (a + x cotg.a)? 


bsin.a 


zn 
Are UV: —— Zr u (a + x colg.a)?x und ii : 


Da beide * in Hinſicht auf VP einander entgegengeſetzt wirken, fo 
giebt die Vereinigung ihrer Momente die Differenz: 
eng 


(a — x colg.a)?, und ihre Momente in Hinficht auf die 





und 





(a — 7 colg.a)? x 


[(a + 2cotg.a)? — (a— z colg. a)?] = — = aba® cos. &. 


bein. « 2 bsın.a 


8 wir in dieſer Formel für © nad) und nach nn, 


35bsın.« 


n 
das Maaß für das Moment der Centrifugalkraft des halben Parallelo: 


grammes: 
20b b2 sın. o? 
€—-— co8. & 4— 2 

n n 


u. ſ. w. ein, und addiren wir die Ergebniſſe, ſo bekommen wir 





(12 4224 324 —* 24bꝰ Sin. a2cos.a. 3 


2 ab? sin. a? cos. @, und alfo für das ganze Parallelogramm, oder 
Mu0ı + M Wr +. = Y% ab? sin. a? cos-. Das Traͤgheitsmo⸗ 
ment in Hinficht auf die Are VV ift für einen Streifen FG 

— one (E 4 ze. a)? + (a—x 2 ) 


in — = —_ sin.a (a? + 32? cotg. a?); 


fest man nun für & fucceffiv me — sone u.f.w., und 
fummirt man die ſich ergebenden Werthe, fo folgt das Trägheitemoment 
ber einen Hälfte = %, ab sin. a (a? + 6b? cos. @?), und daher das des 
Banzen = ab sın. « (a? + 52 cos. cꝰ). In Hinſicht auf bie Um⸗ 
drehungsaxe UU ift hingegen das Trägheitsmoment des Parallelograms 
ne — % ab? sin. a8 ($. 234); es ergiebt 
fich daher die gefuchte Differenz der Trägheitömomente, d. i. 








me — dab sın.«. 


m 
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(M, u, + Mu2+...) — (M v2? + Mo +...) Serie Arm. 
= ab sin. a (a? + 5? cos. a2) — Y, ab? sin. a? 
= %, ab sin. a [a? + 65? (cos. &® — sın. a?) ] 
= Y, ab sin. a (a? + 52 cos. 2). 
Endlich fotgt für den Winkel USX — p, weldhen die freie Are XX 
mit der Coordinatare vv ober der Seite AB einfchließt, nach $. 252: 
2 (M ud, + Mat, + -.) 
vang 3 P= ur Mu +.) — (Mo? MR +..) 
2.% ab’sin.a2cos.a b?sın.2a 
*57 absın. a (a? +5? cos.2.«) ar a2 + b2cos. 2a 
Beim Rhombus ift a — b, daher 
sin.2a __ 28in. & cos. __25in.acos.d 


tang.? PT 008.20 1-tcos.®—sin.e® 2008.02 


=10.0, 


ap 29 =ea, und ꝙ = —* Da dieſer Winkel die Richtung der 


Diagonale angiebt, ſo folgt, daß die Diagonalen freie Axen des Rhom⸗ 
bus find. 

Beifpiel. Bei dem fchiefwinkeligen Parallelogramme ABCD, Fig. 356, 
meflen bie Seiten AB = 2a = 16 Zoll und BC — 25 —= 10 Boll, und if 
der Umfangswinfel ABC = a — 60°, welche Richtungen haben befien freie 

‚sin. 120° 25 .sin.60° 25.0,86603 
Aren? Ge iRtang. 2 c0s.120° ° 64—25c00:.60° 64—23.0,5 
== (,42040 — tang. 22°, 48°, ober tang. 202°,48. Hiernach folgen = 11°,24°‘ 
und 101°, 24° als Neigungswinfel von zwei freien Aren gegen vie Seite AB. 
Die dritte freie Are fteht auf der Ebene des Parallelogrammes rechtwinkelig. 
Diefe Winkel beftimmen auch die freien Axen eines geraden Parallelepipedes mit 
thombotvalen Grundflaͤchen. 


Drittes Sapitel. 


Bon den Wirkungen der Schwerkraft bei Bewe⸗ 
gungen auf vorgefchriebenen Wegen. . 


$. 254. Ein fohwerer Köıper kann auf mancherlei Weife verhindertesie anne. 
werben, frei zu fallen, betrachten wir indeflen im Folgenden nur zwei 
Faͤlle, nämlich den Fall, wenn der Körper von einer geneigten Ebene ut: 
terftügt wird, und den Kall, wenn er um eine horizontale Are drehbar ifl. 
An beiden Fällen find die Wege des Körpers in einer Vertikalebene ent 


352 Vierter Abſchnitt. Drittes Kapitel. 


Ehe @vem. halten. Befindet fich der Körper auf einer geneigten Ebene, fo zerlegt 
ſich das Gewicht deffelben in zwei Geitenkräfte, von denen die eine nor⸗ 
mal gegen die Ebene gerichtet ift und von biefer aufgenommen wird, und 
die andere parallel zur Ebene und auf den Körper als bewegende Kraft 

Fig. 358. wirkt. Iſt G das Gewicht bes 

Körpers ABCD, Fig. 358, und « 

die Neigung der fchiefen Ebene 

FÄR gegen ben Horizont, fo bat 

man nad) $. 134 jenen Normals 

druck: N=G cos. «, und biefe 
bewegende Kraft P = G sın. «. 

Die Bewegung des Körpers kann 

nun entweder gleitend oder waͤlzend 

fein; berüdfichtigen wir zunaͤchſt nur die erftere. In diefem Kalle neb: 
mensalle Theile des Körpers gleichen Antheil an der Bewegung bes Kör: 
pers, und haben daher auch eine gemeinfchaftliche Acceleration p, die ſich 
durch die bekannte Formel: 
Kraft P Gesina 
= fe "MT TG I in a 

ergiebt. Es ft afop:ıg—= sine: 1, d. h. Die Befhleunigung 

eines Körpers auf der fhiefen Ebene verhält fih zur Be: 

fhleunigung des freien Falles wie ber Sinus des Fall— 
winkels der fhiefen Ebene zu Eins. Wegen ber hinzutretenden 

Reibung gemährt aber diefe Formel felten hinreichende Genauigkeit; es ift 

daher nothwendig, in vielen Ban der Anwendung auch auf diefe Ruͤck⸗ 

fiht zu nehmen. 





Bewegt fich ein Körper auf einer Brummen Flaͤche, fo ift die Accelera⸗ 
tion veränderlih und an jeder Stelle gleich der Acceleration, welche der 
Berührungsebene an die krumme Flaͤche entfpricht. 


$. 255. Gleitet ein Körper mit der Anfangsgeſchwindigkeit Null auf 
einer geneigten Ebene ohne Reibung herab, fo ift nah $. 10 die End» 
gefhwindigkeit nach ? Secunden: v = gsin.a. = 31,25 sin.«. t Fuß, 
und der zurädgelegte Raum s—= 9 sin.a.2 = 15,625 Sin. . Fuß. 
Beim freien Fall ift v, = gi und s, = Y,gl, «6 läßt fich daher fegen: 
ve: — 8: 81 = sn.a0:1,d. h. es verhalten fi die Endge⸗ 
ſchwindigkeit und der Raum beim Fallen auf der fchiefen 
Ebene zurEndgefhwindigkeit und dem Raume beim freien 
Sallen, wie der Sinus des Neigungswinkels der fchiefen 
Ebene zur Einheit. 
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Sn dem rechtwinkeligen Dreiede FCH, Fig. 359, mit vertifaler Hy:egiere zten.. 
potenufe FG ift die Kathete FH = FG sin. FGH = FG . sin. FHR 
— FG sin. a, wenn « die Neigung diefer Kathete gegen den Horizont 
bezeichnet; e8 ift daher FH: FG = sin.a : 1, und es durchläuft ein 
Körper die vertifale Hypotenuſe FG und die geneigte Kathete FI in ei: 
nee und bderfelben Zeit. Eagläßt ſich hiernach zum Fallraum auf ber 
fchiefen Ebene der entfprechende Raum des freien Falles, und zu dem letz⸗ 


Sig. 359 Fig. 360. 





tern der erfiere durch Gonftruction finden. Da die auf dem Durchmeffer 
FG, $ig. 360, ftehenden Peripheriewintet FA,G, FA,G u. f. w. lauter 
rechte find, fo fehneidet ber Halbkreis über FG von allen in F anfangen: 
den fchiefen Ebenen die mit dem Durchmeffer und deshalb auch unter fich 
in gleichen Zeiten burchlaufenen Räume FF, FB, u. f.w. ab. Man 
fagt daher: die Sehnen eines Kreifes und der Durchmeſſer 
dDeffelben werden gleichzeitig oder ifohron durchfallen. 
Uebrigens gilt diefer Ifochronismus nicht allein für die Sehnen FH. 
FR, u. f. w., welche im hoͤchſten Punkte F des Kreifes anfangen, fon: 
dern auch für Die Sehnen X,G, K,G u. f. w., welche in dem unterften 
Punkte G beffelden auslaufen, denn es laffen fih duch F Sehnen FÄ,, 
FK, u. f. w. ziehen, welche mit den Sehnen GH, , GH, u. f. w. gleiche 
Lage und gleiche Länge haben. 


v2 v? — 
§. 256. Aus ber Sleihung s = 2p = 29. sın.a folgt s sin. « 
2 
= und umgekehrt v = Y2gssin.a. Nun ift aber s sin. « die 
Fig. 361. Höhe FR der ſchiefen Ebene oder die Ver: 


tifalprojection 5, des Weges FF, = Ss auf 
derfelben;" es find daher die Endgeſchwindig⸗ 
| feiten von Körpern, welche mit Null An: 
fangsgefchwindigkeit von verfchieden geneig- 
ten, gleich hohen Ebenen FA, FA,u.f. w., 
Sig. 361, herabfallen, unter ſich gleich und 
MWeisbach’s Mechanik. te Aufl. I. Bd. 23 
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Schiefe ebene. auch gleich ber Geſchwindigkeit, welche ein Körper erlangt, wenn er von 
der Höhe FR diefer Ebenen frei herabfaͤllt 
Aus der Gleichung s = zo. @.12 folgt die . für die Zeit: 


eye van _ VC a 
gsn.a sin. sın.a 


Für den freien Fall durch die Höhe FR ift — die Zeit 4, — \ /2FR Ar 


e8 folgt demnach 4: , =1:sin.a= FR:FH,; e8 verhält nz 
alfo die Zeit des Fallens auf der fhiefen Ebene zur Beit 
des freien Falles von der Höhe diefer Ebene wie die Länge 
zur Höhe der ſchiefen Ebene. 


Fig. 362. Beifptele. 1) Bon einer ſchiefen Ebene 
— FH, Fig. 362, if der Anfangspunkt F gegeben 
und der Endpunkt H in einer gegebenen Linie 
AB fo zu beflimmen, daß ber Fall auf diefer 
Ebene in der Fürzeften Zeit erfolge. Zieht man 
durch FF die Horizontale FG bis zum Durd: 
(hnitt mit AB, und mat man GH = GF, fo 
erhält man in H den gefuhten Bunft, und alſo 
in FH die Ebene der kürzeſten Fallzeit; denn führt 
man buch F und H einen ih an FG und FH 
tangential anlegenden Kreis, fo find defien iſo⸗ 
hron durdlaufene Sehnen FR, FR, u. f. w. 
kürzer ale die Längen FH,, FH, u. f. w. Wer 
entfprechenden fhiefen Ebenen, es ift folglich auch 
die Ballzeit für jene Sehnen Fleiner, als für diefe 
Längen, und die Kallzeit für die ſchiefe Ebene FH, 
welche mit einer Sehne zufammenfällt, die fürzefte. 
2) Man fol die Neigung derjenigen ſchiefen Ebene 
FH,, Fig. 363, angeben, von welder ein Körper 
in berfelben Zeit Herabfällt, als wenn er erft von 
der Höhe FR frei herabdfiele und dann mit ber 
erlangten Gefchwindigfeit horizontal bie H, fort⸗ 
ginge. Die Zeit zum Herabfallen von der fenf: 


rechten Höhe FRR= 5 iſt iı = vn und die erlangte Gefchwindigfeit in 














Rite = V2gs. Tritt nun beim Uebergange aus ber vertifalen Bewegung 
in die horizontale kein Gefchwindigfeitsverluf ein, was erfolgt, wenn die Ccke R 
abgerundet ift, fo wird der Weg RH, = sı cotg.« gleihförmig und in ber Zeit 


— _ Y gotg.m ve u burchlaufen. Die Fallzeit 
x v295 g 


für die ſchiefe Ebene if + = 


v1 Er 








— * — ſetzen wir daher = 4 +14, 


fo erhalten wir die Beſtimmungsgleichung Zn — 1+) cotg.a, beren Aufs 
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loͤſung auf tang.a — %, führt. In der enifprechenden ſchiefen Ebene verhältegiete eben. 


ſich hiernach die Höhe zur Baſis zur Länge wie 3 zu 4 zu 5, und es ift ber 
Peigungswintel & = 36°,52°,11“. 3) Bei einer ſchiefen Ebene von ber gege⸗ 
benen Bafls a ift die Zeit zum Herabgleiten: 


F 3 _ _x/ 2a _ V a 
— gsin.a gsin.aco.a gsin.2a ’ 


fie fällt daher am Eleinften aus, wenn sin.2a am größten, d. i. = 1, ulfo 
20° = M°, oder a’ = 45° if. Von Dächern mit 45° Neigung fließt daher 
das Wafler in der Fürzeflen Zeit herab. 
$. 257. Geht die Bewegung auf einer fchiefen Ebene mit einer ges 
wiffen Anfangsgefhmwindigkeit c vor fih, fo hat man die in $. 13 und 
$. 14 gefundenen Formeln in Anwendung zu bringen. Hiernach iſt für 
einen auf der fchiefen Ebene hinauffteigenden Körper die Endgefchmwindigkeit 
v — c— gsin.a.t, und der zurüdgelegte Weg 5 — ct-—-\,gsin.a. 12; 
dagegen für den von ber fchiefen Ebene herabfinkenden Körper 
v=c+gsan.e.tunds=ci+!Wgsina.. 
Mebrigens gilt in beiden Fällen der Bewegung die Formel: 
— v2— ce? v2 — ec? 2 0 @& 
D 298sin. « 29 7 29 29 
Es ift alfo ſtets die Wertilatprojection (ssin.a) des auf der 
fhiefen Ebene zurädgelegten Weges (s) gleich der Diffe- 
renz der Geſchwindigkeitshoͤhen. 
Kig. 364. Stoßen zmei fchiefe Ebenen FG O und 
un GHR, Figur 364, in einer abgerundeten 
Kante an einander, fo findet beim Uebergang 
des fallenden Körpers von der einen Ebene 
zur andern fein Stoß, und deshalb auch kein 
Geſchwindigkeitsverluſt flatt; es gilt deshalb 
auch für das Herabfallen eines Körpers von 
diefer Verbindung zweier Ebenen die Regel: 
Fallhoͤhe (FR) gleich Differenz der 
Geſchwindigkeitshoͤhen. Uebrigens ift leicht zu ermeffen, daß diefe 
Megel auch bei dem Sinken und Steigen auf einer derartigen Verbindung 
von beliebig vielen Ebenen, und beim Fallen und Auffteigen auf krummen 
Linien ober Flaͤchen ihre Richtigkeit behält (vergl. $. 82). 

Beifpiele 1) Ein Körper fleigt mit 21 Fuß Anfangsgefchwindigfeit auf 
einer ſchiefen Ebene von 22° Neigung hinauf, wie groß ift feine Geſchwindigkeit 
und fein zurüdgelegter Weg nad 1, Secunde? Ges ift die Geſchwindigkeit 
e—= 21 — 31,25 . sin. 22°. 1,5 = 21 — 31,25 . 0,3746 . 1,5 = 21 — 17,56 
— 3,44 Fuß, und der Weg 
c+e „21434 ,„ _ 244.3 

2 2 4 


8 “ 








— 1833 Buß. 
2) Wie Hoch fteigt ein Körper mit 36 Zuß Anfangegefchtwindigkeit auf der ſchie⸗ 
23* 


s == 
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Edufe etene.fen Ebene von 48° Anfleigen? Es ift die ſenkrechte Höhe s, — 5 == 0,016. v* 
= 0,016. 362 — 20,736 Fuß, daher der ganze Weg auf der ſchiefen Ebene: 
Ä 20,736 i 
—E — = Zuge = 27,903 Buß. Die hierzu nöthige Zeit iR: 
2.s 2.27.9003 27,903 
—E a genen 1,599 Secunden. 





$. 258. Die gleitende Reibung übt einen bedeutenden Einfluß auf 
das Fallen und Steigen eines Körpers auf einer fchiefen Ebene aus. 
Aus dem Gewichte GT des Körpers und aus dem Neigungswinkel « der 
fchiefen Ebene folgt der Normaldrud N = G cos. &, und hieraus wie» 
der die Reibung = PN = 9G cos. a. Subtrahirt man diefe von 
der Kraft P= G sin. @, mit welcher die Schwerkraft den Körper von 
der fchiefen Ebene herabtreibt, fo bleibt die beregende Kraft = G sin. & 
— ꝓ G cos. &, und es ergiebt ſich die Befchleunigung des von der ſchie⸗ 
fen Ebene herabfintenden Körpers: 
Kraft G sin. « — pr cos. 
= Daffe — (ren gran ) g = (sn.a— PCos.a) g. 
Bei einem auf der fhiefen Ebene hinauffteigenden Körper ift die bewe⸗ 
gende Kraft negativ und — G Sin. + @ .G cos. «, daher audy die 
Acceleration p negativ und = — (sin. @ + @P cos. a) 9. 
Fig. 365. Sind zwei auf verfchiedenen Ebenen 
| FG und FH, $ig. 365, befindliche Koͤr⸗ 
per durch eine über eine Reitrolle C gelegte, 
volllommen biegfame Schnur mit einan= 
der verbunden, fo ift e8 möglich, daß der 
eine von beiden Körpern finft und den 
andern mit emporzieht. Bezeichnen wir 
— - die Gewichte diefer Körper durch G und 
G,, und bie Neigungswintel der fchiefen Ebenen, auf welchen diefelben 
fortgleiten, duch & und @,, und nehmen wir an, daß Gr finte und G, 
mit emporziebe, fo erhalten wir als bewegende Kraft: 
G sin.e — G, sin.a, — PG cos. — p G, 008.0, —=G (sin.a — ꝙ cos.«) 


— G, (sin.a, +9 cos.a,), und als bewegte Maffe = Gi; daher 


die Acceleration, mit welcher G ſinkt und (r, fteigt: 
G (sin.« — 9 cos.a) — G,(sin. a, +9 cos.c,) 
Pi a 
Da die Reibung als widerftehende Kraft keine Bewegung erzeugen kann, 
fo ift für das Sinken von G und Steigen von Gr, nöthig, daß 
G (Ein. æ — ꝙ cos.) > G, (sin.a, + Pcos.«,), alfo 











Bon den Wirkungen der Schwerkraft bei Bewegungen auf vorgefchr. Wegen. 357 


G sin.a, + Pcos.a,. 
G, sın.a — ꝙ cos. iſt. Soll hingegen G, finten und G mit er Ebene. 
sın.a + P cos. 


- . oder 
Sn. — PCOS.ı, 


emporzieben, fo muß fein: a > 

G < sın.a, — 9 cos. 
G, "sin. + 9 cos. «a 
sin. æ — ꝙ cos. sin.@-+@cos. & j 

Neibung alle Bewegung verhindern. 


So lange aber innerhalb ber Grenzen 
1 


Beifpiele. 1) Ein Schlitten gleitet auf einer 150 Fuß langen und 
20 Grad fallenden Schneebahn. herab und gebt, unten angefommen, auf einer 
horizontalen Schneebahn fort, bis ihn die Reibung in Ruhe verfept. Wenn nun 
der Goefficient der Reibung zwifhen Schnee und Schlitten = 0,03 ifl, welchen 
Weg wird der Schlitten, ohne Rüdfiht auf den Widerfland der Luft, auf der 
Horigontalen Ebene zurüdlegen? &6 if die Ncceleralion p = (sin.a— pcos.a)g 
== (sin. 20° — 0,03 . cos. 20) . 31,25 = (0,3420 — 0,03 . 0,9397) . 31,25 
== 0,3138.31,25 — 9,806 Fuß, daher die Endgefchwindigfeit des Herabgleitene: 
.—= Y2s = V2.9806.150 — YV2918 = 5424 Buß. Auf der 
Horizontalen Ebene iR bie Acceleration y, = — og = — 0,03. 31,25 = 0,9375 Fuß, 





ve 28 _ , 

daher der Weg . 995 185 1569 Fuß. Die Zeit zum Herab 
3 2 

gleiten iſt ⸗ — * = on — 5,5 Secunden, und zum Bortgleiten 4 — — 

= — = 57,8 Secunden, daher die ganze Fahrzeit t, = 63,3 Secun⸗ 


Fia. 366 den = 1 Minute 3,3 Secunden. 2) Ein gefüllter Kübel 
8. OD. K, $ig. 366, mit 250 Pfd. Bruttogewicht foll durch ein 
ſenkrecht niederziehendes Gewicht G von 260 Pfo. auf 
einer fhiefen Ebene FH .von 70 Fuß Länge und 50° 
Neigung emporgezogen werben; welche Zeit wird dazu 
nöthig fein, wenn ber Goefficient der Reibung des Kür 
bels auf der Leitung 0,36 beträgt? Es ift die bewe⸗ 
gende Kraft — G — (sin. a -+ 9 cos. «) K — 260 
— (sin.50° + 0,36. cos. 50°).250 = 260 — 0,9974. 250 


— 10,6 Pfo.; baber die Beſchleunigung Part 





u⸗ 2: _, / 1% Pers 
2 = 0,0208 Fuß, ferner die Zeit’ = Vv > 0,0208 ” V 6731 


— 82,04 Secunden = 1 Minute 22 Secunden, und bie Endgeſchwindigkeit 


2 140 
= = == 7 zu 1,70 Fuß. 


6. 259. Bei einem von einer fchiefen Ebene herabrollenden Wagen mot %ı- 
wirkt vorzüglich die Arenteibung der Beſchleunigung entgegen; ift r dr rre 
Arens, und a der Rabhalbmeffer, fo beträgt bie Reibung: 


Moflende Bes 


wegumg. 


‚und die VBefchleunigung p = 
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Big. 367. pr NP 


1 - G cos. @, und daher die Be 





fhleunigung p = (sın.a — * cos. œ) 9. 


Waͤlzt ſich ein runder Körper AB, 3. B. 
ein Cylinder oder eine Kugel u. ſ. w., von 
einer ſchiefen Ebene FA, Fig. 367, herab, 
fo hat man es mit einer progreſſiven und drehenden Bewegung zugleich 
zu thun. In der Regel ift die Acceleration p bes Fortſchreitens gleich 
der Acceleration des Drehens ($. 156); fegen wir daher das Traͤgheits⸗ 
moment des ſich wälzenden Körpers — G!?, und den Halbmeffer CA 
des Wälzens = a, fo erhalten wir für die Kraft AK—K, mit welcher 
die Walze in Kolge des Eingreifens ihrer Theile in die Theile der fchiefen 


2 
Ebene in Umdrehung gefegt wird: A=p. . Nun wirkt aber die 


Kraft A der Kraft G sin. @ zum Herablaufen entgegen; es folgt daher 
die bewegende Kraft für die progreffive Bewegung = Gr sin. « — K, 
__ 9. Eliminirt man K aus 
beiden Gleihungen, fo erhält man Gp = Gg sin. « — Se p, folg: 


lich die gefuchte Acceleration: 





Bei einem fich wälzgenden homogenen Cylinder ift 2? = Y,a? ($.235), 


daher p = — 2 9 sin. a; bei einer Kugel aber ?=Y, a? 


($. 237), daher p = 1 — = %,gsin.a; es iſt alſo bei dem rollen⸗ 
5 
den Cylinder die Beſchleunigung nur %,, und bei ber rollenden Kugel 
nur mal fo groß, als bei einem ohne Reibung gleitenden Körper. 
Die Kraft des Drebens if: — 
— g sin. « GR Gesna 
— 2" ga a+R 
1+- 
a? 
So lange diefelbe Meiner ift, als bie gleitende Reibung p Gr cos.a, fo 
lange geht auch der Körper vollkommen waͤlzend von ber Ebene herab. 


Habe K>9G cos. a, d.i.tang. a (1 + E).e ift Die Reis 
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bung nicht mehr ausreichend, dem Körper eine der fortfchreitenden Ges Row Ve⸗ 
ſchwindigkeit gleiche Umdrehungsgefchmwindigßeit zu ertheilen; es iſt daher . 
Die Acceleration des Fortfchreitens wie bei der gleitenden Reibung: 
G sin.e — @ 6G cos.& | 
p= 5771 g = (sın.a — p cos.a) 9, 
und die der Umdrehung: 
pG cos.a a? 
P= GR 3 IP I 08. a 
Dei einem Wagen vom —— G mit Raͤdern vom Halbmeſſer a und 
dem Zrägheitömomente G, |? hat man: 


G.k G sin.a— pP G cos.a— K 
K=Pp Ta und P= —— — 9 > i. 
g (sin.a — 9 cos. @) 
— — 

14 Ga 


Beifpiele. 1) Ein belafteter Wagen von 3600 Pfd. Gewicht mit Rädern 
von 4 Fuß Höhe und 2000 Fußpf. Trägheltsmoment rollt von einer ſchiefen 
Gbene mit 12° Neigung herab, welches iſt feine Acceleration, wenn der Coeffi⸗ 
eient der Axenreibung — 0,15, und die Stärke der Radaren 3 Zoll beträgt ? 


Es if Gr _ 20 _ 3 — 010 unbp — 0,15. = 0,0094, 


baher bie gefuchte Beſchleunigung p = 3125 (in 12° — OR. 129 
' 


_ 31,25 (0,2079 — 0,0094 . 0,978) _ 31,25 .0,1987 — 54852 Buß. 2 Ni 


1,139 1,139 
welchen Kecelerationen rollt eine maiftve Walze von einer ſchiefen Ebene herab, 
deren Ballwinfel 40° beträgt? Iſt der Eoefflcient für die gleitende Reibung der 


Walze auf der Ebene — 0,24, fo hat man 9 (1 + =) = 024 (1 + 2) 
— 0,72; nun if aber tang. 40° — 0,839; es fällt daher ang. a größer ale 

o (1 + =) und bie Ncceleration der vollenden Bewegung Kleiner als die ber 
progreffiven Bewegung aus. Die lehtere iſt = (sin. a — m cos. a) g 
— (0,6428 — 0,24 . 0,7660) . 31.25 = 0,459. 31,25 = 14,34 Fuß, die erflere 
aber nur p, = 0,24 .2 . 31,25 cos. 40° = 15 . 0,766 = 11,49 Fuß. 

$. 260. Ein an einer horizontalen Are bängender Körper iſt im areierentel. 
Gleichgewichte, fo lange fein Schwerpunkt fentrecht unter der Are liegt; 
bringt man aber den Schwerpunkt aus der bie Are enthaltenden Vertikal 
ebene, und überläßt man ben Körper fich felbft, fo nimmt berfelbe eine 
fhwingende Bewegung (franz. und engl. oscillation), d. i. eine 
hin» und bergehende Bewegung im Kreife,. an. Im Allgemeinen heißt 





Kreinpeudel. 
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aber ein um eine horizontale Are fhwingender Körper ein Pendel 
(feanz. pendule: engl. pendulum). Iſt der ſchwingende Körper ein ma- 
terieller Punkt, und befteht die Verbindung beffelben mit der Umdrehungs⸗ 
are in einer gemichtslofen Linie, fo hat man es mit einem einfadhen 
oder mathematifchen Pendel (franz. und engl. p. simple) zu thun; 
befteht aber da8 Pendel in einem ausgedehnten Körper oder aus mehreren 
Körpern, fo heißt daffelbe ein zufammengefegtes, phyſiſches ober 
materielles Pendel (franz. p. compose, engl. composed p.). Ein 
foiche® Pendel laͤßt fih als eine feſte Verbindung von lauter einfachen, 
um eine gemeinfchaftliche Are ſchwingenden Pendeln anfehen. Das ein- 
fache Pendel ift nur ein eingebildetes, feine Annahme gewährt aber befon» 
dere Vortheile, meil es leicht ift, die Theorie der Bewegung des zufams 
mengefegten Pendelö auf die des einfachen Pendels zurüdzuführen. 


Fig. 368, Wird -das in C aufgehangene Pendel, 

— Fig. 368, aus feiner vertikalen Lage CM in 
die Lage CA gebraht und nun fi felbft 
uͤberlaſſen, ſo geht es vermöge feiner Schwere 
in einer befchleunigten Bewegung nach CM 
zuruͤck, und es kommt deffen Maſſe im tief: 
ften Punkte M mit einer Geſchwindigkeit v 


an, deren Höhe = der Fallhoͤhe DM gleich 


if. In Folge dieſer Geſchwindigkeit durch⸗ 
läuft e8 nun auf der andern Seite den Bogen MB = MA, und fteigt 
dabei wieder auf die Höhe DM. Von B aus fällt es von Neuem nad 
M und A zurüd, und fo geht es wiederholt im Kreisbogen AB bin und 
ber. Märe der MWiderftand der Luft und die Arenreibung ganz befeitigt, 
fo würde diefe ſchwingende Bewegung des Pendels ohne Ende fortgehen, 
weil aber dieſe Dinderniffe nie ganz mwegzubringen find, fo werden die 
Schwingungsbögen mit der Zeit immer Heiner und Eleiner, und es gebt 
das Pendel endlich zur Ruhe über. 


Die Bewegung des Pendels von A bis B nennt man einen Schwung 
oder Pendelſchlag (franz. und engl. oscillation), den Bogen AB ſelbſt 
aber den Ehwingungsbogen (franz. und engl. amplitude); der den 
halben Schwingungsbegen mefjende Winkel, um welchen ſich das Pendel 
zu beiden Seiten von ber Lothlinie CM entfernt, heißt der Elongas 
tionswinkel, Ausfhlagsmintel oder Ausſchlag ſchlechtweg. 
Die Zeit, in welcher das Pendel eine Oscillation macht, heißt endlich 
Schwingungszeit oder Schhwingungsdauer (franz. duree d’une 
oscillation; engl. Lime of oscillation). 
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Big. 369, $. 261. Wegen ber häufigen Anwen⸗ Enfesre 


dung der Pendel im praßtifchen Leben, 
namentlich bei Uhren, iſt es wichtig, Die 
Schwingungszeiten berfelben zu kennen; 
die Beſtimmung derfelben ift daher eine 
! Hauptaufgabe der Mechanik. Segen wir 
in der Abflcht, diefe Aufgabe zu loͤſen, bie 
Pendelläinge AC= MC = r, $ig. 369, 
und die einem ganzen Schwunge ent: 
fpredyende Falls oder Steighöhe MD=h. 
Nehmen wir nun an, daß das Pendel von 

j A nad G gefallen fei, und fegen wir die 
diefer Bewegung entfprechende Kallböhe DA = x, fo können wir die 


erlangte Geſchwindigkeit — Y 2 90 und das Zeittheilhen, innerhalb 
GK GK 
deffen der MWegtheil GA durchlaufen wird, T = — egen. 


Befchreiben wir nun aus der Mitte O von MD = h, und mit dem 
Halbmefir OM=OD=Y,h einen Halbkreis MND, fo innen mir von 
diefem einen Bogentheil NP angeben, welcher mit GK gleiche Höhe PQ 
—= KL = RH hat und in einfacher Beziehung zu diefem Wegtheile GK 


ſteht. Wegen ber Aehnlichkeit der Dreiecke GKL und CGH ift —— — 








*55 und megen dee Aehnlichkeit der Dreiecke NPO und ONMH iſt 


Po” nn; dividiren wir daher dieſe beiden Proportionen durch eins 


ander und berüdficktigen wir, daß KL == PO ift, fo erhalten wir das. 


; ...GK _ CG.NH 
Verhaͤltniß der genannten Bogentheile: NP = CHoN Der Lehre 


vom Kreife, und insbefondere dem Theorem von der mittleren Proportios 

nallinie zufolge ift aber GA®—= MH (2CM— MH) und NR—=MH.DH, 

es folgt daher ni — __CG.vDB ____ ry® 
ON.V2CM—MH YhaVar— (h— a) 


und bie Zeit zum Durchlaufen eines Wegelementes: 
rVo NP 2r 
= h/Or— (ha) — 5 NP 
ahVar—(h—a) V2gr hvV2gler—h—a)] 
— r NP 


Einfaches 
Pendel. 
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In den meiſten Faͤllen der Anwendung geſtattet man ‚dem Pendel nur 


einen Eleinen Ausſchlag, und es ift deshalb > 2 ‚ fomie > — , md alfo aud) 


ni eine fo Meine Größe, u wir fie, ſowie ihre potmien, außer Acht 


laffen, und nunr = F P regen Eönnen. Die Dauer eines hal- 


ben Schwunges, oder bie Zeit, innerhalb weldyer das Pendel den Bogen 
AM zuruͤcklegt, ift gleich der Summe aller den Elementen GK oder NP 


entfprechenden Zeittheilchen, oder, da * v: ein conflanter Factor 


ift, gleich V mal Summe aller, den Halbkreis DNM bildenden 


Elemente, db. i. — IV I ma Halbkreis (=) fetbft, alfo 


VE 2 


Dieſelbe Zeit braucht aber nd das Pendel beim Aufiteigen, well bier 
die Geſchwindigkeiten diefelben und nur in der Richtung entgegengefegt vors 
kommen, und deshalb ift denn eine ganze Schwingungsdauer boppelt fo groß, 

v.i.t=n I 


9 


$. 262*). Um die Schwingungsdauer mit größerer Genauigkeit zu bes 
ſtimmen, was bei größeren Schwingungswinteln nothwendig ift, verwan⸗ 


deln wir den Austeud: 





=>; = or y * indie Reihe 
* — 
— 27 
* 


1+%. — + Y- +. 
fo daß mir die Zeit far ein eine 


r=di= |: +. = n —FLy. * +. vor —— erhalten. 
Segen wir den Gentriwintel DON == pP, alfo den N —=DO.9 


u} fo erhalten wir das Bogenelement NP = Y%,hdp und bie Höhe 


MH —=h—x MO—- HO 2 + . c08.9 = (1-+cos.p) = 
daher das Zeitelement 
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d= [1+%. (1408.97 " HYli+00s. er(z )+ V:# 2 Einfagıe 
Nun ift aber 
(1+ c08.p?=1+ 2c008.9 + (cos. p?=1+2c0s.9 + 


—=%+t2cos.p +1,c0s.29, und 
Sdy=p, 
[ cos. dp = sin.Y, und 
S c08.2pdp = 1, S c0s.2pd(2p) = Yısin.2p; 
(f. anatptifche Huͤlfslehren, Art. 20), daher folgt die Zeit zum Ducchlaufen 
des Bogens AK: 


day VI -/l Shen gt 1r +14 cos. (2) +. 1% 


= :[9+% (p+sin. —* nr ryp+2SIn. pt Ysin. 20 (2.) +. | 


Die Zeit zum Durclaufen 7 Bogens AM iſt, da bir = x und 
sin. 2 = 0 wird: 


n=4yVZali+n + (£ +4. ] 
h 1.3\2 /h\ 2 r 
-[+w.2+@)G + 135 


Da die Gefchwindigkeit beim Steigen auf der andern Seite genau fo 
abnimmt, wie fie beim Durchfallen ber Bogenhälfte AM waͤchſt, fo ift 


die Zeit zum Durchlaufen des ganzen Bogens, oder bie fogenannte Schwin- 
gungsbauer: 


== ı ++ ; =) G- )+ (5) G)* + |r VE 


Schwingt das Pendel im Halbkreife, fo bat manh=r, und * 
die Sqmingungezeit; 


lit tt an + )aVz= 1180 vn 


In den meiften Källen dee Anwendung ift der Schwingungsbogen viel 
feiner als der Halbkreis, und die Formel 


Ii= (1 + —) Vi hinreichend genau. 


Aus dem Elongationswinkel & folgt cos. « —= * =1 — *. alſo 


14 c0os. 2 ꝙ 
2 


h h 1 — cos.« . @\? 
—=1-—cos.a, und daher = Y: =—0- Y% (sin 3) 


Einfahrt 
Pendel. 
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es läßt ſich folglich biermach die einem gegebenen Elongationswinkel ent: 
fprechende Gorrection der Schwingungszeit finden. Iſt z. DB. diefer Win» 
15° 


tet = 15°, fo hat man — 1), (sin. > — 0,00426 , bagegen 
h 


für @ = 5), 3, 7 0,00047; bei dem legten Elongationswinkel ift 


alfo die Schwingungsbauer ? = 1,00047 . x Vz 


"Man: kann alfo. bei einem Zueſu⸗. unter * ziemlich genau die 


Schwingungsdaue I = 7 Io — Vr r = 0,562 vr r fegen. 


9 rn 
6. 263. Da in der Formel t — u ve der Ausſchlagswinkel gar 


nicht vorkommt, fo folgt auch, daß die Duuer Heiner Pendelfhwingungen 
gar nicht von diefem Winkel abhängt, daß alfo verfchiedene, jedoch nicht 
weit ausfchlagende gleich lange Pendel ifochron ſchwingen oder gleiche 
Schwingungszeiten haben. Ein Pendel mit 4 Grad Ausfchlag hat alfo 
(faft) diefelbe Schwingungsdauer, als ein Pendel mit 1 Grab Ausfchlag. 


Vergleichen wir die Schmingungsdauer d mit der Zeit des freien Fal⸗ 
les, fo ftoßen wir auf af Folgendes. Die Zeit zum freien Fallen von der 


Höhe ri, — vs — daher iſt : =: V2; 


bie Zeit eines Denbelfhrunges bechäie fi) alfo zur Zeit, in welcher ein 
Körper von der Pendellänge frei herabfällt, wie die Ludolph’fche Zahl x 
zur Quadratwurzel aus 2. Die Zeit zum Durdfallen von Zr ift 


ya 2 vr, 


baber verhält fich auch die Shmingungsdauer zur Zeit des Sal: 
lens von der boppelten Pendellänge, wie z zu 2. 

Segen mir, die den Pendellängen r und r, entfprechenden Schwins 
gungszeiten & und Z,, fo erhalten wir 2:4, = vr : Vri; es verhals 
ten ſich alſo bei einer und derſelben Beſchleunigung der Schwere die 
Schmwingungsezeiten wie bie QDuabdratwurzeln aus ben 
Pendellängen. Iſt dagegen n die Zahl der Schwingungen, weldhe 
das eine Pendel in einer gemiffen Zeit, 3. B. in ber Minute, macht, und 
n, die Zahl, welche in derfelben Zeit vom andern Pendel gemacht werben, 





fo dat man !:, = Lin, daher umgekehrt n : n, = vr : Vr, 
1 
d.h. die Schwingungszahlen verhalten ſich umgekehrt, wie 
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die Quabdratwurzeln aus den Pendellängen. Das Amal fo 
lange Pendel giebt alfo die halbe Schwingungszahl. 

Ein Pendel heißt ein Secundenpenbel (franz. p. à seconde; 
engl. seconds pend.), menn feine Schwingungsdauer eine Secunde bes 


trägt. Segen wir in der Formel = Vz it = 4, fo befommen 
9 


wir die Länge des Secundenpendels r = I. für das preußifche Fuß— 


maaß r = 3,167 Fuß — 38 Zoll; für das Metermaaß aber 
r = 0,9938 Meter. 


Aus der Formel * x Vz r folgt durch Umkehrung g= ()r: 


es läßt ſich alfo hiernach aus der Länge r eines Pendels und aus der 
——— t deſſelben die Beſchleunigung der Schwere finden. 
Diefe Methode ift fogar einfacher und ſicherer, als die Anwendung ber 
Atwood’fchen Fallmaſchine. 

Anmerfung. Durch Pendelbeobachtungen bat man aud die Abnahme der 
Schwerkraft von ven Polen nad) dem Aequator zu nachgewiefen und deren Größe 
beftimmt. Diefe Abnahme hat ihren Grund in dem Binfluffe der Gentrifugal 
kraft, welche aus ber täglihen Umbrehung der Erde um ihre eigene Are ent» 
fpringt, und in der Zunahme der Erbhalbmeffer von den Polen nad) dem Aequa⸗ 
tor zu. Die Gentrifugalfraft vermindert z. B. im Nequator die Schwere um 
Yon ihres Werthes (6. 246), während fie unter den Polen felbft Null if. SA 
A die geographtiche Breite des Beobachtungsortes, fo hat man, Pendelbeobachtungen 
zufolge, an diefem Orte die Ncceleration der Schwere 

9 = 9,8056 (1—0,00259 cos. 2 $) 

in Metern, alfo unter dem Nequator, wo ß = 0, alfo cos. 28 = 1 iſt, 
9 = 98056 (1 — 0,00259) = 9,780 Meter, und unter den Polen, wo 4 —= 90°, 
alfo cos, 28 = cos. 180° — — 1 ifl, g = 9,8056 . 1,00259 = 9,831 Meter. 
Uebrigens iſt 9 auf Bergen und in Bruben Eleiner, als im Niveau des Meeres. 

$. 264. Man kann auf unendlich mannichfaltige Weife einen Körper 
in Schwingungen oder hin⸗ und hergehende Bewegungen verfegen, nennt 
wohl auch jeden in einem biefer Bemegungszuftände befindlichen Körper 
ein Pendel, und unterfcheidet hiernach verfchiedene Arten von Pendeln, 
wie 3. B. das Kreispendel, welches wir in Vorftehendem betrachtet 
baben, ferner das Cycloidenpendel, wo der Körper in Folge feiner 
Schwere in einem Gycloidenbogen bins und herſchwingt, ferner das Tor⸗ 
fionspendel, wo der Körper in Folge der Torſion eines Fadens oder 
Drahtes ſchwingt, u. f. w. Hier möge nur noch vom Cycloidenpen⸗ 
del die Rede ſein. 

Die Eycloide (fr. cycloide, engl. cyeloid) AD, Fig. 370 (a. f. S.), 
iſt eine Erumme Linie, welche von jebem Punkte A eines Kreifes APB 
befchrieben wird, der ſich auf einer geraden Linie BD waͤlzt. Hat fich 
diefer Erzeugungskreis um BB, = CC, fortgewälzt, ift er alfo in die 


@infachrt 
Vene. 


Eycloibe. 


Eycloite. 


Aycleidens 
pentel. 
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Loge A,B, gekommen, fo hat er fi aud um ben Bogen AP = A,P, 
— BB, == PP, gedreht, es ift folglich die irgend einer Abdfeiffe AM 
Big. 370. 





— 


entfprehende Ordinate MP, = Ordinate MP des Kreiſes plus Dres 
bungsbogen AP. Bei diefem Wälzen dreht fich der Erzeugungskreis um 
den jedesmaligen Beruͤhrungspunkt in der Grundlinie, fteht er alfo in 
A,B,, fo dreht er fih um B, und befchreibt dadurch das Bogenelement 
P,Q, der Cheloide; es ift folglich die Sehne B,P, die Richtung der Nor⸗ 
male, und die Sehne A,P, die der Tangente im Punkte P, der Cycloide. 
Die bis zur Ordinate OQ, reichende Verlängerung PO der Sehne AP 
ift auch gleih dem Cycloidenelemente PO, ; da ferner der Weg PR des 
Drehens gleich ift dem Wege RO des Fortfchreitens, fo ift PQ Grund» 
linie eines gleichfchenkeligen Dreiedes PRO: und gleich ber doppelten Linie 
PN, welche das Perpendilel AN abſchneidet; endlich ift aber PN die Dif: 
ferenz von zwei benachbarten Sehnen AR und AP, und folglich das 
Cycloidenelement P,Q, = ber doppelten Sehnendifferen; (AR— AP). 
Da die ftetig auf einander folgenden DBogenelemente zufammen einen 
ganzen Bogen AP, , und ebenfo die fämmtlichen Sehnendifferenzen die 
ganze Sehne AP ausmachen, fo iſt hiernach die Länge des Cycloidenbo⸗ 
gens AP, gleich dem Doppelten der ihm zugehörigen Kreisfehne AP. Der 
halben Cycloide AP,D entfpricht der Durchmeffer als Kreisfehne; es ift 
daher die Känge der halben Gpeloide gleich dem doppelten Durchmeffer bes 
Erzeugungstreifes. 
$. 265. Aus den im Vorſtehenden entdediten Eigenfchaften der Sy: 
Fig 371. eloide läßt fich nun die Theorie 
u; bes Cycloidenpendels, 
oder die Formel für die Zeit 
der Schwingung eines Kör 
vers in einem Gycloiden: 
bogen leicht entwideln. Es 
fet AKM, Sig. 371, die Hälfte 
"des Cyeloidenbogens, in mel: 
chem ein Körper fällt und 
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fteigt oder oscilliet, and ME fei der Erzeugungskreis, al CE=CM=r 


der Halbmeſſer deffelben. Hat ber Körper den Bogen AG durchlaufen, ift 
er alfo von der Höhe DI = x herabgefalln (vergl. 6. 261), fo hat er 
die Sefchwindigkeit v —= Y29x erlangt, mit weicher er das Bogen: 
element GÄ in der Zeit | 
_GK __6K 
u 298 
durchlaͤuft. Wegen der Achnlichkeit der Dreiede GLEK und FAM ift 


— 
u 





aber = a oder, da FM? = MH .ME. 
GE_VMB.ME _ = ME A megen ber Aehnlichkeit der Dreiecke NPQ 


und ONZ ift D=yH oder, ta NH? = MH . DH, 


50 P — DR SH Nun ift KL = PO, daher folgt durch Divifion 


GH __VME \MH.DH _ VHE_DH DH 
 vVMA ON 


oder, da ON die halbe Fallhoͤhe = 3 ‚ME=2rwwDH=x ik, 


GK N var 


— Gi — — Gen 








NP %Yh —— 
Setzt man nun GK = — NP in die Formel r = CK 
v2ge' 
fo erhält man: _ 
_ 2 Vers np Vr NP 
Oo v2ga.h” hYg 


Die Zeit des Sallens von A bis M ift nun die Summe aller Werthe 
von r, weiche man erhält, wenn man für NP nach und nach alle Theile 


des Halbkreifes DNM einführt, alfo — v= mal Halbkreis DAM 


(= h) fest. Auf diefe Weife erhält man die Zeit zum Durchfallen des Bogens 


AM, u, = Zh V av: und da bie Zeit des Steigens 


im Bogen MB ebenfo RR: ift, die Schwingungszeit oder Zeit zum Durch⸗ 


laufen des ganzen Bogens AUB: I=2,—=?2x x Ar 


Da bdiefe Größe ganz unabhängig tft von der Bogentänge, fo folgt, daß 
mathematifch genau die Schwingungszeiten für alle Bögen einer und der 


QAyefeiderts 
pendel. 
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Euctoitm. felben Cycloide gleich find, das Cycloidenpendel alfo vollkommen ifochron 


pendei. 


ſchwingt. Vergleichen wir dieſe Formel mit der Formel fuͤr die Schwin⸗ 
gungsdauer eines Kreispendels, ſo folgt, daß die Schwingungszeiten fuͤr 
beide Pendelarten einander gleich find, wenn die Länge des Kreispendels 
gleich ift dem vierfachen Halbmeffer von dem Erzeugungstreife bes Cycloi⸗ 
denpendel®. 
Fig. 372. Anmerfung Um einen an einem 
Ä * biegfamen Faden haͤngenden Körper in 
einem Cycloidenbogen fchwingen laflen zu 
können und dadurch ein Cycloidenpendel 
herzuſtellen, haͤngt man denſelben zwiſchen 
zwei Eycloibenbögen CO und CO,, ig 372, 
auf, fo daß fi der Faden bei jerem Nuss 
fhlage von dem einen Bogen ab» und auf 
den andern aufwidelt. Daß bei diefen 
Ab⸗ und Aufwideln des Fadens COP ver 
Enppuntt P vefielben eine ber gegebe: 
nen Cycloide gleihe Curve befchreibt, 
| daß alio die Evolvente der Cyeloide 
| eine gleiche Cycloide in umgefehrter Lage 





Aa, läßt ſich einfach fo darthun. Cr 
wie die Länge ber halben Cycloide COA = CD = 2AB iſt, ebenfo Hat man 
den Bogen OA = der abgewidelten Geraden OP; aber Bogen OA ift = 2 mal 
Schne AF—= 260, daher auch PG = GO = AF und HN = AE. Beſchreibt 
man nun über DH einen Halbfreis DKH, und zieht man die Ordinate NP, fc 
hat man AH=PG, und daher au) PK= GH —= AH — AG = AH — FO 
= Bog. AFB — Bog. AP = Boy. BF —= Bog. DK, und endlich die Drdi- 
nate NP = Kreisorbinate NK plus entfprechender Bogen DK, alfo NP Ordi- 
nate einer Gyeloide und DPA bie dem Grzeugungsfreife DEH entſprechende 
Cycloide. 

Ueber die Anwendung des Cycloidenpendels bei Uhren fiehe: Jahrbücher dee 
polytechn. Inftitutes in Wien. Band 20, Art. II. 


$. 266%). Es läßt fi mittels des höhern Calcuͤls nachweiſen, daß 
die Cycloide außer diefer Eigenfchaft des Iſochronismus ober Tau: 
tohronismus auh noch die des Brahpflohronismus befigt, 
daß fie nämlich diejenige Linie zwiſchen zwei gegebenen Punkten ift in 
welcher ein Körper in der Bürzeften Zeit von dem einen Punkte nach dem 
andern herabfällt. 

Der Beweis hierzu läßt fih, nah Iacob Bernoulli, auf folgende 
Weiſe führen. 

Es fei die relative Lage zweier Punkte A und B, Fig. 373, durch den 
vertitalen Abftand AB = a und ben horizontalen Abftand BC = d 
und die einer horizontalen Linie DE durch den vertilalen Abftand 
AD = h gegeben; man ſucht den Yuntt X, in welchem ein von A 
nad C fullender Körper die Linie DE durchfchneiden muß, um in ber 
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Fürzeften Zeit von A nah C zu gelangen. Komint der Körper im En om. 
A — pendei. 
Fig. 373 A mit der Geſchwindigkeit v an, 
u fo ift die Geſchwindigkeit in X, 
v, = Yv?+2gh; 
fegen wir nun voraus, daß die 
Punkte A, K und Ü einander un- 
endlich nahe liegen, oder daß a, 6 
und Ah fehr Bein freien gegen v, fo 
können wir auch annehmen, daß 
AK gleihförmig mit der Geſchwin⸗ 
digkeit v, und KC gleichfoͤrmig mit 
der Geſchwindigkeit durchlaufen 
werde, daß alſo die Zeit zum Durchfallen des Weges AKC: 


= —* + x ſei. 
1 
Setzen wir Dk =z, fo haben wir Ak:= VMö4 22 und 
KC= V(a—h)? + (5—2)?, und daher 
‚_ VRR, Veh +B=3 
9 Vor +2gh 


Diefe Zeit wird nun ein Minimum, wenn wir ihr erfles Differential: 
verhältniß, d. i. 








4 ee A nn Wr 
vVhr+z? Vor +2gh Vea—hr +(b—aR? 3 
— 
Nun iſt aber — = -4 = cos. AKD = cos.p m 


Be en nel cos.KCB = cos. 9p,, 
Vohr+0=e% CK 
wofern wir die Reigungswinkel der Wege AK und; ÄKC gegen den Horis 
zont mit ꝙ und, bezeichnen; daher erhalten wir ald Bedingungsgleichung 
08.9 __ C08., 
ve 0m. 

Segen wir bie den Gefchmwindigkeiten v und v, entfpeechenden Fallhoͤhen 
MA und NK= und y, alfov = Y2gy und v, = Y2gy,, "0 
geht unfere Gleichung in folgende 

608.9 __ 608.9, 
Vy VA 
über, und wenden wir nun unfern Fall — das Fallen in einer krumm⸗ 
linigen Bahn SAAC an, fo folgt hiernach, daß für jede Stelle in dieſer 
Weisbach's Mechanik. 2te Aufl. I. Sp. 24 
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C0S.p , 1 
Gateltene der Quotient Fir eine conflante Zahl, etwa — — iſt. 
Fig. 374. Dieſe Eigenſchaft entſpricht 
— aber einer Cycloide SG M, 
Sig. 374, denn es ift für ein 
MWegelement GK, 





— EVI. 

— EM Ir 

und daher TI FP j wobei r den Salbmeffer CM = CE des 
m ———, == 

y var i 


Erzeugungstreifes bezeichnet. 


Es ift alfo ein Sycloidenbogen SG, in welhem ein Körper 
in der fürzeften Zeit von einem Punkte S nad eineman: 
deren G berabfältt. 


% 


$. 267. Um die Schwingungszeit eines zuſam⸗ 
mengefegten Pendels ober irgend eines um eine ho: 
rizontale Are C fchwingenden Körpers AB, Fig. 375, 
zu finden, fuchen wir zunaͤchſt den Mittelpunft des 
Schwunges dr Schwingungspunkt (franz. 
centre d’oscillation; engl. center of oscillation), 
d. i. denjenigen Punkt A des Körpers auf, welcher, 
wenn er für fich allein um C ſchwingt oder ein 
mathematifhes Pendel ausmacht, diefelbe Schwin⸗ 
gungsdauer hat, als der ganze Körper. Man fieht 
feicht ein, daß es bdiefer Erklärung zufolge. mehrere Schwingungspunkte 
in einem Körper giebt; gewöhnlich meint man aber nur denjenigen von 
ihnen, welcher mit dem Schwerpunfte in einem und bdemfelben Perpen⸗ 
dikel zur Umbdrehungsare liegt. 

Aus dem veränderfihen Ausſchlagswinkel KCF == @ folgt die Be: 
fhleunigung des ifolirten Punktes X, = gsin.p, weil man ſich vorftel: 
len kann, daß berfelbe von einer fchiefen Ebene mit der Neigung KHR 
—KCF=p herabgleitet. Iſt aber Ha? das Traͤgheitsmoment des ganzen 
Körpers ober der Körperverbindung AB , Ms deſſen flatifhes Moment, 
d. i. das Product aus Maffe und aus dem Abftande CS = Ss ihres 
Schwerpunktes S von der Umbdrehungsare C, und r die Entfernung CK 


Bufanmene 
grfeßtes Pendel. 








BE _ u 
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des Schwingungspunftes X von ber Umdrehungsare oder die Länge des an 
einfachen Pendels, welches mit bem materiellen Pendel AB ifochron” 


2 
ſchwingt, fo hat man die auf Ä rebucirte Maſſe = und die bahin 


reducirte Umbrehungekraft= — Mm gsin. p; folglich, die Befchleunigung 


Kraft _ 8 Mr _ Msr 

= He -M gsın.Qp: = .g Sin. p. Damit diefes Pen⸗ 
dei mit dem maͤhematiſchen einer Schwingungsdauer habe, ift nöthig, 
daß beide an jeder Stelle ihrer Bewegung einerlei Befchleunigung befigen, 


daß alfo ud .gsn.p = gsin.@p fe. Diefe Gleichung giebt nun 
Ma? Traͤgheitsmoment 


zz —— 


Ms Starifhes Moment’ Man findet alfo die Entfer: 
nung des Schwingungspunftes vom Drehungspunkte, 
oder die Länge des einfahen Pendels, welches mit dem zu: 
fammengefegten gleihe Schwingungsdauer bat, wenn 
män das Trägheitsmoment des zufammengefegtenPenbels 
durch fein ſtatiſches Moment dividirt. 


Führt man diefen Werth von r in die Formel = x Vz fo erhätt 
man für die Schwingungsdauer eines zufammengefeßten Pendel⸗ die Formel 


t* az = VE oder genauer, —=(1 + 2) Vz 


Umgekehrt laͤßt fi aus der Schwingungsdauer eines aufgehängten Koͤr⸗ 
pers fein Traͤgheitsmoment finden, indem man fest: 


Ma? — (£) . Mgs oder a? — (£) g8. 


Big. 376. Beifpiele 1) Für eine gleichförmig dichte prismatifche Stange 
AB, Fig. 376, deren Drebpunft C um CA = I, und CB = IL, von 
den Enden A und B abfieht, Hat man das Trägheitsmonent nad 
$. 233: Ma! — Y F (4’+L°), und das flatifhe Moment Ms 
= Y Fi"), es ift daher die Länge des mathematifchen Ben- 

| 8 3 
dels, welches mit diefer Stange tfochron ſchwingt. r= n ⸗ rain‘ 
„ wenn I bie Summe 4 + },, und d die Differenz 4—L, 
bezeichnet. Sol diefe Stange halbe Secunden ſchlagen, fo hat man 
r Y. 2 = Y,.38 — 95 Soll, beiträgt aber die ganze Länge 


I der Stange 1230, fo ift zu feßen: 9,5 — Mi : ober 
21* 
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Bufammen. Big. 377. 19 — Sue 


gefegtes Pendel. — d’—19d=—48, es folgt daher d —= 3, und hieraus 





= = 9, — 7% Boll, und i - ZI Yaly 
Zoll. — Für ein Pendel mit kugelförmiger Linſe AB, Sig. 377, 
it, wenn @ das Gewiht und 3 die Länge CA der Stange oder 
des Kabens, dagegen K das Gewicht der Kugel und r, ihren Halb: 
meſſer MA = MB begeiänet: 
YGC+KGHn)®HYnN 


| —A— 

Wiegt nun der Draht 0,05 Be. die Kugel aber 1,5 Pf., iR fer: 
ner die Länge des Drahtes 1 Buß, und der Halbmeſſer der Kugel 
1,15 300, fo hat man die Entfernung des Schwingungspunftes biefes Pendels 


von der Drehungsaxe: 
— %.0,05.12°4+15.(13,15°4+%.1,15% _ 244260177 _ 262,577 
Y, .0,05.12+1,5. 13,15 0,3+19,725 20,025 


— 13,112 Zoll. Ohne Rüdfiht auf den Draht wäre r — Am 13,190 
[4 


Zoll; und die träge Maffe der Kugel, in ihrem Gentro angenommen, wäre 
r = 13,15 Soll. Die Schwingungszeit diefer Kugel if: 


13,112 — 
In V- = 0,562 _—7— =0562 V 1,0926... == 0,5874 Ser. 


$. 268. Der Aufhängepuntt und der Schwingungspunft eines mate> 
siellen Pendels find wechfelfeitig (franz. reciproque, engl. reciprocal), 
db. b. es kann der eine mit dem andern vertaufcht, alfo das Pendel im 
Schwingungspunkte aufgehangen werden, ohne daß die Schwingungszeit 
eine andere wird. Der Beweis diefes Satzes führt ſich mit Hälfe des 
Fig. 378. $. 231 auf folgende Weife. Iſt 7 das Zrägheitsmos 
ment des zufammengefegten Pendels AB, Fig. 378, 
| in Hinfiht auf eine Umdrehung um den Schwerpunft 
| S, fo hat man baffelbe für eine Umdrehung um die 
Are C, mwelhe um CS = 5 vom Schwerpunfte S 
abſteht, 7, = T + Ms?, und daher den Abftand des 

Schwingungspunktes K von der Drehungsare C: 

T T+M®_T 
Ar MW” M Ms 7 

Bezeichnet man nun ben Abftand AS=r — 5 bes 
Schwingungspunttes K vom Schwerpunkte buch s,, fo erhält man bie 


einfache Gleichung ss, = Eu in welcher s und s, auf gleiche Weife vors 


kommen, und daher auch mit einander vertaufeht werden können. Diefe 
Formel gilt alfo nicht allein für den Fall, wenn s ben Abftand des 
Drehungspunttes, und s, den des Schwingungspunttes von dem Schwer: 
punfte bezeichnet, fondern auch umgekehrt, wenn s ben Abftand des Schwin⸗ 





vo 








—— — — 
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gungepunftes, und 8, den des Drehungspunktes vom Schwerpunkte Zufammen. 

Big. 379. ausdrüdt, es wird alfo C zum Schwingungspuntte, wenn — 
als Aufhaͤngepunkt dient. Man benugt dieſe Eigenſchaft bei 
dem ſogenannten, zuerſt von Bohnenberger vorgeſchlagenen 
und ſpaͤter von Kater angewendeten Reverſionspendel 
AB, Fig. 379, welches mit amei ſchneidigen Axen C und A 
ausgeruͤſtet iſt, die fo gegen einander geftellt find, daß die 
Schwingungszeiten biefelben bleiben, das Pendel mag um bie 
eine ober um die andere Are fchwingen. Um nicht die Aren 
gegen einander verftellen zu müflen, werden noch zwei Raufge: 
wichte P und O angebracht, wovon das Kleinere durch eine feine 
Schraube geftellt werden kann. Hat man durch Verfchieben 
oder Einftellen diefer Laufgemwichte es dahin gebracht, daß bie 
Schwingungsdauer bdiefelbe ift, das Pendel mag in C oder in 
K aufhängen, fo befommt man in der Entfernung CK beider 
| Schneiden die Länge r bes einfachen Pendels, welches mit dem 
u Meverfionspenbel gleichzeitig ſchwingt, und man erhält nun bie 





Schwingungsdauer durd die Formel I — x V 2 


Big. 380. $. 269. Mitdem Schwingen eines Bis 

C u Dendels laͤßt ſich auch das Schaukeln 
| oder Wiegen eines Körpers mit mals 
zenförmigem Fuße vergleichen. Diefes 
Wiegen ift zwar, mie jede andere waͤl⸗ 
zende Bewegung, aus einer progreffis 
ven und einer Drehbeivegung zufams 
mengefegt, allein es läßt fi) auch an= 
nehmen, daß es aus einer einfachen 
Drehung mit veränderlicher Drehaxe beſtehe. Diefe Drehare ift aber der . 
Stuͤtzpunkt P, womit der fchaufeinde Körper ABC, Fig. 380, auf der 
horizontalen Bafis ZR auftuhet. Iſt der Halbmeffer CD = CP der 
walzenförmigen Bafis ADB —= r, und der Abftand CS des Schwer⸗ 
punktes des ganzen Körpers vom Mittelpunkte C dieſer Bafis S s, fo 
bat man für die dem Drehungswinkel SCP = @ entfprechende Entfer: 
nung SP = y des Schwerpunttes vom Drehungspunkte: 


Yy=r+8s — 27r85c08.9 = (r—s)? + Ars (sin. 





9 — 
2 
bezeichnen wir daher noch das Traͤgheitsmoment des ganzen Koͤrpers in 
Hinſicht auf den Schwerpunkt S durch Mk?, fo erhalten wir das Traͤg⸗ 
heitsmoment in Hinſicht auf den Stuͤtzpunkt P: 


Wiege. 
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T=M(R+yY)=M[R —- +Airs (sin —* 
wofuͤr bei Heinen Schwingungswinkeln = M[k? + (r—s)? + rsg?] 
oder gar nur M [k?2 + (r—5)?] gefegt werden kann. Da nun das 
Kraftmoment = G.SN = Mg.CSsin.p = Mygssin. p ift, fo 
folgt die Winkelacceleration für bie Drehung um P: 

Kraftmommt Mgs sin. ꝙ s sin. ꝙ 

Fragheits moment M [k? + —— 2 +-(r— 5)? 


Beim einfachen Pendel ift diefelbg — g ” 2, wenn r, deſſen Länge 
2 1 
bezeichnet; follen daher beide ifochron ſchwingen, fo muß fein: 





gssin.y_ , gsin.p bi _ P+t-s? 
Ber r, 8 


Die Schwingungszeit der Wiege ift — 


— V wer a . 


Big. 381. Diefe Theorie laͤßt ſich aud auf ein Pendel AB, Fig. 381, 

> mit abgerundeter Umbrehungsare CM anwenden, wenn mar 
flatt r den Krümmungshalbmeffer CM der Are einführt. 
Wäre flatt der runden Are eine ſchneidige Are D angebracht, 
fo würde die Schwingungszeit 


__‚/BEHDB RB +6 
u=n 9.D5 =zx Ted 


betragen, mofern bie Entfernung CD ber Schneide vom 
Mittelpunkte der runden Are durch © bezeichnet wird. Beide 
Dendel haben nun gleihe Schwingungszeiten, wenn 
RRr+(s—aN%__R+(r—8)? k2 e+r 





— ‚ — — = — —?2r 
s— X 8 s—ı 8 
iſt. Schreiben wir * = * 4 La annähernd, und vernachläffigen 
276* 





i r i = i 
wie r?, fo erhalten wir d SR 

Anmerfung. Bon dem conifhen Pendel if unter dem Artikel »Regu: 
lator« im dritten Theile die Nebe. 

Im Anhang zu diefem Bande wird von den fhwingenden Bewegungen aus 
führlich gehandelt. 
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Viertes Kapitel. 


Die Lehre vom Stoße. 


$. 270. -Vermöge der Unducchdringlichleit der Materie können zwei 
Körper gleichzeitig nicht einen und denfelben Raum einnehmen. Kommen 
aber zwei bewegte Körper fo mit einander in Berührung, daß einer in 
den Raum bes andern einzubringen fucht, fo findet eine Wechſelwirkung 
zwifchen beiden ftatt, welche eine Veränderung in den Bewegungszuftänden 
diefer Körper zur Folge bat. Diefe Wechſelwirkung ift ed, welche man 
Stoß (franz. choc; engl. impact, collision) nennt. 
Die Berhältniffe des Stoßes hängen zunädft von dem Gefege der 
Gleichheit der Wirkung und Gegenwirkung (6. 62) ab; waͤh⸗ 
Fig. 382. | rend des Stoßes druͤckt der eine 
Körper genau ebenfo ſtark auf 
den andern, wie diefer in ent: 
gegengefegter Richtung auf je: 
nen. Die gerade Linie, welche 
wintelrecht auf den Klächen 





Körper berühren, und dur) 
ei den Beruͤhrungspunkt felbft 
geht, ift die Richtung der Stoßkraft. Befinden ſich die Schwerpunfte 
beider Körper in diefer Linie, fo beißt der Stoß ein centrifcheg oder 
Centralſtoß, außerdem aber ein ercentrifher Stoß. Die Körper 
A und B in Fig. 382 geben einen centrifhen Stoß, weil ihre Schwer: 
puntte S, und S, in der Normale NN zur Berührungsebene DE liegen; 
Fig. 383. von den Körpern A und B in Fig. 383 ftößt 
A centrifh und B ercentrifch, weil S, in, und 
S, außerhalb der Normallinie NN befind: 
lich ift. 

In Hinfiht auf die Bewegungsrichtung 
unterfcheidet man den geraden Stoß (franz. 
choc direct; engl. direct impact) und den 
[hiefen Stoß (franz. choc oblique; engl. 
oblique impact) von einander. Beim gera: 
den Stoße fällt die Bewegungsrichtung in die 





fteht, in welchen fidy beide 


Stoß 
überbaupt. 








Stoſi 
Überhaupt. 
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Stoßlinie, beim fchiefen Stoße findet aber 
eine Abweichung zwifchen beiden Rich⸗ 
tungen ftatt. Bewegen fi 3. B. die 
Körper A und B Fig. 384 in Rich⸗ 
tungen S,C, und S,C,, welche von ber 
Normalen oder Stoßiinie NN abmei- 
chen, fo finder ein fhiefer Stoß ſtatt, 
während derfelbe ein gerader wäre, wenn 
|| diefe Bemegungsrichtungen mit NN zu: 

fammenfielen. 

Außerdem unterfcheidet man noch den Stoß freier Körper und den 
Stoß ganz oder theilweife unterfiägter Körper von einander. 

$. 271. Die Zeit während der Mittheilung oder Veränderung der Be: 
mwegung durch den Anftoß ift zwar fehr Hein, aber keineswegs unendlich 
ein; fie hängt, fowie die Stoßkraft felbft, von Maſſe, Geſchwindigkeit 
und Elafticität der zum Stoße gelangenden Körper ab. Man kann diefe 
Zeit aus zroei Perioden beftehend annehmen. In der erften Periode druͤcken 
die Körper einander zufammen und in der zweiten dehnen ſich diefelben ganz 
oder zum Theil wieder aus. Durch das Zufammendrüden wird die Ela 
flieität in Wirkſamkeit geſetzt, welche ſich mit der Traͤgheit in's Gleich⸗ 
gewicht ſetzt und eben dadurch den Bewegungszuſtand der zuſammenſtoßen⸗ 
den Koͤrper veraͤndert. Wird bei dem Zuſammendruͤcken die Elaſticitaͤts⸗ 
grenze nicht uͤberſchritten, ſo geht der Koͤrper am Ende des Stoßes in 
ſeine vorige Geſtalt vollkommen zuruͤck, und dann nennen wir den Koͤrper 
einen vollkommen elaſtiſchen; nimmt aber der Körper am Ende 
des Stoßes feine vorige Form nicht vollftändig wieder an, fo nennen wir 
den Körper un vollkommen elaftifch, und behält endlich der Körper die 
durchdas Marimum des Zufammendrüdens erhaltene Form, befigt er alfo 
gar kein Beſtreben zum Ausdehnen, fo nennen wir den Körper einen un: 
elaftifhen. ebenfalls ift aber diefe Eintheilung nur in Beziehung 
auf eine geriffe Stärke des Stoßes al6 richtig anzunehmen; denn es ift 
möglich, daß ein und derfelbe Körper bei einem ſchwachen Stoße ſich noch 
elaftifch und bei einem ſtarken Stoße unelaftifch zeigt. Streng genommen 
giebt es aber weder einen vollkommen elaftifchen , noch einen vollkommen 
unelaftifchen Körper; doch nennen wir in der Kolge folche Körper elaftifche, 
welche ihre Geſtalt nach dem Stoße ziemlidy wieder berftellen, und diejeni: 
gen unelaftifche, weiche duch den Stoß bedeutende bleibende Kormverän: 
derungen erleiden (vergl. $. 183). 

In der praftifhen Mechanik werden die zum Stoße gelangenden Koͤr⸗ 
per, wie 3. B. Holz, Eifen u. f. w., in der Regel als unelaftifche ange: 
fehen, weil diefelten an und für ſich eine Beine Elafticität befigen und 
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durch Wiederholung der Stöße audy noch an Elaſticitaͤt verlieren. Uebri⸗ 
gene ift es eine wichtige Regel, Stöße bei Mafchinen und Bauwerken fo 
viel wie möglich zu vermeiden, oder zu mäßigen oder in elaflifche zu vers 
wandeln, weil durch dieſelben Erfhütterungen und große Abnugungen her: 
beigeführt werden und weil biefelben einen Theil der Leiftung der Maſchi⸗ 
nen confumiren. 
$. 272. Entwideln wir zunächft die Gefege des geraden Centralſtoßes Unter 
frei beweglicher Körper. Denken wir uns die Stoßzeit aus lauter gleichen 
Theilen z beftehend und nehmen wir 
Big — an, daß die Stoßkraft waͤhrend des 
erſten Zeittheilchens P,, während des 
zweiten P,., während des dritten P, 
fei u. ſ. w Iſt nun die Maffe des 
einen Körpers A (Fig.385) == M,. 
fo hat man die entfprechenden Acce⸗ 
lerationen: p, = Fi p — 
⸗ M,’ 2 M, ’ 





p= 1 u. ſ. w. Nach $. 19 iſt 


aber die einer Acceleration p und einem Zeitth ilchen 7 entſprechende Ges 
ſchwindigkeitsveraͤnderung: x — pr; «6 find daher für ben vorliegenden 


Hall die elementaren Geſchwindigkeitszu⸗ oder abnahmen: *— =, 
i 


P. 
%g = ı,; = — u. ſ. w., und es iſt die in einer gewiſſen end⸗ 
M, M, 


lichen Zeit erfolgte Geſchwindigkeitszu⸗ eder abnahme der Maſſe M,: 

su +r%+%+:-:=(A+PR+P)+--) w fowie die ent: 

fprechenbe Denen der Mafle B von der Größe M,: 
=(P +PR+PR+...) m 


BA dem folgenden oder floßenden Körper A wirkt die Stoßkraft der 
Geſchwindigkeit c, entgegen, es findet folglich hier eine Geſchwindigkeits⸗ 
abnahme flatt, und es ift die nach einer gewiſſen Zeit noch übrig blei⸗ 


bende Gefhwindigkeit dieſes Körpers: y — — (P+HPR+-.) — 


bei dem vorangehenden oder geſtoßenen Körper B hingegen wirkt die 
Stoßkraft in der Bewegungsrichtung, e8 erhält daher die Geſchwindigkeit 
c2 einen Zuwachs und e8 geht diefelbe in 


= +(P+PB+., 7 über. 
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Undofifge Eliminiren wir aus beiden Gleichungen (PR + P, + . .) », fo bleibt 


Ciafi 
2 


uns die allgemeine Formel: 
1. M, (c. - v) ⸗M, (v — 6). oder M, vi + M, vꝰ = Much + Mac 

Man bezeichnet wohl das Product aus Maſſe und Geſchwindigkeit 
eines Koͤrpers durch den Namen Bewegungsmoment (franz. quan- 
tité de mouvement; engl. momentum of body) und kann hiernach be—⸗ 
haupten: für jeden Augenblick der Stoßzeit iſt die Summe 
der Bemegungsmomente (Mo, + Map.) beider Körper eben: 
fo groß wie vor dem Stoße. 

Im Augenblicke des größten Zufammendrädene haben beide Körper 
einerlei Gefchwindigkeit v, fegen wir daher diefen Werth flatt v, und v, 
in die gefundene Gleichung, fo bleibt M,v + Mau = My,cı + Mac 
und es ergiebt fih die Geſchwindigkeit beider Körper im Augenblide der 
ftärkften Zufammendrädung: v — — Mıcı + Mao, — — | 

Sind die Körper A und B unelaftif d) befigen fie alfo nach dem Zus 
fammendrüden fein Beftreben zum Sichwieberausdehnen, fo hört alle 
Mittheilung oder Veränderung der Bewegung auf, wenn beide Körper bis 
aufs Marimum zufammengebrüdt find, und es gehen daher auch beide 
nad) dem Stoße mit der gemeinfchaftlihen Geſchwindigkeit 
M,c + Mec. 
arm 

Beiſpiele. 1) Bewegt fih ein unelaftiiher Körper B von 30 Pe. Ser 
wicht mit 3 Fuß Geſchwindigkeit, und trifft ihn ein anderer unelaftifcher Körper A 


v — 


von SO Pfd. mit 7 Buß Geſchwindigkeit, fo gehen beide nad dem Zuſammen⸗ 


ns . 90.7 +33 30+90 4 1 
treffen mit der Geſchwindigkeit  — or a 7777 


= 5Y, Fuß fort. 2) Um einen Rörper von 120 Pfd. Gewicht aus einer Be: 


fhwinbigfeit c, = 1% Fuß in eine Geſchwindigkeit o von 2 Fuß zu verfegen, 
läßt man ihn von einem 50 Pro. ſchweren Körper ftoßen, welche Geſchwindigkeit 
muß diefer haben? Hier ift 


re 2 EI 24 2 32 DU. 


8. 273. Sind die zum Stoße gelangenden Körper volltommef ela: 
ftifch, fo dehnen fie fi, nachdem fie ſich in der erften Periode zufammen- 
gedbrüdt haben, in der zweiten Periode der Stoßzeit allmälig wieder aus; 
und wenn fie am Ende bie erfle Geftalt wieder angenommen haben, fo 
fegen fie ihre Bewegungen mit verfchiedenen Gefchmwindigkeiten fort. Da 
aber die mechanifche Arbeit, weiche aufzumenden ift, um einen elaftifchen 
Körper zufammenzudräden, gleich iſt ber Arbeit, welche derſelbe bei feiner 
Ausdehnung wieder ausgiebt, fo findet beim Stoße zwiſchen elaftifchen 
Körpern ein Verluft an lebendiger Kraft nicht flatt, und es gilt daher 
auch für denfelben noch folgende zweite Gleichung: 
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II. M,v2 + M v⸗ — M,c?% + M c, 2, oder 
M, (? — vv?) = M (0? — 02). 
Aus den Gleichungen J. und Il. laſſen fi nun die Gefchwindigkeiten 
v, und v, der Körper nach dem Stoße finden. Zuerft folgt durch Divifion 
2— * — 
— = —— di. vi ⸗v + oder v — v c; 
ci— vi va Ca 
ſetzt man nun den fd hieraus ergebenden Werth = u. +0, — & 
in die Gleichung J. fo folgt 
Mv, + M;, + Ma — = Ma+ Mc, oder 
(M, + M) vu = (M, + M) co — 2M, (4—c,), wodurch ſich nun 


herausstellt: v, — c, — -- e 77 und 
1 2 
2M, (c, — 6) 2M, (cı — 2) 


maTatram m AT MHH, 
Während bei unelaftifchen Körpern der Verluft an Gefchwindigkeit des 
einen Körpers | 
M;c, Mcy Ma (cı — ©) 


ee M+M | MrıM, iſt 


faͤllt hiernach bei elaſtiſchen Koͤrpern derſelbe doppelt ſo groß, naͤmlich 


2M, (4 — 6) 
au = Mm + =, aus, und während bei ben unelaftifchen Kör: 
pen der Gewinn an Sefhwindigkeit des andern Körpers 


o—c M,c + Mc _o0o= M, (cı — 6) 
= +M u M, + M 
beträgt, fteilt fich bei elaftifchen Körpern berfelbe: 


v⸗ — c * nn ‚ ebenfalls doppelt fo groß heraus. | 


. Beifpiel. Zwei vollkommen elafifche Kugeln, bie eine von 10 Pfd., die 
andere von 16 Pfd. Gewicht, ftoßen mit den Geichwindigfeiten 12 Fuß und 6 Fuß 
gegen einander, welches find ihre Geſchwindigkeiten nach dem Stoße? Es ift Hier 
4, = 10 und c, = 12 Fuß, M, aber = 16 und , = — 6 Fuß zu ſetzen, 
daher ergiebt ſich der Geſchwindigkeitsverluſt des erflen Körpers so — u, = 
2. T T + 6) 21.0 — 22,154 $uß, und der Geſchwindigkeitogewinn 


des andern: — , = se — 13,846 Yuß; es prallt hiernach der erfte 
Körper nah dem Stoße mit , — 12 — 22,154 = — 10,154 uf, und der an- 
dere Körper mit — 6-4 13,846 = 7.846 36. Geſchwindigkeit zurüd, Uebrigens iſt das 
Maaß der lebendigen Kraft beider Körper nah dem Stoße =M, u? + MM, 0,’= 
10. 10,154°4-16..7,846° = 1031-+985 = 2016 ebenfo groß wie vor dem Gtoße, 
nämlih Mc,’ + M,c,* = 10.12°-+- 16.6° = 1440 + 576 = 2016. Wären 








diefe Körper unelaſtiſch, fo wärbe ber erfle nur ©! 7 ı _ 1M Fuß an 


@laftifcher 
Pr 


Beſen dere 
Fi Är 
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Geſchwindigkeit verlieren und der anbere A Tr _ 6,923 Fuß getoindien, es 


würde alfo der erfte Körper nach dem Stoße noch die Geſchwindigkeit 12 — 11,077 
— 0,923 Fuß behalten, und der zweite die Befchwindigfeit — 6 + 6,923 = 
0,923 annehmen, übrigens aber der Arbeiteverluf [2016 — (10+ 16) 0,923°] :24 
— (2016 — 22,2).0,016 = 31,9 Fßpf. entitehen. 

$. 274. Die in den vorflehenden Paragraphen entwidelten Sormeln 
für die Endgeſchwindigkeiten bes Stoßes gelten natuͤrlich auch dann noch, 
wenn der eine Körper in Ruhe ift, oder wenn ſich beide Körper einander 
entgegen bewegen, ober wenn eine Maffe unendlich geoß ift in Dinficht 
auf die andere u. ſ.w. ft die Maffe M, in Ruhe, fo bat man c,=—(), 


daber für unelaftifche Körper v — den und für elaftifche: 


vc— —Me _M-— NM; 
Ta M+M M-+M; 





v=0+- = co 
M+M M,+M; 

Laufen bie Körper einander entgegen, ift alfo c, negativ, fo folgt für un: 
elaftifche Ser * 7 — und fuͤr vetunn · BR 

— 0. 2a TR) — — ar Te 
v=(4 M, + M, und v, = a + M, + ı, 
Sind in biefem Falle die Bewegungsmomente einander gleich, iſt alfo 
M,cı = Mee,, fo ift beim unelaftifhen Stoße 9 = 0, d. h. die Körper 
verfegen einander in Ruhe, bei elaftifchen Körpern ift aber 


vi = Cc— tl = n—2,=— u, um 
et = — 42a = + 65 dann 


1 
Eehren alfo die Körper nach dem Stoße mit entgegengefegten Geſchwindig⸗ 
keiten zuräd. Sind hingegen die Maffen einander gleich, fo hat man flr 
unefaftifche Körper © — 44, dagegen für elaftifhe u, — — (6. 
und 9, = c,, d. h. dann gehen die Maffen mit verwechfelten Geſchwin⸗ 
digkeiten zurüd. 

Laufen die Maſſen twieber in gleicher Richtung und iſt die voraus: 
gehende Mafje M, unendlich groß, fo hat man für unelaftifche Körper 
M,c 
M. 





= == 0,, und für elaftifhe: ya, — 2a —o)=2—y 
2 

ve =6% + 0=c,; es wird alſo die Geſchwindigkeit der unendlich gro: 

Ben Maffe durdy den Anſtoß der endlichen Maffe nicht abgeändert. Iſt 


nun noch bie unendlid große Maſſe in Ruhe, alfo . — O, fo hat 
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man für unelaftifhe Körper v — 0 und für elaflifhe v, — — Cy, Brom 
v,—= 0; dann bleibt alfo audy die unendlidy große Maffe in Ruhe, ee = 
verliert aber im erften Falle der anftoßende Körper feine Geſchwindigkeit 
vollftändig, und es wird dieſelbe im zweiten Falle in die entgegengefegte 
verwanbelt. 

Beifpiele. 1) Mit welcher Geſchwindigkeit ift ein Körper von 8 Pf. an einen 
ruhenden Körper von 25 Pf. anzuftoßen, damit der lebtere eine Geſchwindigkeit 
von 2 er annimmt? — Koͤrper unelaſtiſch, ſo hätte man zu ſetzen: 








7 7 d. i. 2 = een daher ca, = ?%, = 8Y, Buß die gefuchte 
Geſchwindigkeit; wären fie aber elaſtiſch, fo hätte many, = nn Mn, daher 
Big. 386. =" = 44 Buß. 


2) Trifft eine Kugel M, (Big. 
386) die ruhende Maffe M,—nM, 
mit der Geſchwindigkeit c,, die 
zweite Maſſe eine dritte Maſſe 
M,=nM,—=n"M, mit der durch 
den Stoß erlangten Geſchwin⸗ 
digfeit, diefe wieder eine Maſſe 
M. — M, =n°’HM, u. f. w., fo bat man bei vollfommener Glaſticitaͤt diefer 
Daften die Geſchwindigkeiten 

aM 2 u Met -(—-)' 
Re en) 0 
= (—- In =) c u. ſ. w. IR z. B. das Gewicht einer jeden Mafie nur halb 


fo groß, * das der naͤchſt vorhergehenden, hat man alfo den Grponenten der 
von den Maſſen gebildeten geomesrifchen Reihe: m — ",, fo folgt v, = %, c,, 
= (Yo, = (lb) ca: (Ya >= 13,32 . cı- 
$. 275. Beim Zufammenftoßen unelaftifher Maffen findet ſtets ein xrseirswertup. 
Verluſt an lebendiger Kraft flat, weshalb die Maffen nad) bem 
Stofe nicht fo viel Arbeit zu verrichten vermögen, als vor dem Stoße. Vor 
dem Stoße enthalten die mit den Geſchwindigkeiten c, und c, fortgehen> 
den Maffen M, und M, die lebendige Kraft Mic? + Macz?, nad dem 
Stoße haben aber die mit der Gefchwindigkeit v —= Mic + Mc, 
M, + MM; 
gehenden Maffen die lebendige Kraft M, v + M,v?; es giebt daher die 
Subtraction diefer Kräfte den Verluft an lebendiger Kraft durch den Anſtoß: 
K=M (ci — 9) +M(?—)=M, (a + v) (a —®) 
-M, (ca- v) (v— 6), aber M, (,—v)=M, (—c)= a), 
M, + M. 
daher folgt 


K= (c + v— C —v) 





fort⸗ 


MM«(c—0) y . 


— | 79, 12 _ 


M,+M | M+% 1,4 


Yrbeittverluf. 


Därte. 
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Sind die Gewichte der Maffen G, und G, ift alfo M, = r und 
M= Ga fo bat man hiernady den Verluft an mechanifcher Arbeit oder 


. 4 Gm 
Leiſtung: ZL = — —— 


Man nennt x 6 das harmoniſche Mittel aus 6, und G,, 


und kann —8** en: dee Verluſt an Leiftung, welcher 
durch den Stoß zweier unelaftifhen Maſſen herbeigeführt und auf bie 
Formveraͤnderung diefer verwendet wird, ift gleih bemProducte aus 
dem barmonifhen Mittel beider Maffen und aus der Kalt: 
höhe, welche der Differenz der Geſchwindigkeiten diefer 
Maffen entfpridht. 

Iſt eine der Maffen, 3. B. M, in Rube, fo hat man diefen Ürbeite- 

— 

verluſt Z= —— und iſt die bewegte Maſſe M, ſehr groß 
gegen die ken fo verfchwindet Gr, gegen G, und e# bleibt L= re Gr 


Uebrigens läßt fi) auch fegen: 
K=M,; (o?— 0%) + Me? — v)=M, (ec? — 2c0+9? +20 —2 v2) 
+ Ma (ca? — 20,0 +0? + 20,0 — 202°) 

= M, (4— 0? + 2M,v (c —v) M (cꝛ — vv)? + 2H,0(e, — v) 

=M, (ci —- v)) + Ma — v), weil M, (a —v) = MV — c.) if. 

Hiernach ift alfo die durch die unelaftifhen Stöße verlorne 
lebendige Kraft gleih der Summe von den Probucten aus 
den Maffen und ben Quadraten ihrer Gefhmwinbigkeits- 


verlufte oder⸗gewinnſte. 
Beifpiele. 1) Wenn bei einer Naſchine in jeber Minute 16 Stöße zwi⸗ 


fen den unelaftiichen Mafien M, — Hund u Df. mit den Ge⸗ 


ſchwindigkeiten c. — 5 Fuß und c, 2 Fuß erfolgen, fo if ihr Verluſt an 
Leitung in Be biefer Stöße: 
bei. 7: I ER 4.9.0016. 1%,, 0,576. 2094 
Fßpf. p. Sec. 2) Wenn auf einer Gifenbahn Kwei Wagenzüge von 120000 Pf. 
und 160000 Pf. Gewicht mit den Sefäwinbigfeiten c, — 20 und c, == 15 3#- 
gegen einander floßen, fo entfieht ein auf die Berflörung der Locomoliven und 
Magen verwendeter Arbeitsverluft, welcher bei vollkändigem Mangel an Glafticis 
tät der zum Stoße gelangenden Theile 

_ 2-15) 120000 . 160000 _ 1920000 _ 

re — 77ER 35°.0,016. — 1344000 vßyf. 

betraͤgt. 

$. 276. Kennt man die Elaſticitaͤtsmodul der zum Stoße gelangenden 














Die Lchre vom Stoße. 383 
— ſo kann man auch die Kraft des Zuſammendruͤckens und die Groͤße 
Fig. 387. 


deffeiben finden. Es feien von 
den Körpern A u. B, Fig. 387, 
die Querfchnitte F, und F,, bie 
Längen 7, und IL, und die Elas 
ftieitätsmodul E, und E,. Sto⸗ 
Ben beide mit einer Kraft P ges 
gen einander, fo find die bewirkten 
Sufammendrüdungen, nah$.185: 








PL . Pi 
und das Verhätniß derfelben in di — 2. — 
FE, 
Bezeichnen wir nun der — wegen —T- durch A, fo erhalten 
P P u, __B, 
Äh 
wir 4, = H, und A, = = B,’ ſowie 7, — Nennen wir nach dem 


Beiſpiel⸗ Whewell's (©. The Mechanics of Enginneering $. 207) 
die Grſe die Härte (franz. dureté, raideur; engl. hardness) eines 


Körpers, fo folgt, daß dieKiefen der Zufammendrüdungen den 
Härten umgefehrt proportional find. 


Stößt eine Malle M= 7 mit der Sefhmwindigkeit c auf eine unbe⸗ 


wegliche oder unendlich große Maffe, fo verwendet fie ihrerganze lebendige 
Kraft auf das Zufammendrüden, es ift daher (nad) $. 186): 


1, — — — — 


2 2 
Nun iſt aber der Weg s gleich der Summe von den Zuſammendruͤckun⸗ 


gen A, und A,, und A, = 7 fowie A, = 5; e8 felgt daher 
2 


— 4 + = P — * — ——— . P, ſowie umgekehrt 
1 
H, EB, H,H, 
=T7rH" "und bie u . HM g 


M+A, G 


ce? 
=, G, alfo s=c HH, 7° woraus fih nun PD, A, u. A, 


berechnen laffen. 

Beifpiel. Schlägt man einen fchmiebeeifernen Hammer von 4 Quadratzoll 
Baſis und 6 Zoll Höhe mit einer Geſchwindigkeit von 50 Auß auf eine Bleiplatte 
von 2 Onadratzoll Bafls und 1 Zoll Dicke, fo ſtellen ſich folgende Berhältnifie 
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Härte. heraus. Der Claſtieitaͤtsmodul des Schmiedeeiſens if Z, = 29000000 und der 
des Bleies Z, — 700000, daher find die Härten diefer Körper: H, = ur 
_ 4.29000000 _ 9333333 und H, = Ai 2.700 = 1400000. 


6 
Sept man diefe Werthe in bie Formel s = 0 Vin H, * = unbfähstman- 
das Gewicht des Hammer = 4.6.0,29 = 7 Pf., a. ._ 7 .0,032—0,224 
ein, fo erhält man ben ‚man ben Weg bes des Hammers beim seim Zufammendrüden: 


20139333 0,27 Da 
2350 V/ RI. nom 1200000 — ° \/ zrosggg — 90207 Zoff = 0,249 Fir 


nien. Hieraus folgt die Stoßfraft | 
AH 8 — 19333333. 19 1400000 0,0207 = 21037 Bf.; ferner die 








F 20733333 ar 
Zufammendrädung des Hammers: , = x = a = 00014 Zoll 


— 0,016 inien, und die der Bleiplatte: y = 5 = 33 = 00193 goll 
8 


— 0,233 Linien. 





—EVE $. 277. Bewegen ſich zwei Maſſen M, und M, mit den Geſchwindig⸗ 
erst. keiten c, und c, hinter einander ber, fo ift im Augenblide der größten 
Zufammendrädung die gemeinſchaftliche Geſchwindigkeit beider nad) $.272 

v— M,c, + Mac 

—  M+M 

Arbeit nach $. 275: 
L= (2, — 69)? M, M, — * G,@ 
— 2 "M, + M „u G+r% 
Nun laͤßt ſich diefe Arbeit auch 
2 
=y,P=YPAt)=h. HH,‘ 
fegen, es ergiebt ſich folglich die Summe der Zufammendrädungen beider 
G,G H, + M, 
Mafln: s= (c, — 6.) Voss m, fid) num 
die zufammendrüdende Kraft P und die Zufammendrüdungen der einzels 
nen Maffen, nämlich A, und A,. finden laffen. 

Sind die Maffen unelaftifch, fo bleiben diefe Zufammendrädungen auch 
nach dem Stoße, ift aber nur eine von beiden Maffen unelaflifch, fo dehnt 
fi) die andere Maffe in einer zweiten Periode wieder aus, und es erzeugt 
die daraus erwachfende Arbeit eine neue Gefhmwindigkeitsveränderung. IR 


3. BD. die Maſſe M, = 2 elaftifch,, fo wird in biefer zweiten Periode 


und die auf die Zufammendrüdung verwendete 
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Des Stoßes die Arbeit 1, PA, = Y. (Er, H hr 


_ (u? ir GH HB 
= 5+6%H+ MH, + 5, kei. mar hat baher in diefem Kalle 


für die —— v, und % Jach dem Stoße die Formeln: 
Mv, +M%=M,c AM c, und 
M v2? +Mv?2=MW”+ M%R+la— 0). MM; DB 


Elaftiſch⸗ 


2 vr 1 um —82 


M, M, B, 
+ MH H+B, 
d.i. Mut es—Me? + Merle, A 

1 272 in 2v2 1 2 "M,+M,; H,+42, 
Segt man den Sefchwindigkeitöverluft c — v,—Xx, fo hat man den 


=M,c?+M * — (-c. 





Geſchwindigkeitsgewinn v· — c, = Az, und es nimmt die legte Glei⸗ 
2 
hung bie Korm 
— M,® _ M, HB, _ 
x(2c; %) — (20 + =, ) GEM EH+H, == (), 


oder 











M,+NM; _ _ MM _ HB 

—* a —2(c, ne — EHE, = am. 
224222 1 

Multipliciet man dieſelbe durch M,+M, und fest man 5, +4, 


— H, . . . 
— 1 — ſo erhaͤlt man die quadratiſche Gleichung: 


—E——— ee en) 





2? —. 
—— u) = er Gr 
deren Aufloͤſung giebt x, oder den Gefchwindigkeitöverluft des erften Körpers: 


M. \ ⸗— M 
= —— 4 | 3): 


und den Gefchwindigkeitegewinn des andern Körpers: 


vꝛ — c —( *V an) 


Beifpiel. Wenn man annimmt, daß in dem Beifpiele des vorigen Para: 
araphen der eiferne Hammer vollfommen elaftifch und die Bleiplatte ganz unela- 
ſtiſch iR, fo erhält man den Geſchwindigkeitsverluſt des mit SO Fuß Geſchwindig⸗ 

Weisbach's Mechanik. te Aufl. J. Bd. 25 
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“Seit auffallenden 7 Pfd. ſchweren Hammers, da c,—=0 und M. — 0 zu ſetzen iſt: 


a-a=a(i+\ m) (+ Vom) 


= 30 (1 +0,26) = 63 Fuß, 
baber die Geſchwindigkeit des Hammers nah dem Stoße: u, = — = 50-63 
— — 13 Buß. Die Geſchwindigkeit der unterflüßten Bleiplatte bleibt Null. 


Umoltemmen G. 278. Sind bie an einander anflogenden Körper unvolltommen 


Stoß. 


elaſtiſch, ſo dehnen ſich dieſelben in der zweiten Periode der Stoßzeit nur 
zum Theil wieder aus, es wird alſo auch die beim Comprimiren in der 
erſten Periode verbrauchte lebendige Kraft in der zweiten Periode nicht 
vollſtaͤndig wieder ausgegeben. Sind wieder A, und A, die Tiefen ber 


Eindruͤcke, und iſt P die Stoßkraft, fo hat man die Arbeitsverlufte beim 


Comprimiren = Y,PA, und 1%, PA,, und wird nun beim Ausbehnen bier- 
von das ufache, oder allgemeiner, beim Ausdehnen des einen Körpers 
das = und beim Ausdehnen des zweiten das uufache zuruͤckgegeben, fo 
bleibt der gefammte Arbeitsverluft nach dem Stoße: 


= APP H eh ode Ay = und, = ort, 


L= 4,P:? 15 H, e +1 ze] Nach dem vorigen Paragraphen ift 


_ H,B,s np / MM, H,+B; 
aber P= H,+H, und s== (CL, —6) M+M, HR, daher 


ergiebt ſich dann der in Frage geſtellte En 
Lz (et, — 69)? MM (Ze +: + 578). 
2 M+M,' ZH, + Hr 
. Um nun die Gefhmwindigkeiten v, und v, nad) dem —* zu finden, 
haben wir die Gleichungen Mv M v = M,c, M, c, und 
Miviꝰ + Mo? = M,c? M cꝓæ 








— (c —- 0}: M,M; (1— u) EM, + + 1 —%) H, 
OUT M HM ' AH, +4; 

mit einander zu verbinden und aufzulöfen. San auf diefelbe Weiſe wie 

im vorigen Paragraphen ergiebt fi der Sefhmwindigkeitsverluft 

bes erften Körpers: 


ci - vi = (ci - c) Zr M, an (1+ + V —— . 


und der Sefhwindigfeitsgewinn des vorangebenden Körpers: 
M ante) 
2 2 ( 1 2) M,+M: HH BR, 


Diefe beiden allgemeinen Formeln enthalten auch die Geſetze des voll: 
fommen elaftifchen und des unelaftifchen Stoßes. Setzt man in ihnen 
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ku = —1, fo erhält man die ſchon oben gefundenen Formeln ——— 
den Stoß zwiſchen vollkommen elaſtiſchen Körpern, nimmt man aber "Sir 
B= = 0, fo erhält man die Formeln des unelaſtiſchen Stoßes u. ſ. w. 

Sind beide Körper von gleichem Grade der Elafticität, ift alfo u, — We» 


fo hat man einfaher e, —d%, = (ci — 6) MM (ii + Vu) und 
—— 1 Er 
2 9= (ao) gr + Ve | 
Iſt noch die Maffe M, in Ruhe und unendlich groß, fo folgt c, —%, 


— 2 
=c(1+ Ve), iu, = — 0, Vu fowie umgekehtt u = (=) ; 


Laßt man die Maffe M, von einer Höhe h auf eine gleichartige Maffe 
M, herabfallen, und fleigt diefelbe auf eine Höhe h, zuräd, fo kann man 
aus beiden n Goefficienten der unvollkommenen Elafticität durch die For» 


mi 1 = A finden. Schon Newton fand auf diefe Weife für Eifenbein 


u — ie Fe 0,79, für Glas u = (/, 0)? = 0,9375? = 0,879; 
für Kork, Stahl, Wolle u = (3%)? = 0,555? —= 0,309. Hierbei wird 
jedoch vorausgefegt, daß der floßende oder auffallende Körper die Kugels und 
der geftoßene Körper oder die Unterlage eine Plattenform hat. 

Beifpiel. Welche Gefchwindigfeiten nehmen zwei Stahlplatten nach dem 
Stoße an, wenn biefelben vor dem Stoße die Geſchwindigkeiten c, = 10 und 
c = — 6 Fuß befigen, die eine 30 und die andere AO Pfund wiegt? Hier ifl 
9 = 048). YA) = 16. . = IT gu 
daher find die gefuchten Gefchwindigfeiten 

= co, — 1422 = 10 — 14,22 = — 4,22 Fuß und 
= 41066 = —6-+ 10,66 = 4,66 Buß. 


$. 279. Weichen die Bewegungsrichtungen S,C, und 5,0, ziweittegie eng. 
Big. 388. Körper A und B, Figur 388, von 
| | der Normale NN zur Beruͤhrungs⸗ 
ebene ab, fo ift deren Anftoß ein 
fhiefer. Wir führen die Theorie 
deſſelben auf die des geraden Stoßes 
zurüd, wenn wie die Geſchwindig⸗ 
keiten Ss C, = cm SC. =, > 
nad) der Normale und nad einer 
Zangentiälrichtung zerlegen; die Sei⸗ 
tengefchwindigfeiten in der Richtung 
der Normale NN geben einen Gentraifioß und merden daher auch genau 
fo verändert, wie beim Gentralftoß, die mit der Berührungsebene parallelen 
25* 
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EHict Sie. Geſchwindigkeiten hingegen verurfachen gar keinen Stoß und bleiben beher 
unveraͤndert. Vereinigt man die nach den Regeln des Centralſtoßes ver⸗ 
aͤnderte Normalgeſchwindigkeit eines jeden Koͤrpers mit der unveraͤndert ge⸗ 
bliebenen Tangentialgeſchwindigkeit, ſo erhaͤlt man die reſultirenden Ge⸗ 
ſchwindigkeiten dieſer Koͤrper nach dem Stoße. Setzen mir die Winkel, 
welche die Bewegungsrichtungen mit ber Normale einſchließen, a, und c, 
alfo CS, N = a, und ,5N = o,, fo erhalten wir für die Nermals 
geſchwindigkeiten S, E, und S,E, die Werthe c,cos @, und C,C08.%,, 

"dagegen für die Tangentialgefchwindigkeitn S,F, und S,F, : c,sin.a, 
und „sin.a,. Durd den Stoß erleiden aber die erfteren Geſchwindigkei⸗ 
ten Veränderungen, und es geht die erfte über in 


M, 
= 8.0, — (C, 008. — 64608.) —r I+V 
1 Ci co 0 (c, a Co ) M, | M, ( &) 
und die zmeite in: 


„= = (,008.%, + (C4 008.8, — 0,008. 0,) M,+M, un (1 + Vu), 


wofern, wie feither allemal, M,und M, die Maffen beider Körper bezeichnen. 
Aus v, und c,sin.a, ergiebt fich die refultivende Geſchwindigkeit S, G, 
des erften Körpers w, = VYv? + csin. a2, und aus dv, und Sin. c. 
die Geſchwindigkeit S, Gr, des zweiten Körpers w, = Vz? + c22sin. a2; 
auch ergeben ſich die Abweichungen der Gefchmwindigkeiterichtungen von der 
Mormale durch die Sormeln 
6, Si. &, % 


tang. f, = ar und tang. = 7 


N 
. wenn 4, den Winkel G,S,N und ß, den Winkel GN baeichnen 
Beiſpiel. Zwei Kugeln von 30 und 50 Pfd. Gewicht ſtoßen fi mit ben 

Gefchwindigfeiten c, = 20 und c, = 25 Fuß, die um die Winfel &, — 21°,35° 
und a, = 65°,20° von der Normale abweichen, in welchen Richtungen und mit _ 
welchen Gefchwindigkeiten gehen dieſe Maſſen nach dem Stoße fort? Es find die 
unveränderlichen Seitengeſchwindigkeiten c rin. æ ⸗20. sin. 21°,35' — 7,357 Fuß 
und c, sin. a, ⸗25. in. 650, 20'—= 22,719 Fuß, Dagegen bie veränderlichen: c, cos.a, 
— 20.c08s.21°,35' = 18,598 Fuß, und c,cos.a, = 25.c0s.65°,20' = 10,433 Fuß. 
Sind die Körper unelaftifh, fo Hat man u = 0, daher die veränderten Normals 
gefchwindigfeiten 
„= 18,5% - (18,598 — 10,433). °%, = 18,598 — 5,103 = 13,495 Fuß und 
% = 10,433 +8,165.%, = 10,433 + 3,062 = 13,495 Fuß. 
Die reſultirenden Geſchwindigkeiten find nun 

. wo = YBBS F 7357 VE = 15,37 Buß und 

o, = V13,495° + 22,7119° — V 698,27 = 26,42 Buß; 


für ihre Richtungen bat man 
tang.fı = Tyıggı 109. fang. Pf, = 0,73653 — 1,9, = 28°%,36‘ und 


tang.ß, — 3. Ioq. ta. 2. = 0,2262, 8. = 59°, 17. 
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8.230. Trifft die Maffe A, Fig. 389,egirr Stop. 
gegen eine andere unendlich große Maffe, 
oder gegm ein unbewegliches Hinderniß 
BB, bat man alfoc, = 0 und M, 
= o, fo folgt | 
vi C cos. — 0,008. 0, (1 — 
— — c,008.0, Yu und 
.„=0+ 6,608. 0, . Mu+vs 
=0 +0=90; | 
ift nun noch u = 0, fo wird aud 
vd, iſt aber u 1, ſo iſt vj = — c,cos.a, d. h. beim unela: 
ſtiſchen Stoße geht die Normalgeſchwindigkeit ganz ver— 
toren, beim elaſtiſchen hingegen wird fie in die entgegen⸗ 
gefegte verwandelt. Für den Winkel, um welchen die Bewegungs: 
richtung nach dem Stoße von der Normale abweicht, ift 





— esin.a; _ — __61 830.0, — — Vz n 
tang.ßı 5, — — u. & rd 
für unelaftifhe Körper wird alfo 
tang. f = — ni I &,b.i. ß, = 90%, und für elaftifche 


tang. B. = — tang. o,, d.i.ß, = — a, Nach dem Stoße eines 
unelaftifhen Körpers gegen ein unelaftifches Hinderniß geht alfo der 
erftere mit der Zangentialgefchwindigkeit c, sin. &, in der Richtung 
SF ber Berührungebene fort, nah dem Stoße eines elaflifchen 
Körpers gegen ein elaflifches Hinderniß aber geht der Körper mit 
unveränderter Geſchwindigkeit in einer Richtung SG fort, die mit der 
Normale NN und der anfänglichen Richtung XS in eine Ebene fällt, 
und mit der Normale denfelben Winkel GSN einfchließt, wie die Bewe⸗ 
gungsrichtung vor dem Stoße mit ebenderfelben auf der entgegengefegten 
Seite. Man nennt den Winkel XSN, welchen die Bewegungsrichtung 
vor dem Stoße mit der Normale oder dem Lothe einfchließt, den Ein: 
fallswinkel (franz. angle d’incidence; engl. angle of incidence) und 
den Winkel GSN, welchen die Bewegungsrichtung nad) dem Stoße eben 
damit bildet, den Austritts= oder Reflexionswinkel (franz. angle 
de reflexion, engl. angle of reflexion), und kann hiernady behaupten: 
beim volllommen elaftifhen Stoße fallen Reflexions— 
und Einfallswinkel mit dem Einfallslothe in einerlei 
Ebene und beide Winkel find einander gleich. | 


Beim unvolllommen elaftifchen Stoße ift das Verhältnig V wer Tan⸗ 
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Sqieter Ste. genten diefer Winkel gleich dem Verhältniffe der durch die Ausdehnung zu- 

Fig. 390. ruͤckgegebenen Geſchwindigkeit zu ber durch 
die Compreſfion verlorenen Geſchwindigkeit. 
Mit Huͤlfe dieſes Geſetzes laͤßt ſich nun leicht 
die Richtung finden, in welcher der Koͤr⸗ 
per A, Figur 390, gegen das unbeweg⸗ 
lihe Hinderniß BB zu floßen ft, damit 
er nah dem Stoße eine gewiffe Ridy: 
tung SF verfolge. Iſt der Stoß ein ela- 
ftifcher, fo fällen wir von einem Punkte F 
der gegebenen Richtung das Perpendikel FO 


gegen das Einfallsloth NN, verlängern baffelbe, bis die Verlängerung OF, 
bem Perpendikel felbft gleih wird: SY, ift dann die in Frage fehende 
Stoßrihtung, denn es ift, dieſer Gonftruction zufolge, Winkel NS, 
= NSY. Iſt der Stoß ’unelaftifch, fo mahe man OF, = Vu .OY, 


bann ift F,S ebenfalls bie gefuchte Anfangsrichtung, da tang.u, _ OF 


tang.f, 
und auh — Ve iſt. 
Fällt man ein Loch FR yegen die Linie SR parallel zur Beruͤhrungs⸗ 


ebene und macht deſſen Verlaͤngerung RX —2** LRV. ſo bekommt man 








aus leicht einzuſehenden Gruͤnden in SX die geſuchte Einfallsrichtung 
ebenfalls. 


Anmerkung. Die Theorie des ſchiefen Stoßes findet ihre vorzuͤglichſte An⸗ 
wendung beim Billardſpiel. S. Theorie mathematique des effets du jeu de bil- 
lard, parCoriolis. Nach Coriolis ift beim Anftoße eines Billarbballes gegen 
die Bande das Berhältniß der zurücgegebenen Geſchwindigkeit zur Cinfallsgeſchwin⸗ 
digfeit = 0,5 bis 0,6, alſo «a = 0,5% = 0,25 bis 0,6° = 0,56. Mit Hülfe 
biefes Werthes läßt fih nun auch die Richtung angeben, in welcher ein Ball A 
gegen eine Bande BB zu floßen ift, damit er nach einem gegebenen Bunfte F 
von biefer zurückgeworfen werde. Man fälle von dem gegebenen Punkte Y das Perpen⸗ 
difel YR gegen die Schwerlinie des Balles parallel zur Bande, verlängere daſſelbe 


um RX—= VL _ 1%, bis !%Y, feines Werthes und ziehe die Gerade Y,X: der fi 


herausitellende Durchſchnitt D if bie Stelle, nach welcher man ven Ball A zu 
ftoßen hat, damit er durch Bricol nah Y gelange. Dur die Drehbewegung 
des Balles wird diefes Berhältnig noch etwas geändert. 


8.281. Bei dem ſchiefen Stoße entfteht audy eine Reibung zwifchen den 
fi) floßenden Körpern, welche die Seitengefhmwindigkeiten in der Richtung 
der Berührungsebene abändert. Die Reibung des Stoßes beftimmt fich 
wie die Reibung des Drudes; bezeichnet P bie Stoßkraft und @ den Rei: 
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AREA. — fo ift fie F= HP. Sie unterſcheidet ſich nur inſo⸗s qieter Sms. 
fern von der Reibung des Druckes, als fie, wie der Stoß ſelbſt, nur wäh: 
rend einer ſehr Heinen Zeit wirkfam ift. Die durch fie hervorgebrachten 
Sefhmwindigkeitsveränderungen find aber deshalb nicht unmeßbar Klein, 
denn die Stoßkraft P, und folglich auch ber Theil pP derfelben, ift in der 
Regel fehr groß. Bezeichnet man die floßende Maffe durch M und bie 
durch die Stoßkraft P erzeugte Normatacceleration durch p, fo bat man 
P== Mp und daher F = PMp, fowie die Verzögerung oder negative 


Ucceleration der Reibung während des Stoßes > pp; d- ie pmal fo 


groß, als die der Normalkraft. Nun haben aber die Wirkungen beider 
Kräfte gleiche Zeitbauer; es ift daher auch die Durch Die Reibung er: 
zeugte Gefhwinbdigleitsveränderung pmal fo groß, als 
dDiedurh den Stoß bewirkte Veränderung in ber Normal: 
gefhwindigkeit. 

In dem Kalle, wenn ein Körper gegen eine unbemegliche Maſſe BB 

Fig. 391. unter dem Einfallswinkel c, Fig. 391, ftößt, 
iſt nad dem vorigen Paragraphen die Berän: 
derung in der Normalgefchrvindigkeit: 
w=ccos.a(l1 + Ve); daher bie durch 
die Reibung bewirkte Veränderung in der Tan⸗ 
gentialgeſchwindigkeit 
= gw = oc (Il + Yu) c08.0. Es gebt 
alfo nad) dem Stoße die Seitengeſchwindigkeit 
ce sin.a in c Sin. — @c (1 + Yu) cos.a 

—= [sın.a —opcos.all + Vu) ] c über 
und fällt bei vollkommen elaftifhen Körpern = (sin. « — 2908.) c 
dagegen bei unelaftifhen Körpern = (sin.a — ꝙ cos a) c aus. 

Durch die Reibung bes Stoßes erhalten die Körper fehr oft eine Dre: 
bung um ihren Schwerpunft, oder e8 wird, wenn eine Drehbewegung vor - 
dem Stoße fhon vorhanden war, diefelbe abgeändert. Iſt das Traͤgheits⸗ 
moment des tunden Körpers A, in Hinficht auf feinen Schwerpuntt S 
— MR, und ber Drehungshalbmeffer SC = a, fo hat man bie auf den 


Beruͤhrungspunkt C rebucicte Maffe des Körpers — = ‚ daher bie durch 
die Reibung F bervorgebrachte en —* Punktes: 





en ee ne HER ne 
AT yR;® MR: Pr m 
und bie entfprechende Geſchwindigkeitsveraͤnderung 


2 2 
© = 97.0=95 (1 + Vm̃ ccos. a. 
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2 
Säle Sn. Bei einem Cplinder iR = 2, und bei einer Kugel=/, daher folgt 


Drebbare 
Körper. 


für diefe runden Körper die durch ben Stoß gegen eine Ebene hervorge⸗ 
brachte Veränderung in der Umdrehungsgeſchwindigkeit: 


w=2:go(1l+ Vo) c cos.« und — (1 + vm c C08.0. 

Beiſpiel. Wenn ein Billardball mit 15 Fuß Geſchwindigkeit und unter 
dem Ginfallewinfel & = 45° gegen die Bande flößt, welche Bewegungen nimmt 
berfelbe nach dem Stoße an? Sept man für V w den mittleren Werth 0,55, fo 
hat man die normale Seitengeſchwindigkeit nad dem Stoße = — Vu ccos.a 
= — 0,55 ..15.c00s. 45° = — 825.89 /% = — 5833 Fuß, und nimmt man 
mit Boriolis @ = 0,20 an, fo erhält man die Seitengefchwinbigfeit parallel 
zur Bande = e sin. a— po (I+ Va) e cos. a = (1 — 0,%0. 1,55) 10,607 
— 0,69 „ 10,607 = 7,319 Fuß, auch folgt für den Reflerionswinfel 4: 


tang.ß 555 — 1,2548, alfo # — 51°, 27°, und bie Geſchwindigkeit nach 


5,833 
dem Stoße bleibt = 005. 519,27. 7 9,360 Fuß. Außerdem nimmt der Ball auch 


noch die Umdrehungsgeſchwindigkeit %@ . 1,55 - 10,607 = 8,220 Fuß um feine 
vertifale Schwerlinie an. Da der Ball fi nicht gleitend, fondern wälzend auf 
dem Billard fortbewegt, fo ift anzunehmen, daß er außer der fortfchreitenden Ge⸗ 
ſchwindigkeit e = 15 Fuß auch nod eine gleihgroße Umdrehungsgeſchwindigkeit 
befige und daß fich diefe ebenfalls in die Gomponenten c cos. « — 10,607 und 
e sin. «== 10,607 zerlegen laſſe. Der erfle Component entfpriht einer Drehung 
um eine Are parallel zur Bandenare und gept in ccos.a—Y,p(1-+ \/u)c cos. a 
== 10,607 — 8,220 = 2,387 Fuß über, der andere Gomponent c sin. « —= 10,607 Fuß 
entfpricht einer Drehung um eine Are normal zur Bande und bleibt unverändert. 


Fig. 392. 8.282. Stoßen zwei um fefte Aren 
_ G und K drebbare Körper A und B, 
Fig. 392, gegen einander, fo ftellen ſich 
Geſchwindigkeitsveraͤnderungen heraus, 
| die fih aus den Trägheitömomenten 
M,i2 und Myl;? der Maffen diefer 
| Körper hinſichtlich der feften Aren und 
mit Hülfe der im Vorſtehenden gefuns 
denen Formeln beftimmen laffen. Sind 
die Perpendikel G H und KL, welde 
fi) von den Drehungsaren gegen die 
Stoßlinie fällen laffen, a, und a,, fo hat man bie auf die Lothpunkte 7 
2 2 
und Z in ber Stoflinie reducirten trägen Maffen = Aue und an, 
1 
und führt man dieſe Werthe ftatt M, und M, in die Bormeln für den 
freien Centralſtoß ein, fo befommt man die Geſchwindigkeitsveraͤnderungen ber 
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| M, 12 
Punkte Z und Z (6.278) =(c, — 6.) MI ) 
M, 12a? 


= (4 —6) Mi 12a + MulFap + Vu) und 
— — 
(cı ca) M, 12: a2 +M, 12: a it Ve: 


M, !2a2 
= (a0) art Mulap it Ve) 
wofern c, und c, bie Sefehwindigkeiten diefer Punkte vor dem Stoße waren. 
Führen wir aber die Winkelgeſchwindigkeiten ein, bezeichnen wir bie 
Winkelgefhmwindigkeiten vor dem Stoße duch &, und &, und die nad) 
dem Stoße duch ©, und @,, fo haben wir c, = Q, &, C2 = GA, & zu 
fegen und erhalten für den ftoßenden Körper den Verluft an Winkel: 


M, 1.2 
gefehwindigkeit — a, (Ga) — Q2&,) MTFaR N, Far (1 +Vk) und 
für den gefloßenen Körper den Gewinn an Winkelgefhwindigkeit 
M,\2 
= 0% (0, & — Qg 8) M, 1,2a FM, az‘ (+ Ve), 


folglich die Winkelgefchtoindigkeiten nach dem Stoße felbft: 
M,!2 
= — (at Vg Trar und 


M,!2 
1 ⸗6 + 75 (a8 —028)) ( (1 + VE Tas Mai 


Sind beide Körper vollkommen claftifch, fo hat man u — 1, alfo 


1+ ve= 2, und find fie unelaftifh, fo hat man u = 0, alfo 
1 +VYe=1. Im legteren Falle ift der durch den Stoß hervorges 
brachte Verluft an lebendiger Kraft 
M, 12. M,12 
— — — 2 222 — 
= (ya). —— 

Fig. 393. Beifpiel. Die armirte Welle 
AG, Figur 393, hat das Traͤg⸗ 
heitemoment in Hinſicht auf ihre 
Umdrehungsare @, = M, 1° 
== 40000 ; g, und der Stirnhams 
mer BK daſſelbe in Hinſicht auf 
feine Are K, = 150000: 9, der 
—. SHebelarm GC der Belle ift 2 Fuß 
und der Sebelarm KC des Ham; 
mers 6 Fuß, und die Winfelges 
ſchwindigkeit der Welle im Augenblide des Stoßes an den Hammer = 1,05 Fuß. 
Wie groß if diefe Geſchwindigkeit nad dem Stoße und welche Leiſtung geht durch 
jeden Stoß verloren, wenn gänzlidder Mangel an Glafticität vorhanden iR? Es 

it die geſuchte Winkelgeſchwindigkeit der Welle 





Drebbare 
Körper. 
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A 4.1,05.150000 60 
Zutien 0, — 1,05 — Zo000- 36 F 150000.4 = (00 (1— 294) = 1.05 . 0,706 
== 0,247 Fuß, d.i. mal 
fo Hein, ale die der Welle. Der Arbeitsverluft bei jedem Anſtoße ift 


" @.1,00° _40000.150000  _ | 
L— 37: 70000.36+ 1500004 — 9916.21 





1110 


— 0,016 .441. an ” a = 201,5 Zußyf. 


6. 283. Kommt ein freier und in fortfchreitender Bewegung befinbli: 
Fig. 394. her Körper A, Fig. 394, mit einem um eine fefte 
— Are K drehbaren Körper BCK zum Stoße, fo findet 


man bie Gefchwindigkeiten nach dem Stoße, indem 

man in den Kormeln bes vorigen Paragraphen ftatt 

 a,s, und a,@, die progreffiven Geſchwindigkeiten c, 
2 

gr die träge Maſſe M, des 


1 

erften Körpers einfegt, bie Übrigen Bezeichnungen 
aber unverändert läßt. Es iſt hiernady die Ges 
ſchwindigkeit der erften Maſſe nach dem Stoße: 

an M, bh — 
vi — ci — (ci — HH) + Vu) Map+ Mir und die Win⸗ 
Eelgefchwindigkeit der zweiten: a 

ee & +9 (1 — a) - Vk) . MuaR+ Malz | 
Iſt die Maffe M, in Ruhe, alfo &, = 0, fo hat man 


L2 
=, Qq (1 + Vu) Wo + MIR und 








und v,, und ftatt 


el ve "Ma? + Mal? 
Iſt hingegen M, in Ruhe, ftößt alfo die ofeillirende Maſſe, fo bat man 


— — F 6 1,2 

ci 0, daher v, %&5(t + Vm̃ T— und 
=, (1-4 VA) | 
. i M,a?+ My 12/ 

Die Gefhwindigkeit, welche einer ruhenden Maffe von einer andern 
durch den Anſtoß ertheilt wird, hängt nicht allein von der Geſchwindigkeit 
des Anftoßes und von den Maffen der Körper, fondern auch von dem Abs 
ftande KL = a, ab, um welchen die Stoßrihtung NN von der Are K 
des drehbaren Körpers abfteht. Stößt die freie Maffe, fo nimmt die drei 
bare Maffe die Winkelgefchwindigkeit 

M,@ 


EV a 
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an, und trifft die ſchwingende Maffe gegen die freie, fo erhält diefe bie 8 
Geſchwindigkeit 
M, 22.0, 


v=s(+ Vo Mor Mi’ es werben aber beide Ge» 
. 1 . 2’2 


fhwindigkeiten um fo größer, je größer oder 


3, alſo je kleiner M. a, + M, * iſt. 





Setzen wir ſtatt a,, a + ©, wo © fehr Mein iſt, ſo bekommen wir 
den Werth des legteren Ausdrudes 


2 
Mat) + a Mate + Me MuzE+S +.) 
ober, wegen ber Kleinheit der Batenzen von ©, 
= Mo + wr lm ar +. 


Soll nun a dem Heinften aller Werthe von M, q. 





fo muß das Glied (m— Mh x wegfallen, teil has bei einem 

Zufage (x) ein anderes Zeichen eehilt, als bei einer Abnahme (— z). 
2 

Es muß alfo (Mm, — 2) = Null, d. i. * * == M,, folglich 


1 Ey fein. 


Wenn man alfo in diefem Abftande den einen Körper gegen den ans 
bern flößt, fo nimmt dieſer die größte Gefchwindigkeit an, und zwar 

M 

0m (1 + Ve) Zi 2 l, ayM M, D 


in dem Falle, wenn der brehbare Körper geftoßen * ‚und 


v=hybeo (1+ Ve) V 2 

wenn der freie Körper einen Stoß erhält. ı 

Man nennt den in der Stoßlinie befindlihen Endpunkt D des der 
größten Geſchwindigkeit entfprechenden Abftandes oder Hebelarmes a zus 
weilen, jedoch unpaffend, Mittelpunkt bes Stoßes, angemeffener vielleicht 
Stoßpunkt. 

Beiſpiel. Welche Lage hat der Stoßpunkt, wenn die freie Maſſe in einer 
eiſernen Kugel von 16 Pf. Gewicht beſteht und die drehbare Maſſe ein Traͤgheits⸗ 
moment von 1000: 9 Hat? Cs if der Abftand diefes Punktes von der fehlen Are 


bes lebteren Rörpers:a = | / = — V62,5 = 7,906 Fuß. IR der Stoß unela⸗ 


ſtiſch und trifft der Bloc gegen die Kugel mit der Geſchwindigkeit s = 3 Fuß, 
fo nimmt bie leßtere die Geſchwindigkeit = %, . 7,906 = 11,86 Buß an. 
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Satififget $. 284. Eine Anwendung ber im Vorſtehenden entwidelten Lehren 
findet man in der Theorie des balliftifhen Pendels ober des Pens 
dels von Robins (franz. pendule ballistique; engl. ballistic pendulum). 
Big. 395. Daſſelbe beſteht in einer großen, um 
eine horizontale Axe C drehbaren Maffe 
MH, $ig. 395, welche durch gegen fie ab⸗ 
gefchoffene Gefchägkugeln A in Schwin⸗ 
gungen verfegt wird und dazu bient, die 
Geſchwindigkeiten berfelben zu ermitteln. 
Damit ein möglichft unelaftifher Stoß 
eintrete, ift in der vorderen Seite, wo 
die Kugel anfchlägt, eine Deffnung an: 
gebracht, bie man von Zeit zu Zeit mit 
frifhem Holze, oder Xhon u.f.w. aus⸗ 
fült. Es bleibt dann auch die Kugel 
nach dem jebesmaligen Schuffe in dies 
fen Maffen fleden ı und ſchwingt mit dem ganzen Körper gemeinfchaftli. Zur 
Ermittelung der Geſchwindigkeit der Kugel ift es nöthig, ben Elongatione> 
winkel diefes Pendels zu kennen; deshalb wirb noch ein Grabbogen BD 
angebracht und ein Stift E unter dem Schwerpunfte des Pendels befe⸗ 
ſtigt, der an dem erfteren hingleitet. 

Nach dem vorftehenden Paragraphen ift die Winkelgeſchwindigkeit des 
balliftifchen Pendels nad) dem Anſtoße der Kugel: » = a 
wenn M, die Maffe der Kugel, M,L.? bas Zrägheitömoment bes — 
ci die Geſchwindigkeit der Kugel und a, ben Hebelarm CT bes Stoßes 
oder den Abftand der Stoßlinie NN von der Drehungsare des Pendels 
bezeichnet. Iſt die Entfernung CM des Schwingungspunßtes M der gan: 
zen Maffe fammt Kugel vom Drehpunkte C, d. i. bie Länge des einfachen 
Pendels, welches mit dem balliftifchen gleiche Schwingungsbauer hat, =[r, 
und der Elongationswintel BCD = «, fo hat man bie Steighöhe des 
iſochron ſchwingenden einfachen Pendeld: kh = CM— CH =r—r cos.a 


2 
= r (1—cos.a) = 2r (sin. =) ‚ und daher die Geſchwindigkeit im 





unterften Punkte feiner Bahn: v = V2gh = 2yVgr sin. * oder die 


entſprechende Winkelgeſchwindigkeit @ = * = 22 . sin. > Durd 
Gleichſetzen diefer beiden Werthe für die Winkelgeſchwindigkeit folgt 

__ Mua?+ M;12 GI mn 8% 

— Mat Mob? y\/ 4 sin. F 


Mqa, 
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Nun ift aber der Theorie des einfachen Pendels u ae 
Traͤgheitsmoment M,a,? + M. Pendel, 
— "Star. Moment  (M, + M. ir 8 


wenn s den Abftand des Schwerpunftes S von der Drebare bezeichnet; 
es folgt daher M, a + ML? = (M, + M,) sr es 


M, +M:; 
———— 
Macht das Pendel in der Minute n &cprsingungen, r * die Schwin⸗ 


u“ 
gungsdauer x ve = — daher v⸗ = 4, und die gefuchte 


Kugelgefchreinbigkeit = H, m M; ne = „sin, T: 


Beifpiel. Wenn ein ballififches Bendel von 3000 Df. Gewicht durch eine 
angefchoffene Kugel von 6 Pf. in Schwingungen verfeßt wird, deren Elongation 
15° beträgt, wenn ferner der Abfland s des Schwerpunftes von der Are — 5 Fuß 
und der Abfland der Schußlinie von eben diefer Are = 5%, Buß beträgt, und 
envlih vie Zahl der Schwingungen in einer Minute n = 40 ifl, fo war nad 
Dry 0er Formel sten ber Aa im —— des Anſtoßes: 


50 
ei nn es 110.55 Ta Le. za 17a Buß, 


$. 285. Wenn ein fih um eine fefle Are C drehender Körper mit —8 
einem andern zuſammenſtoͤßt, fo findet im Allgemeinen eine Ruͤckwirkung re 
des Stoßes auf die Are des Körpers ftatt, die vorzüglich von dem Abfkande 
zwiſchen der Stoß- und Axenrichtung abhängig ift. Beſtimmen wir diefe 
Reaction ober diefen Arendrud in dem einfachen Falle, wenn die Stoß 
richtung winkelrecht gegen die Ebene gerichtet iſt, die fich durch die Drebs 

are und durd den Schwerpunkt des Körpers legen läßt. 
Fig. 396. Es fei BD die Schwerebene durch 
4 die Drehare XX des Körpers in 
Figur 396, FF eine zweite recht: 
winkelige Are in eben diefer Ebene 
und ZZ die dritte Are rechtminkelig 
gegen diefe Schwerebene. Ein Ele 
ment M, bes Körpers ift gegen dies 
fes fi in A kreuzendes Arenfpftem 
duch die Coordinaten AK = x, 
KL=y, und LM = z,, ein 
anderes Element durch Goorbinaten 
%g, Yar 2. U. f. w. beflimmt. Sft 
% die Minkelacceleration, fo hat 
man die Trägheitekraft des Elemen⸗ 
tes M, : Q, — M, «%. EM, und 
zerlegt man biefe in die Seitenkraft 





m 
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Mineiyantı AR paraflel und in die Geitenkraft S rechtwinkelig zur gedachten Schwer: 
bene, fo giebt die Aehnlichkeit der Dreiede KMZ und OMR oder MOS: 
R=M,.x2,=»M,z, und S=xM;y. Es ift hiernady die Summe 
aller Seitenkräfte parallel zur Ebene = x (M,z, + M)2 + ..), und 
die Summe der Seitenfräfte rechtwinkelig gegen dieſe Ebene 
» My + My +...) 
Da die Ebene BD durch den Schwerpunkt geht, fo ift die Momenten: 
fumme M 2, +2. +..=Nuß, e8 bleibt daher audy nur die Kräfte: 
funme x (M,yı + Maya + ..) übrig. Iſt nun P die Stoßkraft und W 
der MWiderftand oder die Reaction auf die Are, fo bat man zunaͤchſt zu 
fen: P=W + (My + My...) 
Das ftatifche Moment ber Kraft Q,—Mıx. KMft=M,x.KM.KM 
—x.M,.EM, oder die Entfernung KM durch r, bezeichnet, =x Mir 2, 
das Moment der Kraft eines andern Maffentheil — x M;r2? u. f. w., 
daher das flatifche Moment ber ganzen Trägheit = x (Mr? + Mar? -+...). 
Segen wir nun den Abftanb NO ber Stoßrichtung von ber Arenrichtung 
— 6, fo haben wir das Moment ber Stoßkraft P in Hinfiht auf XX 
 — Pb, während das von W == 0 ift; wir fönnen baber auch fegen: 
Pb=x(Mr? + Mr? +..), 
und befommen durch Elimination von % aus beiden Gleichungen: 


_ P(My + My +...) 
P=W+ — +MrRH+.. ° dv. i. die gefuchte Reaction: 


— &(Myı + My +. .) 
V= p(i Mir? + Mr? +. 2) 

Bezeichnen wir endblid den Abftand AN der Stoßrichtung von dee Are 
YY durch a und den Abfland AU des Angriffspunktes U der Reaction 
W vom Anfangspunfte duch u, fo haben wir noch 

Moment Pa = Mom. Wu + Mom.“ (M, z,yı + May + ..). 
und es folgt der Abſtand bes gefuchten Angriffspunttes : 

vo Pa — x (MY + MoXeya + » -) b. i. 
— — W 3 hu 
a (Mr? + Mir? +.) — 6 (M zyı + Met + - .) 
Mr2+ Mr? +. — My + My +.) 
Die Reaction Wil Null, wenn (My tMy+- Mr? Mer. d.i. 
M,r2-+Mır?+.. __ Xrägheitsmoment 
DES ya Hayah. — Railh, Women’ CRD And ir 
Moment ift Null, wenn Pa = x (May + m%+:-), bi. 
)a— May + Miyı +. . 
MytMy%H+.- 
Man nennt den durch diefe Coordinaten a und 5 beftimmten Punkt O 


u = 
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in der bie fefle Are enthaltenden Schwerebene den Mittelpunkt bes —ã 


Stoßes (franz. centre de percussion; engl. cenire of percussion). 
Jede durch diefen Punkt gehende und gegen genannte Schwerebene recht: 
mintelig gerichtete Stoßkraft wird von der Maſſe volllommen aufgenoms 
mm, obne eine Wirkung gegen die Are übrig zu laffen oder einen Drud 
in derfelben zu erzeugen. Die Zormel (1) zeigt an, daß der Mittelpunkt 
bes Stoßes mit dem Schwingungspunfte (vergl. $. 267) gleichen Abftand 
von der Umbdrehungsare hat. 

Damit ein Hammer beim Auffchlagen nicht pralle, d. i. auf die Hand, 
welche ihm Hält, ober auf die Hülfe, um welche er ſich dreht, nicht reagire, 
ift es nöchig, daß der Schlag durch den Mittelpunkt des Stoßes gehe. 


Sig. 397. Beifpiele. 1)Bel einer prismatifchen 
Stange CA, Big. 397, vie fih um einen 
ihrer Endpunkte dreht, ſteht der Mittelpunkt 


des Stoßes un CO — b = an = Yır 


—=%Y, CA von der Axe ab. Wenn man alfo 
bie Stange an einem Ende ferhält, und mit 
dem in der Entfernung CO = CA be 
findlichen Punkte O aufſchlaͤgt, fo wird man fein Brallen fühlen. 2) Bei einem 
Fi. 398 Barallelepipebe BDE, #ig. 398, welches fih um 

nen eine zu vier Seiten parallel gehende und um SA 

= s vom Schwerpunfte abfiehende Are XX dreht, 
if der Abfland AO des Stoßmittelpunftes O von 


ber Axe, b — —2 wo d die halbe Diago⸗ 


nale CA der Geitenflädhen ift, durch welche die Are 
XX hindurchgeht (8. 234). Binge die Stoßfraft 
P durch den Schwerpunft, fo wäre die Reaction 


ri I. 








FF% 7) -r (1 u ee) 
Pa* Pa® 
hFSLyg + Yd‘ 3 + d®' 


$. 286. Unterfuchen wir endlich noch einen 
einfachen Gall des ercentrifhen Stoßes, wenn 
beide Maffen volllommen frei find. Wenn 
zwei Körper A und BE, $ig. 399, fo zufam- 
menfloßen, daß die Richtung NN des Stoßes 
durch den Schwerpunft S, bes einen Körpers 
hindurch und vor dem Schwerpunkt S bes 
andern Körpers vorbeigeht, fo iſt ber Stoß in 
Hinſicht auf den erften Körper centriſch und 
in Hinficht auf den andern ercentrifh. Die 





tel 
a 
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Erenmritäe Wirkungen biefes ercentrifchen Stoßes laſſen ſich aber nach dem Lehrfage 
in 6. 228 finden, wenn man annimmt eiftens, ber zweite Körper fei frei 
und die Stoßrichtung gehe buch den Schwerpunft S felbft, und zwei⸗ 
tens, biefer Körper werde im Schwerpunfte feftgehalten und die Stoßkraft 
wirke als eine Umdrehungstraft. Iſt nun c, die anfängliche Geſchwindig⸗ 
keit von A, c bie des Schwerpunktes von BE, und gehen durch den Stoß 
beide Gefchwindigkeiten in v, und v über, fo beibt, wie in $. 272, 
Mv,+Mv=M,c + Me. ft ferner 8 bie anfängliche Winkels 
gefchtwindigkeit des Körpers BE bei feiner Umdrehung um die Are durch 
den Schwerpunft und fenkrecht gegen bie Ebene NVS, geht diefe Ge: 
ſchwindigkeit durch den Stoß in w Äber, und bezeichnet man. das Träg- 
heitsmoment dieſes Körpers in Dinfiht auf S duch MR und die Er 
centricität, oder den Abfland SK des Schwerpunttes S von der Stoß: 
richtung durch s, fo bat man aud) 

Mo+ 5 so = Mic + 

Sind beide Körper unelaftifdy, fo haben bie Beruͤhrungspunkte beider am 

Ende des Stoßes gleiche Geſchwindigkeit, es iſt alfo noch 9, == v + so. 

Beſtimmt man aus den vorigen Gleichungen v und @ durch ©, und 

ſetzt man die erhaltenen Werthe in die legte Gleichung, fo erhält man 
M, (c—dı) M,s® * 








SE, 


ary +c+ vn) + 55, und hieraus beflimmt 


ſich der * an Geſchwindigkenn bee erften Körpers 
av MR — c— se) 
IT M+MEHME 
der Gewinn an progreffiver Gefchwindigkeit des zweiten: 
MR (ce, —c— 88) 
——— 
und der Gewinn an Winteleſchnindinten deſſelben: 
lm Ms(\—c—s oe) 
(M, + M) P+-M, s? 
Beim volllommen elaftifhen Stoße find diefe Werthe doppelt und beim 
unvolllommen elaftifhen Stoße (1 + Vu) mal fo groß. 


Beifpiel. Trifft eine eiferne Kugel A von 65 Pf. Gewicht das anfänglich 
in Ruhe befindliche Parallelepiped BE aus Tannenholz mit 36 Fuß Geſchwindig⸗ 
feit, ift die Länge dieſes Körpers 5 Fuß, die Breite 3 Fuß und die Dicke 2 Fuß, 
und weicht die Stoßrihtung NN um SK — s — 1Y, Juß von dem Schwer: 
punfte S ab, fo ergeben fi folgende Gefhwindigkelten nad dem Stoße. Das 
ſpecifiſche Gewicht des Tannenholzes — 0,45 angenommen, folgt das Gewicht des 
parallelepipepifchen Körpers — 5.3.2.66.0,45 —= 891 Pf. Das Duadrak der 
halben Diagonale BS der Seitenfläde parallel zur Stoßrichtung ift 


V — 
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Y+ et = 75, 8*& folgt (nach 8. 234), Mit — m, .725 == Erntifhe 


5158.25 (MR — >/, .7,25 = 2310,33, und es iſt nun die Fre 
Geſchwindigkeit der Ruge! nad dem Stoße 

oo Mic, -3 (1 - 2133,25 5) 
OO aM FM THE” 2310,33 + 65 . 1,758 


— 3% (1 — zung) — 36-0142 = 5,112 guß, 


ferner die Geſchwindigleit des Schwerpunftes des gefloßenen Körpers 

M, ic, _ 157,08 . 2,253 Buß 
SH TMEIME 8 ' 
und endlich die Winkelgeſchwindigkeit beffelben 

M,sc 199,06 . 36 
SMFHrLuE nn — 2856 Buß. 
6. 287. Die Wirkungen des Stoßes werden fehr oft benutzt, um einen keintammen. 

Fig. 400. Körper B, Fig. 400, in einen andern Körper E, 

3. B. in eine weiche Maſſe, einzufchlagen oder 
einzurammen. Iſt der Widerfland, welchen die 
legtere Maffe dem Eindringen der erfteren ent: 
gegenfent, conftant und —=P, und die Tiefe CD 
bes Eindringens bei einem Schlage = 5, fo wird 
die mechanifche Arbeit Ps confumirt. Iſt hin: 
gegen diefer Widerſtand anfänglich — Null und 
wächft er mit ber Tiefe des Eindringene gleich- 
mäßig, fo daß er am Ende, nachdem der Körper um die Tiefe s in die 
zweite Maffe eingedrungen ift, = P beträgt, fo ift die confumirte Arbeit 


nur ( +2 — — s=1,Ps. Iſt endlid der Widerftand anfänglich — P, 


und nit derfelbe ebenfalls mit dem Wege gleihmäßig, fo daß er nad) 
Durchlaufung des Weges s in P, übergeht, fo hat man jene Leiftung oder 


Arbeit — | Gr PB) s zu fegen. 








Sängt nun der Körper B, deffen Maffe M fein möge, mit der Ge: 
ſchwindigkeit v an in die Maffe einzubringen, und fest er bei dem Ein- 
dringen diefe Serhrnindigkeit zu, fo hat er in Folge feiner lebendigen Kraft 


92 
bie Arbeit = == 7 G verrichtet, wofern G = Mg fein Gewicht bes 
zeichnet. 
2 
Bei conflantem Widerftande ift nun zu fegen: Ps =, (1; bei all: 
mälig zunehmendem und mit Null anfangendem Widerftande hingegen: 
P= je 2 G; 


WBeisbah's Mechanik. te Aufl. I. BD. 26 


Einrammen. 
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bei von P, bie P, allmaͤlig anwachſendem an endlich: 


(+ Ps=;- 7 .2G. 


Die Anfangsgefhwindigkeit v erzeugt man in der Regel dadurch, daß 
man eine dritte Maſſe A, deren Größe — MM, und Gewicht = G, fein 
möge, mit einer gewiffen Geſchwindigkeit c, auf die zweite Maffe 3 auf: 
fchlagen läßt. Sind nun diefe Maffen unelaftifh, fo bat man die Ges 
ſchwindigkeit, mit welcher beide nach dem Stoße fortgehen und in die 


Maffe E einzubringen anfangen: v —= rn — un . 
Beim Einrammen einer Pilotte oder eines Pfahles, Fig. 401, 
Fig. 401. befteht B in einem, mit Eifen befchuhten 
Pfahle und A in einem von einer gewiffen 
Höhe herabfallenden ſchweren Körper, den man 
2 den Rammklotz, Rammbär oder Hoyer 
— Iſt die Fallhoͤhe S Äh,, fo hat man 


2 er — 
i = (u); (#5). hu, 
—* daher die der —— v entſprechende 
| mechanifche Arbeit des Pfahles und Ramm⸗ 
klotzes zufammen 


— _aN\ — _Grh, 
z= (745) (+ 6) A G+G 
Für einen conftanten Widerftand P des Erd⸗ 
reiches ift aber die beim Eindringen bee Pfah: 
les aufzumendenbe Leiftung = Ps, daher 3 
man zu ſetzen: 


19] * Ps = — G 2h, 


G+G, 
Da beim Eindringen das Gewicht G+G, noch die Arbeit (+G,) s 


2 
verrichtet, fo hat man genauer (P—-G—G,)s = —— zu ſetzen; es 
1 


iſt aber @ + G, gegen P hinreichend klein, um es in der Regel ver: 


nachläffigen zu können. 
Wäre endlich @ fehr Mein gegen G,, wie 3. B. beim Einfchlagen eis 
nes Nagels, fo hätte man Ps = Gin. 











Beifpiel. Ein Pfahl von A400 Pf. Gewicht iſt bei der lebten Hitze von 
0 Schlägen mittels eines 700 Pf. fhweren und 5 Fuß hoch herabfallenden Hamm: 
bäres noch 6 Zoll tiefer eingedrungen,“ welchen Widerſtand leiftet der Erbboben, 
oder welche Laſt kann der Pfahl tragen, ohne tiefer einzubringen? Hier iſt 6 





u 3 
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— 40,6, — 700 Pfo. =5 ms = 2. 0,025 Fuß, wobei voraus: e@inramnım. 


geſetzt wird, daß der Pfahl bei jedem Schlage um gleichviel eindringt. Nach der 
gefundenen Formel iſt der fragliche Widerſtand 


700°.5 4%00 
P= m” 77; 200 = 89100 Pf. 


Megen der Sicherheit auf die Dauer belaftet man ſolche Pfähle nur Y,,. bis 
Yıe mal fo ſtark. 


$. 288. Segen wir voraus, daß ſowohl der Pfahl als auch ber Ramm: 
bär unvollkommen elaftifch fei, fo erhalten wir für die Anfangsgefchmwindig: 
keit des Pfahles nach dem Auffchlagen des Hoyers (f. $. 278) 
GiCı a, eA+mHd 
= 7rG (1 +V — 
und dagegen die des letzteren: 


— 6 VMMAMNI ————— 
( - —— — 


Nun iſt aber (nach $. 276), H und HA, = a 2 _ wenn 


F, l und E, fowie F,, I, und E, die Querfchnitte, Längen und Elaſtici⸗ 
taͤtsmodul des Pfahles und Bäres bezeichnen, daher bat man auch 
\ ⸗/H ⸗uFEII äMFEI. 
H,+H 7 FEI+FEL ' 
endlich ift aber für den eifernen Bär E in der Megel viel größer als für 
den hölzernen Pfahl (f. $. 189), daher läßt fi) annähernd die Größe 
Nau und 














— Ge 
"mut/n Tr" ar 
v=(1-U4VYWarg)a> — c, fegen. 


Nimmt man nun u = 0, ſetzt man alfo gänzliche Unelafticität voraus, 
fo bat man e6 mit bem im vorigen Paragraphen behandelten Salle zu thun; 
fegt man aber u = 1, nimmt man alfo an, daß ber Bär vollkommen 
elaftifch fei, fo erhält man hiernach 

mo, = (42 c 
G + G, ı G, + G i 

Es ift ſonach u, < ©, es dringt folglich der Pfahl ohne Bär in das 
Erdreich, und es ift das Arbeitsquantum des erfteren während des Ein⸗ 
dringens: 


— —— 


VvV * 





en Er; ‚Gh, 


26 * 


= (645) 
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8incammen. Die Leiftung zum Aufheben des Rammbäres ift Z = .G, h,, und daher 
das Verhaͤltniß der Leiftung des Pfahles zu der des Bäres, im erften Galle 
Ps 


— —— — 

LCL TGæ Gi 

und im zweiten — — 
' LTG+6G} 


Dieſes Verhältniß ift am größten und zwar = 1, im erften Falle, wenn 
> = 00, und im zweiten, wenn rn = 1, d. i, wenn im erften Falle 
der Rammbaͤr unendlich ſchwer iſt, und wenn im zweiten Falle derſelbe 
mit dem Pfahl einerlei Gewicht hat. 

Uebrigens entſpringt im zweiten Falle aus der lebendigen Kraft des 
Rammbaͤres noch eine Nachwirkung, denn da der Baͤr nach dem Aufſchla⸗ 


gen noch die Geſchwindigkeit = G ©rG 2) . bat, welcher die Ge 
G+6 
2 2 
ſchwindigkeitshoͤhe k = u + a 6) h, entfpricht, 
fo theilt er bei einem zweiten ———— mit en „piabt nech die Ar⸗ 
* 2 26 


iſt hiernach Ps = fi + (48 5 a 2) Gh, zu feßen. 


Beifptel. Für das Beifpiel des vorigen Paragraphen erhalten wir bei 
Zugrundelegung ber zweiten Bormel a Pidaſtand * Fſahles: 
26, Gh, 200 
P= ) -( a) rn = 0,005 
— 129600 Pfund, oder, wenn wir noch bie Nachwirfung hinzunehmen, 
700 — 400 ] 
P=[1+ 100-7100) |; 129600 — 1,0744 . 129600 — 139200 Pfund, 


alfo mehr ale nad) der erften Formel. 








Am 6. 289. Eine prismatifche Stange vom Querfchnitte F’ und der Länge 
er wird beim Elaſticitaͤtsmodul F vun die Kraft 


P= . FE 
um A länger ausgezogen (f. $. 185), welche hierbei die mechanifche Arbeit 
iA 2FE AN? , 
L = A — —A—T — 1% (+) EFI (f. F. 186*) verrichtet. 


Für einen Stab vom Querfchnitte F == 1 umd der Länge ) = 1 hat 
2 
man L= 1 (+) . E, und wenn nun * das Ausdehnungsver⸗ 
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haͤltniß bei der Elaſticitaͤtsgrenze bezeichnet, fo ift L= 4, (+) E für % 


jeden Stoff eine beflimmte Erfahrungsgröße, die man den Arbeits» 

modul der Eläfticität (franz. co@fhcient de la resistance vive d’ela- 

sticite, engl. modulus of resilience) nennen kann. Bezeichnen wir biefen 

Modul in der Kolge durdy den Buchftaben A, fo erhalten wir die Arbeit 

zum Ausdehnen einer prismatifhen Stange überhaupt 
L=A.FI=A4V. 

Es ift alfo die Arbeit, durch welche ein prismatifher Koͤr⸗ 
per bis zur Elaflicicätsgrenge ausgedehnt wird, dem Vo⸗ 
tumen V = Fl bdiefes Körpers proportional. Iſt dagegen 
zn die Ausdehnung des Körpers im Augenblide des Zerreißens, ſo ift 
1 
L=% (44) E ein anderer Erfahrungscorfficient, ben man den 

1 


Arbeitsmodul der Feſtigkeit nennen und durch den Buchſtaben 
A, bezeichnen kann; und es iſt hiernach die Arbeit zum Zerreißen einer 
priematifhen Stange Überhaupt: 
L=4.Fl=4Vl. 
Um den Arbeitsmodul A der Elafticität beflimmen zu können, muß 
man ben Elaſticitaͤtsmodul E oder den Zragmobul 7 (f. $. 187), und 


das Ausbehnungsverhältniß * bei ber Elaſticitaͤtsgrenze kennen. Es iſt 
dann Ina. 
A=l (7) E, oder da T = * E iſt, einfacher 


A=n+ T=yR 


Um den Arbeitemobul ri der Seftigkeit ermitteln zu koͤnnen, muß man bins 
gegen ben Feſtigkeitsmodul K (f. $.187) und das Ausdehnungsverhältniß 


- für den Moment des Zerreißens kennen. Es ift n = r und baher 
A 1 


4 K? 
A=rT) K=nrg 


Fuͤr die ruͤckwirkende Seftigkeit des Zermalmens gelten dieſelben Kormeln. 


Beifpiele. 1) Wenn für Cichenholz der Arbeitsmodul der Elaflichtät A — 
2,5 Sollpfund, und ber ber Feſtigkeit A, — 20 Bollpfund if, fo Hat man bie 
Arbgit, welche erfordert wird, um eine Stange von 60 Zoll Länge und 3 Qua⸗ 
dratzoll Querſchnitt bis zur Claſticitaͤtsgrenze auszudehnen: 

L = 25.60.3 = 450 Soll Pfund, und die, um dieſe Stange zu zerreißen 

L= D. 60.3 = 3600 Zoll Pfund. 


Giohfehigtet. 


AUbfolute 
Stoßfeſtigkeit. 
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2) Nach den Verſuchen von Brir iſt für den ungeglühten Eiſendraht E — 


2 
30’000000 und ⸗— 0,001, daher hat man für denſelben den Arbeitsmodul ber 


8 
Glaficität A= % (F) . E= . 0,000001 .30000000 — 15 Sollpfund. 


Ferner ift nach diefen Berfuhen K = 100000 Bf. und a — 0,0034, und da⸗ 
‘ber ift für den Arbeitsmobul der Feſtigkeit für den — Ciſendraht 
— X 00034 . 100000 — 170 Bollpfund. 


Anmerkung. Mittels der in $. 189 mitgetheilten Tabelle laſſen ſich 
dieſe Arbeitsmodule für verſchiedene Körper berechnen. 


$. 290. Mit Huͤlfe der Arbeitsmodul A und A, kann man nun auch 
leicht berechnen, unter welchen Bedingungen ein prismatifcher Körper AB, 
Fig. 402. Fig. 402, ducch einen in der Arenrichtung geführten 
Stoß bis zur Elaſticitaͤtsgrenze ausgedehnt oder zerrifs 
fen werden kann. Iſt G das Gericht und c die Ge: 
ſchwindigkeit des floßenden Körpers, fo hat man die 
Arbeit, welche derfelbe beim Aufſchlagen auf ben prie- 
matifhen Körper, deffen Gewicht wir mit G, bezeich 
nen wollen, entwidelt: 


Dee ee 
29'G+G,' 


oder, ba er hierbei noch von der Höhe A herunterfintt, 
noch genauer: *° 


ec? 
L=— - SIG — * 4 46. 
Da wegen der A la des Körperd um A in 
Folge des Stoßes der Schwerpunkt deffelben noch um 


17,4 fintt, fo hat man nod) a 


BL 


Setzt man nun diefer Arbeit der — oder andern in dem vorigen Pa⸗ 
ragraphen gefundenen Arbeiten zum Ausbehnen oder Zerreißen des Koͤr⸗ 
pers gleich, fo erhalten wir folgende Gleichungen: 

1) Für die Ausdehnung bis zur Elafticitätsgrenze 

e? @2 
er, G+G, +1(G+1G)), 
oder, wenn man Fly = J wo y die Dichtigkeit des geſtoßenen Koͤr⸗ 


pers iſt, ſetzt und keine zweite Maſſe an dem Koͤrper haͤngt: 
46 6 
— rar, 








y 29 
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“und meift genau genug: Adfolute 
G ec? G2 » G2 h Stoßfeftigkein. 
y 7 239'GC+G, G+G 
2) Für die Ausdehnung bis zum Zerreißen hat man flatt A, A, und 
ſtatt A, A, zu feßen, weshalb 


e 2 
Arl= 2. u, + 4 (C+%C) 
oder annähernd | 6 Geh 
c? 
AFI=, . +, Gr fogt. 

Hiernach ergiebt fi 3. B. die der Stoßgefchwindigkeit entfprechende 

Fallhoͤhe 
= — 


Man erſieht hieraus, daß die Stange um ſo ſtaͤrkere Stoͤße aushalten 
kann, je groͤßer ihre Maſſe iſt. Dies iſt eine fuͤr die Baukunſt ſehr 
wichtige Regel. 

Beiſpiele. 1) Wenn das Fördergefiß oder die ſogenannte Treibtonne, 
welche in einem feigern Schachte an einem 400 Pfund fchweren Drahtfeile hängt, 
2000 Pfund wiegt, wenn der Arbeitsmohul der Feſtigkeit dieſes Drabtfeiles 
A, = 80 Bollpfund beträgt und jeder Cubikzoll Draptfeil ein Gewicht von 0,16 
Bfund Hat, fo ift die Höhe. von welcher die etwa im Schachte hängen gebliebene 
Tonne binabfallen muß, um das Seil zu zerreißen 

h= 0.16.2000 — 165 120 Zoll = 10 Fuß. 
Wenn dagegen der Arbeitsmobul der Glafticität nur 7 Pfund beträgt, fo bat 
man bie Fallhöhe der Tonne, bei welcher das Drahtfeil über die Elaſtiektäts⸗ 
grenze hinaus ausgedehnt wird, h, = . h= 7%, Fuß = 8% Bill. 

2) Wenn bei einer Kettenbrüde zwei gegenüber befindliche Hängeftangen 
zuſammen ein conftantes Gewicht von 5000 Pf. tragen und durch einen barüber 
wegfahrenden Wagen noch mit 6000 Pfund belaflet werden, wenn ferner der Ars 
beitsmodul A des Schmiebeeifens 7 Zollpfund, die Länge einer Hängeftange 200 Zoll, 
und der Querſchnitt derfelben 1,5 Quabratzoll beträgt, fo hat man 

Fo AFI(@G + 6) _ 7.2.15.200.11000 _ 7.11 _ 77, 

6° 36000000 60 “© 
— 1,28 Zoll. Rollt hiernach der Wagen über ein Hinderniß von 1,3 Soll weg, 
fo werben die Hängeflangen ſchon Gefahr laufen, über die Elaflicitätögrenge hin⸗ 
aus ausgebehnt zu werben. 


$. 291. Mirkt die Kraft P an einem Ende eines prismatifhen Koͤr⸗ meta 
pers rechtwinkelig gegen die Are deffeiben, während das andere Ende feft: Frist 
gehalten wird, fo hat man das Arbeitsquantum, melches der Einbiegung 
oder Bogenhöhe a entfpriht nach $. 192: 
L= Pa_P»2 
— 2 T 6VF 
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Reaie Nun iſt aber (nach $. 190) Mr = Plr = WE, und (nach $. 200) 


Stoßfeſnigkeit. 
— = 7 es folgt daher bier 


mEi_ 7E j 
L= wER= te (I )=% (7) E_ 
Iſt nun * das — bei der — ſo 


2 
bat man 14, (+-) E gleid dem Arbeitsmodul A, und daher das ent⸗ 


fprechende Arbeitsquantum bes Balkens: 
wi 
184. 77 


Ebenſo iſt die Arbeit zum Abbrechen des Balkens: 


Liegt der Baiken an beiden "Enden auf und wirkt die Kraft in ber 
Mitte, fo bat man flatt/, — und ftatt P, nr alfo auch flatt Z, * zu 


ſetzen, weshalb ſich die Formeln in nichts aͤndern. 
Fuͤr einen paralelepipediſchen Balken von ber Breite 5 und Höhe A 
bat man 


daher " 
L=Y%A.bhl= 1,AV, ſowie 
| = 'yAıV. 
Für cplindrifche Stive vom Halbmeffer r ift hingegen 
W at m 


— —— —— — — 


und daher 
= 1), AV unb L, = 14, Aı V. 
Es verhaͤlt ſich alſo in beiden Faͤllen die Arbeit zum Biegen oder 
Abbrechen des prismatiſchen Körpers wie das Volumen 
deffelben. 


8. 292%. Die legten Formeln finden vorzäglic ihre Anwendung, 
wenn ein an beiden Enden unterflügter prismatifcher Körper BB, Figur 
403 (a. f. S.), in feiner Mitte D den Schlag eines von einer Höhe 


AD — Äh nieberfallenden Körpers aufnehmen muß. Iſt G —= M di 
träge Maſſe des fallenden Körpers und M, die nad der Mitte D redu: 
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eirte träge Maffe des Körpers BB, fo hat man twieber das Arbeitövers _xrteriv 


mögen, welches beide Körper nach dem Auffchlagen befigen: Großfehigten. 
ze oe ne My 
= MM 29 MM m= am "" 
Fin. 403. 





Mas nun aber die träge Maffe 
M, anlangt, fo finden wir diefe auf 
folgende Weiſe. Es fei G, das 
Gewicht diefer Stange, 4 die halbe 
£änge BD, $ig. 404, derfelben, — 
eine Abfeiffe BN und y die ent» 
fprehende Ordinate NO der von 
BB im Augenblide der größten Biegung gebildeten Eurve; endlich bezeichne 
noch a die größte Bogenhöhe DC diefer Curve. Denken wir uns BD 
in unendlich viele Theile, jeden — dz, zerlegt, fo erhalten wir ein Ele⸗ 





d 
ment O bes Stangengewidhtes — u und daher ein Element der 


trägen Stangenmaffe von N nad D reducirt: 


G, da NON\? G,ydz 
—— ee 
nl ge ( ) gar ° 
| Nun ift aber nach $. — 


y- IWF (?-3 zT) at 
IwR (e- RR + 3) und 
2 = a Er' daher folgt hier” 
96,2? (* -y,Rar + =) da 
dM, == TEE 177 und 
die nach ber Mitte D reducirte träge Maffe der Stange BB, 


9G, 
M= Sf’ 5* — * 440) dx 








96 v G 
= 7: (# hr. +47 = Ups. 2 


elative 
Sohfrhlstett: 


Ruckwirkende 
Stoßfeftigfeit. 


410 Pierter Abſchnitt. Viertes Kapitel. 
Dies vorausgefegt, innen wir nun bie Leiftung 


M Gh 
Hm CHTG, 
fegen, und erhalten fo die Bedingung des Ausbiegens bis zur Elaftici- 
taͤtsgrenze: 


„.wi__@h 
se — GH," 


alfo, wenn der Balken eine parallelepipedifche Korm hat, 
2 


HAV und daher 


G+Y/s.G,' 
AV(G-+1/,G G 
h= \ an. \ 1 oder V= ey geſetzt, 


„ _ AGLlC+Y%6) 
a Tu 


Führt man A, ftatt A ein, fo giebt der Ausdrud 


) — Aı (C +01) 
= 9yQ? 


die Höhe an, von welcher das Gewicht f berabfallen muß, um den parals 
lelepipedifchen Stab zu zerbrechen. 


Beifpiel. Wie hoch muß ein eifernes Gewicht G von 100 Pfund herab: 
fallen, um eine Gußelfenplatte von 36 Zoll Länge, 12 Zoll Breite und 3 Zoll 
Dide in ihrer Mitte zu zerfchlagen? Es ift hier der Arbeitsmobul ber Feſtig⸗ 


feit 
® 
ne EN 

— !,, = 106 Zollpfund (&. Tabelle $. — 
ferner V=bhk—= 12.3.3 — 1296 Cubikzoll, und da ein Cubikjoll 
Gußeifen.y = 0,275 Pf. wiegt, G. = 1296 . 0,275 = 356,4 Pf; daher die 
fragliche Höhe 

Big. a0 0 _106..1296 . (100 + Yu, . 356,4) 
— 1 . 9 . 100000 


| 
| u. 273 — 41,7 Boll. 





J $. 293*). Man kann auch die Arbeit bes 
rechnen, welche zum Zerknicken eines Koͤrpers 
LOK, Fig. 405, noͤthig iſt. Aus der $. 213*) 
gefundenen Gleichung ber elaftifchen Linie 


’ / P 
yz=asın. (2 75)" 
folgt duch Differenziiren 


dy=acos. (eV &) Es . de, 


j 
| 
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und daher für das Element ds diefer Curve Rüdwirkende 


Stoffefigkeit. 
2 2 
d?—= da +df?=I1+ 55 | oo. (zV s)]) dx. 


Da dy Hein iſt gegen dx, fo bat man annähernd 


ds— do 1: +1, (3) |= ( 4 | es (2 w.)]) dx 
= (: + er 1+ cos. (2= V wr)]) ds; 


j W E " 


Pa? W 
s=otgwgl’t%rV 7 
Nimmt man x = I, fo bat man, da, nady$. 213, / Vi = * iſt 


sin. ( IV nn =snz— 0, 
und daher die der Ducchbiegung oder Bogenhoͤhe ZK — a entfprechende 
Senkung des Gewichtes Al=db = s—l = un . 
Nun ift aber nach $. 213 die Kraft, welche eine Durchbiegung uͤberhaupt 
5 27 . WE, daher folgt die Senkung oder der 


Weg von P waͤhrend der Biegung der Stange XL 
I (Z ? u 7? 0? 














hervorbringt, P = 


— 








167 
Noch iſt auch Par = WE, md « =, daher folgt auch 
| WE _ı A(2Y m 
Pr J e un 


are 


Endlich iſt die diefer Senkung ; oder die dem Ausdehnungsverhältniffe 
La entfprechende mechanifche Arbeit 


! 
L=P=(). (-) 75 WE 


Bee 
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wi mi 
* ode L = YA, — 
je nachdem es ſich um Biegung bis zur Elaſticitaͤtsgrenze, oder um Bre⸗ 
chung des ganzen Koͤrpers handelt. 
Beiſpiel. Wenn ein hölzerner Pfahl noch 10 Fuß — 120 Soll aus dem 


Erdboden Hervorragt, und ber lehtere einen Widerſtand von 20000 Fuß dem tie 
fern Gindringen des Pfahles entgegenfeht, fo muß berfelbe einen burch die For⸗ 


mel P— (=) WE beflimnien Querfchnitt erhalten, um der Biegung beim 





di L MA 


Rñc wirkende 
Stoßfeſtigkeit. 





Aufſchlagen des Rammbaͤres widerſtehen zu koͤnnen. Man hat W = * 
wenn der Querſchnitt des Pfahles ein Kreis iſt, daher P — G)- — 


und den balbmeſer * Querſchnitts 
5) — 91/4200 4 120 
. . ze 


_ ja — 3,01 Soll. 


SR der Pfahl fhwächer, hat er 3. B. nur 6 Soll Dice, fo wird ihn die medhas 
nifche Arbeit 


4 ® 
L=Y, G) EB. ey, (3). arıE 
1, 10000 6008 .9. 120. = 1060 Zollpfun . 
bis zur Elaſtieitaͤtogrenze, und dagegen die Leiſtung 
% . 
L = Yu. (E) mE Yo CYaot «1800000 . 9. 120 7 


— 16956 Zollpfund bis zum Zerbrechen einbiegen. 
Wenn nun die Schläge auf den Pfahlkopf dur einen Rammbär ausgeführt 
werben, der 400 Pfund wiegt und 60 Boll hoch herabfällt, fo wirh bet dem Bes 
wiht @, — 150 Pfund des ganzen Pfahles, die Arbeit des Pfahles nad ei 


nem Schlage 1 _@h_ _ 400° ._60 _ 160000. 6 
G+@ 550 
= 960000 : 55 — 17455 Sollpfund 
befragen, und daber der Pfahl nicht bloß gebogen, fondern auch zerfnickt werben. 


Abe me G. 294. Es Laffen fi auch noch die Wirkungen des Stoßes auf bie 
ee rfion der Wellen unterfuchen. Nach 6. 216 ift bie mechanifche Leiſtung, 
welche die Torſion c einer Welle vom Halbmeſſer r erfordert 
Lz Paa @®.WE 
my m Ton 
= < IT ,„ daher folgt &? — 2 und 
4 WE 4 EI, wi 
= Ig mharhTa Tg 








nun ift aber auh A = 
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Führt man ſtatt T E=ToveK en, fo befommt man bie Ar: el 


beit, weiche aufjzumenden ift, um die aͤußerſten, im Abftande e von der 
Wellenare befindlichen Faſern bis zur Elafticitätsgrenze zu fpannen, 


| T wi 
len. 
und bie, um die Welle abzumürgen: 
„X wi 
ıT2 te 
Für eine cplindrifche Welle it W = in daher 
I=—. zrıl, und = .zrl. 


Hat die Welle das Traͤgheitsmoment M, a,? und bie Winkelgeſchwin⸗ 
digkeit &,, und flößt fie eine Maffe M, in dem Arenabftande a, fo ift die 
von der Torſion der Welle aufzunehmende Stoßleiftung 

a 
L — u — * u — & . Mar _ » 
2 M+ el 2 "Ma? + M,a? 


und ed laſſen fih nun bie krtungen des Stoßes auf die Zorfion leicht 
"berechnen, wenn man diefen Ausdrud einem ber vorigen gleichfeßt. 


Beifpiel. Der Schmungring eines Walzmerfes wiegt 10000 Pfund, und 
geht mit SO Fuß Geſchwindigkeit um; wie ſtark muß die 100 Zoll lange eiferne 
Welle deffelben fein, damit fie bei einem plößlichen, eiwa durch ein unüberwind- 
liches Hinderniß hervorgebracdhten Aufhalten keinen Schaden leide? Es iſt hier 


L=65, = 10000 . 0,018 . 2500 — 400000 Bupsfund — 4800000 Bellpfund; 


und au 
8 
L= Zar = u i.ar — 300000 . T r* Zollyfund. 
wenn man nad $. 189, K — 3000 Pfund ſetzt. Durch Gleichſetzung befommt 


man nun F— ars — ne 0 _ 649 Duabratzoll, und daher die MtHige 


Wellenftärke d = ?r = 9 Sol 

Anmerfung. Der Stoßfeftigfeit iſt erfi in neuerer Zeit mehr Aufmerk⸗ 
famfeit gefchentt worden. Wir finden über fie nur Ginigesmitgetheilt in Tred⸗ 
gold'e Werk über die Stärke des Bußelfens u. f. w. (Strength of cast iron). 
in Poncelet’s Introduction à la me&canique industrielle und in Rühls 
mann’s Geodynamik. Letzteres Werk bezieht ſich vorzüglich auf die Verſuche 
Hodgkinſon's über die Feſtigkeit prismatifcher Körper gegen den Stoß, wors 
über ein befonberer Artifel in dem erfien Band der Zeitfchrift für das gefammte 
Ingenieurweſen (dem Ingenieure) von Bornemann u. f. w. handelt. 

Die Verſuche Hodgkinſon's Rimmen im Wefentliden mit ver vorſtehen⸗ 


Sroßtefig: 
keit. 


ſchlugen. Es beftätigte fich Hierbei die Richtigkeit der Fornıel L = 
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den Theorie über die Stoßfeftigfeit überein; fe erſtrecken fih vorzüglich auf die 
relative Feftigfeit, und find in der Art ausgeführt worben, daß penbelartig auf: 
gehangene Gewichte Horizontal gegen vertifale, an den Enden unterflüßte, Stäbe 
GC’ 

6+7.G 
welche unter der Vorausfehung gefunden wird, daß ber Stoß ein unelaftifcher iſt, 
vollftändig; es Hing bie Leiftung Z gar nit von der materiellen Befchaffenheit 
des ftoßenden Körpers ab. Gleich ſchwere Körper aus verſchiedenen Stoffen 
(Bußeifen, Oußſtahl, Glockenmetall, Blei) brachten bei gleicher Fallhöhe an ei- 
nem und demfelben Stabe (aus Gußeifen oder Gußſtahl) gleihe Durchbiegun- 
gen hervor; aud waren diefe faft genau diefelben, welche die Theorie unter der 
Vorausfekung findet, daß der Stab vollftändig.elaftifch if. 


Fünfter Abſchnitt. 


Statik flüffiger Körper. 


Erftes Kapitel. 


Vom Gleichgewichte und Drude des Waflers 
in Gefäßen. 


8. 295. Wir betrachten die fläffigen Körper als Verbindungen Strfiareir. 


materieller Punkte, deren Zufammenhang unter einander fo ſchwach iſt, 
daß die Meinften Kräfte hinreichen, durch Verfchieben eine Trennung ber: 
felben zu bewirken ($. 59). Manche der in der Natur vorlommenden 
Körper, wie 3. B. die Luft, das Waffer u. f. w., befigen diefe Eigenfchaft 
ber Fluͤſſigkeit im hohen Grade, andere Körper hingegen, mie 3. B. Del, 
Schmiere, aufgemweichte Erde u. f. w., find im mindern Grade‘ flüffig. 
Man nennt jene volltommen, diefe aber unvollkommen flüffige 
Körper. Gewiſſe Körper, wie 3. B. die Zeige, ſtehen den feſten Daffen 
ebenfo nahe als den flüfligen. 

Vollkommen flüffige Körper, von welchen in der Folge nur die-Rede 
fein wird, find auch zugleich vollkommen elaftifch, d. h. fie laſſen fich durch 
äußere Kräfte zufammendrüden und nehmen nach Wegnahme diefer Kräfte 
das erſte Volumen volllommen wieder an. Nur ift die Größe der einem 
gewiffen Drude entfprehenden Bolumenveränderung bei verfchiedenen 
Fluͤſſigkeiten ſehr verſchieden; während fich diefelbe bei den tropfbar: 
fiäffigen Körpern höchft unbedeutend zeigt, fällt fie bei den luft⸗ 
förmigen Körpern, die man beshalb auch elaftifche Fluͤſſigkei— 
ten nennt, ſehr groß aus. Diefer geringe Grad von Zufammendrädbars 
keit der tropfbarfläffigen Körper ift ber Grund, weswegen man bei den 
meiften Unterfuchungen der Hydroſtatik (8.63) diefelben als incompreffibele 
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Fiafſiteu. Oder unelaftifche Fluͤffigkeiten anfieht und behandelt. Da das Waffer unter 
allen tropfbarfläffigen Körpern am meiften verbreitet ift und im Leben 
am bäufigften angewendet wird, fo fieht man es als den Repräfentanten 
aller diefer Fluͤſſigkeiten an und fpricht bei den Unterfuchungen in der 
Mechanik des Fıüffigen immer nur vom Waffer, indem man ftillfchweis 
gend vorausfegt, daß die mechanifchen Verhättniffe anderer tropfbaren 

Fluͤſſigkeiten diefeiben find mie die des Waſſers. 

. Aus denfelben Gründen ift in der Mechanik der elaftifchsfläffigen Kör- 
per immer nur von der gemeinen atmofphärifchen Luft_die Rede. 
Anmerkung. Eine Wafferfäule von einem Duadratzoll Querſchnitt wird 
durch ein Gewicht von 15 Pfd., weldes dem Drude der Atmofpbäre entipricht, 
um obngefähr 0,00005 oder 50 Milltontel ihres Volumens zufammengebrüdt, 
wogegen eine Luftſäule unter dem Drude diefes Gewichtes nur die Hälfte ihres 


anfänglichen Volumens einnimmt. 


Siehe: Aime, über die Zufammendrüdung ber 


- Blüffigfeiten, in Poggendorff's Annalen, Ergänzungsdand (nad 72), 1848. 
Veinciy dee  $. 296. Die charakteriftifche Eigenfchaft der Ktüffigkeiten, wodurch ſich 


aldichen 


Drugs. dieſelben weſentlich von den feſten Körpern unterfcheiden, und welche ber 
Lehre vom Gleichgewichte fläffiger Körper zur Baſis dient, ift die Faͤhig⸗ 
keit, den Drud, welcher auf einen Theil der Oberfläche der 

Sluͤſſigkeit ausgeübt wird, nad allen Rihtungen hin un» 


verändert fortzupflanzen. 


Bei den felten Körpern pflanzt ſich der 


Drud nur in feiner eigenen Richtung fort ($. 83); wird dagegen das 
Waſſer von einer Seite her gedrückt, fo entfteht in der ganzen Maſſe ber: 
felben eine Spannung, die ſich nach allen Seiten bin äußert und baber 
am allen Stellen der Oberfläche deffelben wahrzunehmen ifl. Um ſich von 
der Nichtigkeit diefes Geſetzes zu überzeugen, Tann man einen mit Waffer 


Fig. 406. 





gefüllten Apparat anwenden, wie ihn 
Figur 406 im horizontalen Durch⸗ 
ſchnitte zepräfentiet. -Die gleich wei⸗ 
ten und in gleicher Höhe Über dem 
horizontalen Fußboden befindlichen 
Röhren AE, BF u. f. w. find durch 
volllommen bewegliche und genau ab: 
ſchließende Kolben verfchloffen, das 
Waſſer druͤckt deshalb auch durch fein 


‚Gewicht auf den einen Kolben genau 


fo. ftart wie auf denandern. Gehen 
wie aber von diefem Drude ab, oder 
nehmen wir das Waſſer gewichtslos 
an, Drüden wir dagegen den einen 


Kolben mit einer gewiſſen Kraft P gegen das Waſſer fo a fich diefe 
dur das Waſſer hindurch bis zu den übrigen Koiben B, C, D fort und 
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es ift zur Herſtellung des Gleichgewichtes, oder um das Zuruͤckgehen diefer Prince tet 
Kolben zu verhindern, nöthig, auf jeden dieſer Kolben eine gleich große Grad. 
Gegenkraft P wirken zu laffen. Wir find daher beredhtigt, anzunehmen, 
daß die auf einen Theil A der Oberfläche der Waflermafle wirkende Kraft ? 
eine Spannung in biefer erzeugt, und fi) dadurch nicht nur in der gera⸗ 
den Linie AC, fondern auch in jeder andern Richtung BF, DH u. ſ. w. 
auf andere gleich große Oberflächentheite C, B, D fortpflangt. 
Sind die Iren der Röhren BF, 
CG u. f. w., ig. 407, unter fich 
parallel, fo laffen ſich die Kräfte, 
welche auf ihre Kolben wirken, durd) 
Addition zu einer einzigen Kraft vers 
einigen; ift n die Anzahl diefer gleich 
großen Kolben, fo beträgt daher der 
Geſammtdruck auf dieſelben: 
P,==nP, und in dem von der Figur 
tepräfentirten Falle P =3P. Nun 
ift aber der Inbegriff F, der gedrädten Flaͤchen B. C, D ebenfalls S n mal 
gebrüdte Fläche F des einen Kolbens, es laͤßt fi daher n nicht nur 
— A ‚ fondern auh = A, alfo überhaupt A — a fegen. 
Fig. 408. Rüden wir nun noch die Röhren B,C,D 
e u. ſ. w. ſo zuſammen, daß ſie, wie in Fig. 
408, eine einzige ausmachen, und verſchließen 
wir fie ducch einen einzigen Kolben, fo gebt 
F, in eine einzige Stäche Über und es ift P, 
die auf fie wirkende Kraft; es folgt daher das 
allgemeinere Sefeg: die Druͤcke, welche 
ein fläffiger Körper auf verfdie: 
dene Theile der Gefaͤßwand ausübt, 
find den Sahalten diefer Theile proportional. 
Diefes Geſetz entfpricht auch dem Principe der virtuellen Geſchwindig⸗ 
keiten. Bewegt fi der Kolben AD— F, Fig. 409, um den Weg AA, — 
Fig. 400. einwärts, fo druͤckt er das Wafferprisma 
Fs aus feiner Röhre, und geht der 
Kolben BE=F, umdn Weg BB, — 
auswärts, fo läßt er den prismatifchen 
Raum F,s, zuruͤck. Da wir aber vor 
ausgeſetzt haben, daß ſich die Waſſer⸗ 
maſſe weder ausdehnen noch zufammens 
drüden läßt, fo muß das Volumen ber: 
Weisbach's Mechanik. Ae Aufl. I. ©». 27 
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Drincip nt felben bei biefen Kolbenbewegungen unverändert. bleiben, alfo der Zufag Fs 
Grace. dem Abgange Fys,e gleich fein. Die Gteihung Fıs, = Fs giebt aber 
F = * und aus der Verbindung dieſer Proportion mit der Proportion 
N 
A — Fi folgt ZN = es ift daher auch Arbeit Ps, = Arbeit Ps 
pP F pP 81 | 


(S. $. 80). | 
Beifpiel. Wenn ver Kolben AD einen Durchmeſſer von 1%, Zoll und der 


Kolben BE einen folgen von 10 Zoll Hat, und jener mit einer Kraft P von 
36 Pf. auf das Waſſer gebrüdt wird, fo übt diefer Kolben eine Kraft P, it P 
= IH . 36 — > . 36 = 1600 Pf. aus. Wird der erfle Kolben um 6 Zoll 
fortgefhoben, fo geht der zweite nur ums, = ni _—= =, „= 0,135 30U 
1 

zurück. 

Anmerkung. Vielfache Anwendungen dieſes Geſetzes kommen in der Folge 
vor, bei der hydrauliſchen Preſſe, ber Waflerfäulenmafchine, bei den Pumpen u ſ. w. 


Bafferppiege. 6. 297. Die dem Waſſer inwohnende Schwerkraft macht, daß ſich alle 
Elemente deffelben abwärts zu bewegen ſuchen und fi) auch wirklich fo 
bewegen, wenn fie nicht baran verhindert werden. Um eine zufammen- 
bängende Waſſermaſſe zu erhalten, ift es deshalb nöthig, das Waſſer in 

Gefäßen einzufchliegen. Das in einem Ge 

Big. 410. fäße ABC, Fig. 410, befindliche Waffer iſt 

aber nur dann im Gleichgewichte, wenn die 
noch freie Oberflaͤche ZA deſſelben rechtwin⸗ 
kelig auf der Richtung der Schwerkraft, alfo 
horizontal ift, denn fo lange diefe Oberfläche 
noch krumm oder gegen den Horizont geneigt 
ift, fo lange giebt es auch noch höher liegende 

Mafferelemente E, F u. f. w., welche wegen 

ihrer großen Beweglichkeit in Folge ihrer 

Schwere Über den darunter befindlichen, wie auf einer ſchiefen Ebene GK, 

berabgleiten. 

Da bei größeren Entfernungen die Echwerrichtungen nicht mehr ale 
parallele Linien angefehen werden können, fo hat man bie freie Oberfläche 
oder ben Spiegel des Waſſers in einem großen Gefäße, wie z. B. in 
einem größeren See, nicht mehr als eine Ebene, fondern als einen Kugel: 
oberflächentheil zu betrachten. 

Wirkt außer der Schwere noch eine andere Kraft auf die Waſſerele⸗ 
mente, fo ſteht im Gleichgewichtszuſtande die Oberfläche des Waffers min: 
kelrecht auf der Richtung der aus der Schwere und ber hinzutretenden 
Kraft entfpringenden Mittelkraft. 





u 
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Wird ein Gefäß ABC, Fig. 411, Rafferfviegt 
mit der unveränderlichen Acceleration p 
horizontal fortbewegt, fo bildet die freie 
‚Oberfläche des Waffers in demfelben eine 
fhiefe Ebene DF, denn dba in diefem 
Falle jedes Element E diefer Oberfläche 
von feinem Gewichte (7 abwärts und 


‚von feiner’ Trägheit P= P G horizon⸗ 


ur 
IR 


Fa 
= 
—— 
— 
— 
— 
— 


I 





tal getrieben wird, fo entfpringt in jedem eine Mittelfraft A, welche von 
der Richtung der Schwere um einen unveränderlichen Winkel REG —a 
abweicht. Diefer Winkel ift auch zugleich der Winkel DFH, um welchen 
der auf A normal ſtehende Wafferfpiegel von dem Horizonte abweicht. 


— _P_p 
Er ift beftimmt durch lang. = — | 


Rig. 412. Wird dagegen ein Gefaͤß ABC, Figur 412 
— gleichfoͤrmig um feine vertikale Are XX gedreht, 
fo bildet der Spiegel des mit umlaufenden Waffers 
in demfelben eine hohle Fläche AOC mit paraboli= 
[hen Arendurchſchnitten. If @ die Winkelge- 
ſchwindigkeit des Gefäßes und des darin befindlichen 
Waſſers, G das Gewicht eines Wafferelementes E 
und yder Abftand ME deffelben von der vertifalen 
Are, fo hat man fürdie Centrifugalkraft dieſes Ele⸗ 


mente® F = 0? u ($. 246), und daher für den Winter REG 
— TEM—= 9, welchen bie Mitteltraft A mit der Vertikalen, oder die 


Tangente ET des Wafferprofites mit dem Horisonte einfchließt: 
@y 








Rig. 413 tany.p = „ — 


ih 





9 

Hiernach iſt alſo die Tangente des Win⸗ 
kels, welchen die Beruͤhrungslinie mit 
der Drdinate einſchließt, der Ordinate 
proportional. Da dieſe Eigenſchaft der 
gemeinen Parabel zukommt (S.$.144), 
fo ift auch ber vertikale Durchfchnitt 
AOGC bes Wafferfpiegels eine Parabel, 
deren Are mit der Drehungsare XX 
zuſammenfaͤllt 

Bewegt man ein Gefaͤß ABH Fig.413, 
in einem Vertikalkreiſe um eine Hori⸗ 

27* 
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Beafferfrieget. zontalare C gleichförmig herum, fo bildet bie Oberfläche des Waſſers in 


Bodendru. 


demſelben eine cylindriſche Fläche mit kreisfoͤrmigem Querſchnitte DER. 
Verlaͤngern wir die Richtung der aus dee Schwere G und der Centrifu⸗ 
galkraft F eines Etementes E entftehenden Mittelkraft A bis zum Durch: 
ſchnitte O mit der Vertikalen CA durch den Drehpunkt, fo erhalten wir 


die ähnlichen Dreiede ECO und EFR, für welche gilt —7, — = no; 
nun iſt aber, wenn man ben Drehungshathmeffer EC = y fett, und die 
legte Bezeichnung beibehält,, F= -- we es folgt daher die Linie 


0 — L — 60) _ 
wenn u die Zahl der — pr. Din. bezeichnet. Da diefer Werth 


von CO für alle Wafferelemente einer und derfelbe ift, fo folgt, daß die 


Mittelöräfte aller den Durchſchnitt DEA bildenden Wafferelemente nad) O 
gerichtet find und daß daher der auf die Richtungen bdiefer Kräfte rechts 
winkelig ftehende Durchfchnitt ein aus O befchriedener Kreis if. Diefem 
zufolge bilden die Wafferfpiegel in ben Zellen eines oberfhlägigen Waflerrades 
(auter, einer und derfelben Horizontalare entfprechende cplindrifche Stächen. 

Fig. 414. $. 298. Der Drud des Waffers in 

_ — ——ı einem Gefäße ABCD, Fig. 414, iſt un: 
mittelbar unter dem Waflerfpiegel am klein⸗ 
ften, wird mit der Tiefe immer größer und 
größer und ift unmittelbar Äber dem Bo⸗ 
den am größten. Um dies ganz allgemein 
zu beweifen, nehmen wir an, daß der 
MWafferfpiegei 7,R,, deſſen Inhalt F, fein 
möge, von einer Kraft P,, 3.8. durch die 
darüber fichende Atmofphäre oder durch 
einen Kolben gleichfoͤrmig gebrüdkt werde, 





und denken uns die ganze Waffermafle Durch viele Horipontaledenen mie 27 ıRı 


H;R; u. f. w. in lauter gleich die Wafferfchichten zerlegt. Iſt FF, der 
Inhalt des erften Querfchnittes A, R,, A die Diele jeder, Waſſerſchicht 
und Y die Dichtigkeit des Waffers, fo hat man das Gewicht der.erften 
Waſſerſchicht GR, = F,Ay. und denjenigen Theil des Drudes in H,R,, 
welcher aus dem Drude P, des Waſſerſpiegels Z,Ro entfpringt, nach dem 
Principe in $. 296, — ar. Addirt man nun beide Kräfte, fo erhält 
man den Drud im Horizontalfchnitte A,R,: 
P= a + Fry. 
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— man durch Fy, fo erhält man die: Gleichung 
—8 — *. + Ay, oder, ba E und + die auf die Flächeneinheit be: 


zogenen Drüde po und p, in Holio und A ‚R, bejeichnen, , = pn +4}. 


Der Drud in dem folgenden Horizontalfchnitte H,R, beftimmt fi genau fo- 


wieder Drud in der Schicht M, R,, wenn man berüdfichtige, daß hier der 
anfängliche Drud auf die Sinbeit fhon p,=Po+tAr ift, während er dort 
‚nur powar. Es folgt der Drud in der Horizontalſchicht A,Ra:p.—p, +2Y 
=p+t4AyY+AYy = Da 249; ebenfo der Drud in der dritten Schicht 
H;R,—p + 34y, in ber vierten et und indernten—=p,+nAyY. 
Nun ift aber nA die Tiefe G,G@. — h diefer nten Schicht unter dem 
Mufferfpiegel, es läßt fi daher der Drud — jede ——— in der 
nten Horizontalſchicht ſetzen: p = Po + hy. 


Man nennt die Tiefe h eines Flächenelementes unter dem Wafferfpieger 


die Drudhöhe (franz. charge d’eau; engl. beight of water) deffelben, 
und findet hiernady den Drud des Waſſers auf irgend eine Flächeneinbeit, 
‚wenn man den von außen wirkenden Drud um das Gewicht einer Waffer: 
faule vermehrt, deren Bafis diefe Einheit und deren Höhe die Drudhöhe ift. 

Bei einer horizontalen Fläche, wie z. B. beim Boden CD, ift die Drud: 
höhe h an allen Stellen eine und biefelbe, ift daher der Inhalt derfelben 


— F, fo folgt der Drud des Waffers gegen diefelde: P= (p,+hy)F 


—= Fp, + Fhy = P, + Fhy, oder wenn man vom Äußeren Drude 
abſtrahirt: P= Fhy. Der Drud des Waffers gegen eine hori= 
zontale Flaͤche ift atfo gleich dem Gewichte der über ihr 
ftehbenden Wafferfäule Fh. 

ig. 415. - Diefer Drud des Waſſers gegen 


einen horizontalen Theil der Seitens 
wand, ift von der Form des Gefäßes 
unabhängig; ob alfo das Gefäß AC, 
Sig. 415, prismatiſch wie a, oder 
oben meiter als unten, wie 5, oder 
unten weiter al& oben, wie c, oder 
ſchief wie d, ober ob es bauchig wie 
e ift u.f.w., immer bleibt der Druck 
gegen den Boden gleich dem Gewichte 
einer Wafferfäule, deren Bafis der 
Boden und deren Höhe die Tiefe des 
Bodens unter dem Wafferfpieget ift. 
Da ſich der Drud des Waſſers nad) 





ı 


eine horizontale Fläche, 3. B. gegen- 
den horizontalen Boden oder gegen 


BDod-ntrud. 
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Bert. aHen Seiten fortpflanzt, fo finder dieſes Geſez auch dann nod) feine An: 
Fig. 416. 








wendung, wenn die Fläche, wie z. B. BC in 
Fig. 416, von unten nad) oben gedrüdt wird. 
Jede Flaͤcheneinheit in der an BC anliegen: 
den Wafferfchicht CA wird durch eine Waffer: 
fäule von der Höhe HB=RK—h gedruͤckt, 
es ift folglidy auch der. Drud! gegen CB== Fhy. 
wenn F den Inhalt diefer Fläche bezeichnet. 
Es folgt auch hieraus noch, daß das Waſſer 
in communicirenden Rohren ABC und DEF. 
Fig. 417, im Zuftande des Gleich: 
gewichtes gleich body ſteht, oder daß 
. die Spiegel AB und EF berfelben 
in eine und diefelde Horizontalebene 
fallen. Zur Erhaltung des Blei: 
gewichtes iſt es nöthig, daß die Waſſer⸗ 
ſchicht ZUR durch die über ihr ſtehende 
Waſſerfaͤule ER ebenfo ſtark nach 
unten gedruͤckt wird, als durch die 


unter ihr befindliche Waſſermaſſe von unten nach oben. Da aber in bei⸗ 

den Faͤllen die gedruͤckte Flaͤche eine und dieſelbe iſt, ſo muß daher auch die 

Druckhoͤhe in beiden Faͤllen eine und dieſelbe ſein, es muß alſo der Waſſer⸗ 
ſpiegel AB ebenſo hoch uͤber ZR ſtehen als der Waſſerſpiegel EF. 

Seueutiua. 6. 299. Das foeben gefundene Geſetz von dem Waſſerdrucke gegen eine 

| Horizontalflaͤche laͤßt ſich nicht unmittelbar auf eine gegen den Horizont 

geneigte ebene Flaͤche anwenden, da bei diefer die Drucdhöhen an verfchic- 

denen Stellen verfchieden find. Der Drud p——hy auf jede Flaͤchenein⸗ 

heit innerhalb der horizontalen Wafferfticht, welche um die Tiefe A unter 

dem Wafferfpiegel fteht, wirkt nach allen Richtungen ($. 296) und folglich 


Kid. 418. 








auch rechtwinkelig gegen die feften 
=) Seitenwände bes Gefäßes, die (nach 
| $. 128) denfelben vollfommen auf: 
U nehmen. Iſt nun F, der Inhalt 
eines Elementes von einer Seiten: 
I fäde ABC, Sig. 418, und h, deffen 
B| Drudhöpe FH, fo hat man den 
I Normaldeud des Waffers gegen das: 
fette: PA=F,.h,y; ift ebenfo F, 
ein zweites Flächenelement, und h, 
deffen Drudhöhe, fo hat man den 
Normaldrud auf daffelbe: 


— — 
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P,=F;h,y; ebenfo für ein drittes Element P,= F;h,y u. ſ. w. Diefe Eritmerne. 
Normaldruͤcke bilden ein Syſtem von Paralielträften, deren Mitteltraft P 
die Summe dieſer Drüde, ao P= (FF h+ FRh,+...)y if. 
Nun ift aber noch Fihj + Fohz +..., die Summe ber ſtatiſchen Mo⸗ 
mente von Fi, F} u. f. w. hinſichtlich der Öberflähe OHR des Waſſers, 
und —=Fh, wenn F der Inhalt der ganzen Fläche und A die Tiefe SO ihres 
Schwerpunktes unter dem Wafferfpiegel bezeichnef, es folgt daher der ges 
fammte Normaldrud gegen bie ebene Flaͤche: P= Fhy. Verſteht man 
hier unter Druckhoͤhe einer Flaͤche die Tiefe SO ihres Schwerpunktes S 
unter dem Wafferfpiegel, fo gilt alfo allgemein die Regel: der Drud 
des Waffers gegen eine ebene Flaͤche iſt glei dem Gewichte 
‚einer Wafferfäule, deren Bafis die Flaͤche und deren . 
die Druckhoͤhe der Flaͤche ift: 


Uebrigens iſt noch hervorzuheben, daß dieſer Waſſerdruck nicht von der 
Waffermengey weiche über oder vor ber gedrüdten Fläche fteht, abhängt, 
Fig. 419. J daß alſo z. B. unter, 

— uͤbrigens gleichen Um⸗ 

ſtaͤnden eine Spunb- 
| : wand AC, ig. 419, 
denfelben Drud auszu⸗ 
halten hat, fle mag das 
Waſſer einer fchmalen 
Schleuſe ACEF, ober 
das eines größeren Tei⸗ 
| | ches ACGH, oder das 
eines großen See's abdämmen. Aus ber Breite AB = CD —= b und 
Höhe AD—= BC = a einer rectangulären Spundmwand folgt die Flaͤche 


derfelben: F= ab und bie Drudhöhe SO = 2 daher der MWafferdrud 





P=oa. Zr=yarby. Es waͤchſt alfo der Drud wie die Breite und 
wie da6 Quadrat der Höhe der gedrüdten Fläche. 


BDeifpiel. Wenn vor einem 4 Fuß breiten, 5 Fuß hohen und 2%, Zoll 
diden Schutzbrette aus Bihenholz das Wafler 3, Fuß hoch ficht, wie groß iſt 
die Kraft zum Aufziehen deſſelben? Das Volumen des Breites iſt 4.5. 

— ?/, Eubiffuß. Nimmt man nun die Dichtigfeit des mit Wafler gefihtwänger> 
ten Gidgenholzes nad $. 58 zu 66.1,11 = 73,26 Bf. an, fo folgt das Gewicht 
diefes Brettes: @ = "%, . 73,26 = 25. 12,21 = 305,25 Pf. Der Druck des 
Waſſers gegen das Schupbreit und auch der Druck defielben gegen feine Führung 
tP=%.(4).4.66 = 49.33 — 1617 Pf; nimmt man nun den 
Coefſicienten der Reibung für nafles Holz nach 8. 161, 7 = 0,68 an, fo folgt 
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die Meibung dieſes Brettes in feiner Leitung F=pP=U,68. 1617 = 1099,56 Pf. 


Addirt man hierzu dad Gewicht des Brettes, fo erhält man die Kraft zum Auf: 
ziehen defietben — 1099,56 + 305,25 = 14048 Pf. 


ineisunte  $. 300. Die Mittelraft P—= Fhy aus fämmtlihen Elementarpreffun: 

vn gen Ehy, Fohy u. f. w. hat, wie jede andere Mittelkraft eines Syſte⸗ 

mes von Parallelkräften, einen beflimmten Angeiffspuntt, den man den 

Mittelpunkt des Drudes nennt. Durch Unterflügung diefes Punk: 

tes wird dem ganzen Waſſerdrucke einer Flaͤche das Gleichgewicht gehalten. 

Die ſtatiſchen Momente der Elementarpreffungen Fıhrr, Fohy u. f. w. 

hinſichtlich der Ebene des Waſſerſpiegels OR, Fig. 420, find Fihi V. hi 

Fig. 420. | = Fh?Y: Fohzy u. f. w.; es ift 

— alſo das ſtatiſche Moment des gan⸗ 

zenWaſſerdruckes in Hinſicht auf dieſe 

Ebene: (Fh? + Fehr? +...) Y. 

Sept man. nun den Abſtand KM 

bes Mittelpunftes M diefes 

Drudes vom Wafferfpiegel ==, 

fo hat man das Moment des Waf: 

ſerdruckes auch 

= Ps =\(Fıh,+ Fat ..) >. 

und es folgt nun durch Gleichſetzen 

beider Momente die in Frage fie 
hende Tiefe des Mittelp unktes M unter dem Waſſerſpiegel: 


Fihr + Foh? +. Fihr + Fehr + 
Fy+Fh+. 'Fh 

wenn, wie oben, F den Inhalt der ganzen Fläche und A die Tiefe ihres 
Schwerpunktes unter dem Wafferfpiegel bezeichnet. Um diefen Drudpuntt 
vollftändig zu beflimmen, bat man noch deffen Abftand von einer andern 
Ebene oder Linie anzugeben. Setzt man bie Abftände FG, FaGa u. ſ. w. 
der Flächenelemente F,, F, u. f. w. von der den Neigungswinkel der 
Ebene beflimmenden Falllinie AC, = Yi, Ya u. f. w., fo bat man die 
Momente der Elementardrüde in Hinſicht auf die Falllinie, — Ahr, 
Fohoyay u. f. w., alfo das Moment der ganzen Flaͤche 

= (Fıhyı + Fohyı +..)y; und bezeichnet man ben Abſtand MN des 
Mittelpunktes M von eben diefer Linie durch v, fo hat man diefes Mo: 
ment auch = (Fıhı+ Feha + ..)vy; fegt man Du beide Momente 
gleich, fo erhält man die zweite Ordinate 


2) — Fihy + Fly + - 
Ah + Fr +. 





)z= — ober = 


Fıhyı + Fahzye + .. 
Fh " 
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Iſt a der Neigungswinkel der Ebene ABC gegen den Horizont, und — 
find z,, ©, u. ſ. w. die Entfernungen FR, Felt, u. ſ. w. der Elemente” 
Fun Fa u. f. w., fowie u der Abftand des Drudmittelpunttes M von der 
Durchſchnittslinie AB der Ebene mit dem Wafferfpiegel, fo hat man 
h, = z, sin. c. h, = m sin eu.f. w., fowie z == u sin. a; und 
führt man diefe Werthe in den Ausdrüden für z und v ein, fo erhält man | 
_ Fa + For? + .: _ Irägbeitemomt —n, 
— Far + Fa +.. " Stat. Mommt ’ un 
vo Faıyı + Foxxy +. __ Centrifugaimoment 
.. 0 Fa + Fin + .. Stat. Women ' | 
Man findet alfo die Abftände u und v des Drudmittelpunttes von der 
horizontalen Are AY und von ber durch die Falllinie gebildeten Are AX, 
wenn man das flatifche Moment der Flaͤche in Hinſicht auf die erfte Are 
einmal in das Traͤgheitsmoment derfelben in Hinficht auf diefelbe Are und 
ein zweites Dal in das Centrifugalmoment berfelben in Hinſicht auf beide 
Aren bividirt. Auch iſt der erſte Abftand zugleich die Entfernung des 
Schwingungspunftes von der Durkfchnittslinie mit dem Waſſer⸗ 
fpiegel ($. 267). Webrigens iſt leicht zus ermeflen, daß der Mittelpunkt des 
MWafferdrudes mit dem in 6. 285 beflimmten Mittelpuntte des Stoßes 
Big. 421. vollkommen zufammenfällt, wenn die Durchſchnitts⸗ 
— linie AY ber Flaͤche mit dem Waſſerſpiegel als 
Drehaxe angeſehen wird. 


$. 304. Iſt die gedruͤckte Flaͤche ein Rechteck AC, 
Fig. 421, mit horizontaler Grundlinie CD, fo be: 
. findet fih der Mittelpunkt M-des Drudes in ber 
die Srundlinien balbirenden Falllinie Z,K und fteht 
um 74, biefer Linie von der Seite AB im Wafler: 
fpiegel ab. Reicht diefes Rechteck nicht bis zum 
Wafferfpiegel, wie in Fig. 422, ift vielmehr der Ab» 
ftand K’Lder unteren Baſis C’Dvom Warfferfpiegel,— 
I, und der Abftand der oberen Bafıs AB, — 1, fo 
bat man den Abftand AM des Drudmittelpunftes 

3 — 
vom Wafferfpiegel: u — 7 . — 

Für ein rechtwinkeliges Dreieck ABC, Fig. 423, 
deffen eine Kathete AB im Wafferfpiegel liegt, iſt 
der Abftand KM des Drudmittelpunttes M von AB 


| ($. 1979), u = = = Y, I, wenn | die Höhe 
BC des Dreier "bezeichnet, und der Abftand des⸗ 
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. Ritretsuute felben. Punktes von der andern Kathete, da diefer Punkt jedenfalls im der 

Denack das Dreieck halbirenden Linie CO liegt, welche von ber Spitze O nach dem 
Mittelpunkte ber. Srundfinie geht, NM = v = Y,b, wo 5 die Grund» 
linie AB bezeichnet. 

Liegt die Spige C im Wafferfpiegel, wie Fig. 424 


Big, 424. — angiebt, befindet fidy alfo die Kathete AB unter der 





— 1/, FR 
Spige, fo bat mn KM = u= a Tu und 


NM=o=ytyı 


Befindet fi) das ganze Dreieck ABC, Fig. 425, 
unter Maffer, fteht die Grundlinie AB um AH ==!;, 
und die Spige C um CH — 1, vom Wafferfpiegel IR 
ab, fo hat man den Abftand MK des Drudmittel: 
Rig. 423. punttes M vom Wafferfpiegel AR: 


_.1N?2 
YFlk—kY+F (% + 17) 


ı—h 
F(}, + =) . 
 hh-N tr + N 
14, (21, + I) 

2 +2, + 322 
26 + 2b). 
Auf ähnliche Weife laffen ſich die Drudmittelpunkte von anderen ebemen 
Figuren beflimmen. { 


Fig 426. Beiſpiel. Welche Kraft K if auf 

u) zuwenden, um die um eine horizontafe Are 

. EF vrehbare Klappe AC, Fig. 426, aufzu: 
ziehen? Es fei die Länge CA dieſer Klappe 
— 1%, Buß, die Breite EF = 1% Buß, 
das Gewicht derfelben — 35 Pf.; ferner 
der Abſtand CH ver Drebare C von dem 
Wafferfpiegel AR in der Tbene der Klappe 

gemeſſen, = 1 Buß und der NReigungswin: 
fel diefer Ebene gegen den Horizont = 68°. 
Die gedrückte Flaͤche iſt 


= = Duabratfuß, und bie Drudhöhe oder die Tiefe ihres Schwer: 


um 








— 
punktes unter dem Waſſerſpiegel, 4 — HS sin. a= (HC + CS) ein. o 


‚= (HC+Y, AC)sin.e = (1 4 7. 2 )sin 68 Dsin. 68 13 m 
2. 1,5067..66 


= 1,5067 Fß.; daher der Druck des Waffers auf die Flaͤche: P=Fhy= 


— 
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— 186,45 Bf. Der Hebelarm diefer Kraft in Hinficht auf die Drehare. C iſt der Minetyuntt 
AbRand CH des Drudmittelpunttes M von berfelben,. alfjo = HM — HC des Drudit. 


Dr CV _L W-— 64 
()- Se: 631-5 


2 

3 
— 0,705 Fuß; daher das flatifche Moment des Waſſerdruckes — 186,45. 0,705 
—= 131,46 a Steht der Schwerpunkt S der Klappe um die halbe Ränge CS 


-2 Fuß von der Drebare ab, fo if der Hrbelarm bes Gewichtes 


2 
ITm-ı=7 


3 
— 5 5 

der Drehklappe = Es cos. xæ = 7 cos. 68° = 5 0,3736 = 0,2341 Ruß, 
und taher das flatifche Moment dieſes Gewichtes = 35 . 0,2341 = 8,19 Fönf. 
Durd Addition beider Mpmente befenmt man bad ganze Moment zum Aufziehen 
der Klappe = 131,464+8,19 = 139,65 Ißpf., und wirft nun die Kraft K zum. 
Aufzichen an dem Hebelarme CA = 1,25 Fuß, I folgt ihre — 

139,65 — 112 pf. 


25 | | 
Riga. 427. Br} 302. Wird eine -ebene Fläche AB, 
— Fig. 427, zu beiden Seiten vom Waſſer 
gedruͤckt, fo refultirt aus dem beiden Sei⸗ 
- ten entfprechenden Mittelkraͤften eine neue 
Mittelkraft, die fich durch Subtraction der 
erfteren ergiebt, weil beide einander entge— 
gen wirken. 

Iſt F ver Inhalt des sche Theiles 
auf der einen Seite der Flaͤche AB und 
h die Tiefe AS feines Schwerpunktes un: 
ter dem Bafferfpiegel, ferner F, der Inhalt des Theiles A, BD, auf der 
andern Seite der Flaͤche und Ah, die Tiefe A, S, feines Schwerpunktes 
unter dem entfprechenden Wofferfpieget, fo hat man die gefuchte Mittellraft 
P=Fhy— Fhy=(Fh— Fıh) y. 

Iſt das Trägheitsmoment des erften Flaͤchentheiles in Hinficht auf die 
Linie, in welcher die Ebene der Fläche den erften Waſſerſpiegel ſchneidet, 
—=Fr?, fo bat man das ſtatiſche Moment des Wafferdrudes von- der einen 
Seite = Fr2.y; ift ferner das Trägheitsmoment des zweiten Klächen» 
theiles in Dinficht auf die Durchſchnittslinie mit dem zweiten Wafferfpiegel 
— F, r?, fo bat: man ebenfo das ſtatiſche Moment des Wafferdrudes 
von der andern Seite in Hinſicht auf die Are im zweiten Wafferfpiegel 
— Fır?y. Segen wir ferner die Entfernung AA, der Aren — a, fo 
erhalten wir die Bergrößerung des legten Domentes beim Uebergange von 
der Are A, auf die Are A, F,h,ay, und daher das ſtatiſche Mement 
des Wafferdrudes F,h,y in Hinſicht auf die Are im erften Mafferfpiegel 

.=Fr?y + Fıkı-a.9=(Fir?+F,ah)Y- 
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— Hiernach folgt dann das ſtatiſche Moment der Differenz beider Mitteldruͤcke 
— (Fr — Fr? — aF,h,)Y, und der Hebelarm dieſer legten Kraft, 
oder der Abftand des Drudmittelpunktes von der Are im erſten Waſſer⸗ 

2 __ — 
ſpiegel: u a ee Sind die gedruͤckten Flaͤchen⸗ 

el 
theile einander gleich, welcher Fall eintritt, wenn, wie Fig. 428 zepräfentirt, 
Fig 428. die ganze Fläche AB unter Waffer ift, fo hat 
— man einfacher P?= F(h—h) yund u 
— h, Letzteres, weil h— h, = a und 
r?=1? — 2ah-+ a? ($. 231) if. In 
dem legten Falle ift alfo der Druck gleich dem 
Gewichte einer Wafferfäule, deren Grundfläche 
die gedrüdte Fläche und deren Höhe der Hoͤ— 
benabftand N H, beider Mafferfpiegel ift, 
und es fällt der Mictelpunkt des Druckes mit 
dem Schwerpuntte S der Fläche zufammen. Diefes Geſetz ift auch noch 
dann richtig, wenn beide Wafferfpiegel außerdem noch durch gleiche. Kräfte, 
3. B. durch Kolben, oder durch die Atmofphäre gedrüdt werden. Denn ift 
diefer Druck auf jede Slächeneinheit S p, und alfo die entſprechende Waſ⸗ 


ſerſaͤulenhoͤhe k — £.6.208, fo hat man ftatt h, h+kund ftatth „Ah +% 


zu fegen, und e6 laͤßt die Subtraction die Kraft P= (h+k— [h,+k]) Fy 
—=(h—h,) Fy übrig. Aus diefem Grunde läßt man denn auch in der 
Regel bei bydroftatifchen Unterfuchungen den Atmofphärendeud außer Acht. 


Big. 429. Beifpiel. Die Höhe AB des Oberwaſſers 

] bei einer Schiffiahrtefchleufe, Fig. 429, beträgt 
T Fuß, das Wafler in der Kammer ftebt am 
Schleufenthore 4 Fuß hoch, und die Breite des 
Kanals und der Kammer mißt 7,5 Fuß, wel 
hen Mitteldruck hat das Schleufenthor auszu⸗ 
halten? Es iſt F= 7.75 = 525 und F, 


En — u; 75=3%0 Duabratfuß, ferner kA—= >: 7 


er a — 7—4 





— — — — 





— 38uß, ——— und r, * A!=— 1", baberfolgtber geſuchte Nitieldtuc 
P=(Fh—Rk)y—(625.2 — 0.2.66 = 123,75 .66 — 8167,5 Pf., und 
die Tiefe feines en unter dem Waflerfpiegel: 


25.0 _ 30.16 _3.00. 
. k 3 - _3 : 517,5 — 
535.7 _ 0 


— 
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8. 303. In vielen Fällen ift es wichtig, nur einen, nach einer beftimm- Dat nach 


ten Richtung wirkenden Theil des Waſſerdruckes auf eine Fläche zu eennen." ten 


Um einen ſolchen Gomponenten zu finden, zerlegen wir den normalen Waſ⸗ 
ferdrud MP = P der Flaͤche AC=F 

Fig. 430, nach der gegebenen Richtung 
MX und nah der Richtung MY win» 
Eelcecht darauf in zwei SSeitenkräfte 
MP, = P, und MR =P, Iſt nun 
a der Winkel PMX, um welchen: bie 
Normalkraft von der gegebenen Richtung 
MX der Seitenkraft abweicht, fo erhält 
man für die Somponenten: PP = Pcos.a 
und PD, = P sin. a. Entwirft man 
von der Kläche AB in einer winkelrecht 
auf der gegebenen Richtung MX ftehen: 
den Ebene eine Projectioen A,B,CD, 
fo bat man ehr deren Inhalt F, die Formel FL—=F.cos.ADA,, oder, 
da der Neigungsmwintel ADA, der Fläche zu ihrer Projection gleich ift dem 
Winkel PMX — «a zwifhen der Rormalkraft P und ihrem Gomponenten 





P, fo hat man F\=Fcos.«, oder umgekehrt, cos. A und daher 


die gefuchte Seitenfraft A =P. 35. Da noch der Normaldruck P 
— Fhy iſt, fo folgt endlich P. Fihy, d. h. der Drud, womit 
das Waſſer auf eine Flaͤche nach irgend einer Richtung druͤckt, 
iſt gleich dem Gewichte einer Wafferfäule, die zur Baſis die 
Projection der Flaͤche winkelrecht zur gegebenen Richtung 
und zur Höhe die Tiefe des Schwerpunftes der Fläche unter 
dem Wafferfpiegel bat. 


An den meiften Fällen der Anwendung iſt es wichtig, nur den vertilalen 
oder einen horizontalen Componenten vom Drude des Waſſers gegen eine 


Fläche angeben zu können. Da die Projection winkelrecht zur Vertikal: 
richtung, die Horizontal» und die Projection winkelrecht zu einer Horizon: 


talrichtung eine Vertikalprojection ift, fo findet man den Vertikaldruck des 
Waſſers gegen eine Släche, wenn man die Horizontalprejection oder den 
Grundriß derfelden als gedruͤckte Flaͤhe, und dagegen den Horizontaldrud 
des Waffers nad) irgend einer Richtüng, wenn man die Vertifafprojection 
ober den Aufriß der Fläche winkelrecht gegen die gegebene Richtung als ge: 
drückte Släche behandelt, in beiden Fällen aber die Tiefe des Schwerpunf: 
tes der Fläche unter dem Waſſerſpiegel als Drudhöhe anfieht. 


u beflinmum« 
“ Rıdhrung. 
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Due nah Bei einem prismatifchen Teichdamm ACH, $ig. 431, iſt hiernach für die 
ten Rıdıung. F Fig. 41. Horizontalgewalt des Waſſers 
das vertikale Laͤngenprofil EG 

und fuͤr die Vertikalkraft die 
Horizontalprojection EL der 
Waſſerflaͤche AL als gedruͤckte 

Flaͤche anzufehen. Iſt daher die 

Länge Als des Dammes = [, 

die Höhe AE = h und bie 

vordere Boͤſchung EF.— a, 


ſo hat man die Horizontalkraft des Waſſers = Ih. - y=Yhkly, 





und den Vertikaldruck deſſelben — al. S y—= Wal hy. . SR nun 


noch die obere oder Dammtlappenbreite = b, die hintere Boͤſchung CD=a.. 
und bie Dichtigkeit der Dammmaffe = Y,, ſo hat man das Gewicht dee 


Dammes = (0 + +) hly,, und | den ganzen Vertikaldruck des 
Dammes gegen den horizontalen Boden 
= yalıy + (6 + 2% a + ata, yı [hl 
. Segt man ben —— ſo folgt die — oder Kraft 
zum Fortſchieben des Dammes F = —2 + (6 + rn 7 [om 
In dem Falle, wenn der Horizontaldruck des Waſſers — Fortſchieben 
bewirken ſoll, hat man puly — Ko + (3 + a n [or 
oder einfacher h = (a + +(25+a+o) 2) | | 
' Damit atfo der Damm vom Waffer nicht fortgeſchoben werde, muß ſein 
h<y ( 4 —V—— oder 


ul -)2-0+0] 


Der Sicyerheit wegen nimmt man wohl an, daß der Grund des Dam: 
mes ganz durchwafchen fei, weshalb noch ein Gegendrud von unten nach 
oben = (b+a+a,)ihy in Abzug zu bringen und 


‚<o[are+n(y -)-afe ‚u ſeben if 
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Beiſpiel. Die Dihtigkeit der Lehmbammmaffe ift nahe doppelt. fo groß, 
ale bie des Waſſers, alſo * = 2 und Fr — 1 = 1; 06 läßt ſich daher für 


einen ſolchen Damm einfach A <p(25-+a) ſeten. Erfahrungen zufolge wider: 
ſteht ein Damm Hinlängli, wenn feine Höhe, Boſchung und Kappenbreite ein 
ander glei find; feht man hlernach in der letzten Bormel h= —b=a, ſo ergiebt 
ih p = Ys man in anderen Zällen 


4 [24400 - N)- 4). 
und insbeſondere bei ———— 
h=) (2b--a), und umgefehrt, b= 3 u feßen Bat. 
FR die Dammhoͤhe 20 Fuß und der Boͤſchungswiukel « — 36, fo hat man bie 
Böfhung a — heoig.a = 20. colg.36° = 20. 13764 = 27,53 Buß und 
baher bie obere Damms ober Kappenbreite 5 = Bm _ 16,24 Buß. 


8. 304. Das im legten Paragraphen gefundene Gefeg über den Drud 
des Waſſers nach einer beflimmten Richtung gilt nur für ebene Flächen 
und für die einzelnen Elemente krummer Flächen, nicht aber für Erumme 
Flaͤch en Überhaupt. Die Normaldräde auf die-einzeinen Elemente einer 
krummen Släche laſſen ſich in Seitenträfte parallel zu einer gegebenen Rich⸗ 
tung und in andere, in Mormalebenen hierzu wirkend, zerlegen. Jene 
Seitendruͤcke bilden ein Syſten von Paralleiträften, deren Mittelkraft den 
Drud in der gegebenen Richtung angiebt, und dieſe Geitenkräfte laſſen fich 
ebenfalls auf eine Mittelkraft zurücdführen, beide Mittelkraͤfte geflatten 
aber feine weiters Vereinigung, wenn ihre Richtungen nicht zum Durch⸗ 
ſchnitte gelangen (982). Im Allgemeinen iſt es nicht möglich, die ſaͤmmt⸗ 
lichen Wafferdrüde gegen die Elemente einer krummen Fläche auf «ine 
einzige Kraft zuruͤckzufuͤhren, doch kommen einzelne Säle vor, io dieſe 
Vereinigung moͤglich ifl. 





Drud 
auf frummme 
Flachen. 


Sind G,, G,, Gz, u. ſ. w. bie Projectionen und Ay. Ar, ha, u. ſ. w. j 


die Drudhähen von den Elementen F,, F,, F, u. f. w. einer frummen. 


Flaͤche, ſo bat man den Drud des Waſſers nad) der Richtung winkelrecht 
zur Projectionsebene: P= (Gihi + Gahr + Gylg +...) y, und 
das Moment befjelben in Hinſicht auf die vu des Waſſerſpiegels: 
Pu (EGih + ht Gi h + 
Kann man die gedruͤckte krumme gig in Eiemente zerlegen, die zu 
ihren Projectionen ein unveränderlihes Verhaͤltniß haben, laͤßt fich alſo 
, = = Bu f w.—=nfegen, fo hat man - 


Fıh _(Fhv+Fohat... 
pP (üb y Ey.) (Abtei), 
oder, da dann auch bas Verhaͤltniß der ganzen krummen Fläche F zu ihrer 
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ne Projection G, b. i —* =nif, P=F*,— Ghy; in diefem 
Flachen. 


Falle hat man, wie bei jeder ebenen Flaͤche, den Druck nad) einer Richtung 
gleich dem Gewichte eines Wafferprisma’s, deſſen Grundfläche der Projection 
der krummen Fläche winkelrecht gegen die gegebene Richtung und deſſen 
Höhe der Tiefe des Schwerpunktes der krummen Flaͤche unter dem Baffer 


fpiegel gleich iſt. 
So iſt z. B. der Vertikaldruck des Waſſers 
Big. 432. gegen den Mantel eines mit Waſſer gefüllten ke⸗ 
gelförmigen Gefäßes ACB, Fig. 432, gleich dem 
Gerichte einer Wafferfäule, welche die Boden: 
fläche zur Baſis und zwei Deittel der Arenlänge 
CM zur Höhe hat, weil ſich die von der Boden: 
flaͤche gebildete Horigontalprojection des geraden 
Kegelmantels ebenfo wie ber Mantel in Lauter 
gleiche trianguläre Elemente zerlegen läßt, und 
. weit der Schwerpunkt S’des Kegelmanteld zwei 
Drittel ber Hoͤhe des Kegels von der Spike ab: 
fteht ($. 110). If r der Hatbmeffer der Baſis 
und h die Höhe des Regeis, fo bat man den Drud gegen den Boden 
— zı?hy und ben Verilaldrud gegen den Mante = Y,ar?hy; da 
aber der Boden mit ‚der Seitenwand feft verbunden ift, und beide Dräde 
einander entgegen wirken, fo folgt die Kraft, mit welcher das Gefäß durch 
das Waſſer abwärts gerät wid, = (1—Y)arıy = Iynr?hy 
— dem Gewichte der ganzen Waffermaffe. Hätte man den Boden dur 
einen feinen Schnitt vom Mantel getrennt, fo würde berfelbe mit feiner 
&ig. 433 vollen Kraft zrXhy nad) unten, oder auf feine 
u Unterlage brüden, dagegen wäre aber auch noch 
- der Mantel mit einer Kraft 4, wr?hy niederzu⸗ 
halten, um das Abheben deſſelben zu ‚verhindern. 
Anmerkung. Cs iſt hiernach die Kraft, welche 
der Dampf einer Dampfmaſchine oder das Waſſer ei- 
ner Waſſerſäulenmaſchine auf den Kolben ausäbt, un⸗ 
QAbhaͤngig vun der Form des Kolbens. Wie auch die 
Druckflaͤche durch Aushöhlung oder Abrundung ver: 
größert fein möge, immer bleibt der Drud, mit welchem 
der Dampf over das Waffer ven Kolben fortſchiebt, gleich 
dem Producte aus dem Querſchnitte ober ber Hori- 
zontalprojertion des Kolbens und aus dem Drude 
auf die Flächeneinheit. Bei dem tridhterförmigen 
Kolben AB, Big. 433, deſſen größerer Halbmeſſer 
CA= CB=r und fleinerer HalbmefitGD= GE =r, 


if, in der Drud auf die Grundfläche — nrtp und die Reaction auf den Mantel 
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= n(r—r,*)p; daher der übrigbleibende wirkſame Drud 
P=nrp— a(tr!—rN)p = nr’ 
— Duerfchnitt des Eylinders mal Drud auf die Klächeneinheit. 


$. 305. Wie auch eine krumme Fläche neriyenaı- 
AB, $ig. 434, geformt fein möge, immer Seritalrne. 
ift der Dorizontatdrud des Waſſers gegen 
dieſelbe gleich dem Gewichte einer Wafferfäuie, 
welche zur Bafis die Vertitalprojection A, B, 
der Fläche winkelrecht gegen die gegebene 
Druckrichtung und zur Drudhähe die Tiefe 
CS des Schwerpunftes S der Projection 
unter dem Waflerfpiegel hat. Die Richtig: 
feit diefer Behauptung folgt aus der For: 
ma P=(G,h+ Ge + ...)y ſogleich, 
wenn man berüdfichtigt, daß die Druckhoͤhen 
h,, ha u. ſ. w. der Slächenelemente auch zu⸗ 
gleich die Druckhoͤhen ihrer Projectionen find, daß alfo 5, + Goa + ..- 
das ftatifche Moment der ganzen Projection, d. i. das Product Gh aus 
der Vertitalprojection (7 und der Tiefe h ihres Schwerpunßtes unter dem 
MWafferfpiegel fl. Mat bat alfo bier wieder P = (rhy zu fen, aber 
nicht außer Acht zu laffen, daß h die Druckhoͤhe der Vertilalprojection ift. 

Der Vertikalſchnitt, wodurch man ein Gefäß mit dem darin befindlichen 
Waffer in zwei gleiche oder ungleiche Theile theilt, ift zugleich die Vertikal⸗ 
projection von beiden Theilen, der Horizontaldrud auf einen Theil der Bes 
fäßwand ift aber dem Producte. aus der Vertikalprojection deffelben und 
der Tiefe ihres Schwerpunftes unter dem WWafferfpiegel proportional; es 
ift folglih auch der Horizontaldruck des Waflers auf‘ einen Theil der Be: 
fäßwand genau fo groß, als der entgegengefegt wirkende Horizontaldruck 

Fig. 435. auf den gegenüber liegenden Theil derfeiben, und 

u es heben ſich folglich beide Kräfte im: Gefäße auf. 
Das ganze Gefäß wird alfo von dem eingefchloffe: 
| nen Waffer nad) allen horizontalen Richtungen 
gleich ſtark gepreßt. 

Der Bertitaldrud P, = G,h,y des Waffers 
| gegen ein Element F,, $ig. 435, der Gefaͤß— 
Hwand ift, da die Horizontalprojection Gr, des 

| Elementes als Querfchnitt und die Druckhoͤhe 
| h, ale Höhe und alfo G, Ah, als das Volumen 
eines Prisma's angefehben werden kann, gleich 
| dem Gewichte einer ber dem Elemente ſtehen⸗ 

den und. bis zum MWafferfpiegel reichenden Waſ⸗ 
Weisbach's Mechanik. Ae Aufl. I. Bd. 28 
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Derijonul: ferfäule IF. Die einen endlihen Theil AB des Bodens oder der Ger 

Bertifalornd. faͤßwand ausmachenden Slächenelemente erleiden daher auch einen Ber: 
tikaldruck, welcher dem Gewichte fämmtlicher darüberftcehenden Waſſerſaͤu⸗ 
len, d. i. dem Gewichte der Über dem ganzen Städe flehenden Waffer- 
fäufe gleich ift. Seben wir dieſes Volumen V, , fo erhalten wir hiernach 
für den vertikalen Wafferdrud P= V,y. Für einen andern Theil A,B, 
ber Gefaͤßwand, welcher ſenkrecht über dem vorigen liegt, hat man ben 
entgegengefegten Vertitaldrud Q — V,y; find aber beide Theile feft mit 
einander verbunden, fo refultirt aus beiden Kräften die vertikal abwärts 
wirdende Kraft A= (V,—V,)y = Vy = dem Gewichte der zwi: 
fhen beiden Flaͤchentheilen enthaltenen Wafferfäute. 
Wendet man endlich diefes Geſetz auf das ganze Gefäß an, fo folgt, daß 
der gefammte Vertikaldruck des Waſſers gegen das Ges 
fäß gleich iſt dem Gewichte der mel MWaffer: 
maffe. 


Anmerkung. Macht man eine Deffnung O in die Seitenwand eines Ges 
fäßee HBR, %ig. 436, fo fällt der Theil des Druckes, welcher dem Querſchnitte 
Fig. 436. . biefer Oeffnung entfpriht, weg, unb es 
e bleibt daher der Drud auf das gegenüber 
liegende Flächenſtück F übrig. Während 
alfo das Wafler durch eine Seitenöffnung 
ausfließt, findet eine gleichmäßige Verthei⸗ 
lung bes Horizontaldruckes am ganzen 
Umfange nicht mehr flat. Im Folge der 
Reaction des ausfließenden Waſſers ſteigert 
ſich dieſer Druck Pvpon Fhy auf 2Fhy, 
wie in der Folge gezeigt werden wird. 


—— au 





etheenſarte. 9. 306. Von befonderer Wichtigkeit ift die Anwendung der Lehre vom 
Waſſerdrucke auf Roͤhren, Keſſel u. ſ. w. Damit dieſe Gefaͤße dem Waſ⸗ 
ſerdrucke hinreichend widerſtehen und durch denſelben nicht zerſprengt wer⸗ 
den, hat man ihnen eine gewiſſe, der Druckhoͤhe und der inneren Weite 
entſprechende Wandſtaͤrke zu geben. Das Zerſprengen einer Roͤhre kann 
auf mancherlei Weiſe vor ſich gehen, namentlich in Quer⸗ oder in Laͤngen⸗ 
riſſen. Die letzteren entſtehen aber leichter als die erſteren, wie aus Fol⸗ 
gendem erhellen wird. 


Iſt die Roͤhrenweite BD==?r, Fig. 437 (ſ. folg. S.), und die Drudhöbe 
CK = h, alfo der Drud auf die Flaͤcheneinheit p = hy, fo hat man 
den Gefammtdrud in der Arenrichtung der Röhre = ar?p = arthy; 
ift nun noch die Wanddide AB = DE=e, fo hat man den Quer: 
ſchnitt der Röhrenmaffe = an (r + e? — ar? = 2zre + ze 
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Fig. 437. 


= 2xre (1 + 2), und fegt man ends Mapenfärte. 


lich den Feſtigkeitsmodul — A, fo hat man 
die Kraft zum Zerreißen über den ganzen 


—— e 
Nöhrenquerfhnitt —=2 are(1 + 2) K, 
weshalb nun zu fegen ift: 
2nre ( + 2)K=arp, oder annaͤ⸗ 
bernd und ae ==rp, und daher 

ie R rp __ phy 
die Röhrenftärke =, = x Um 


alſo keinen Querriß in der Röhre oder im 
Keffel zu erhalten, if die Wandftaͤrke deſ⸗ 


ſelben e > > nz au machen. 


Unter allen Längenriffen AE, ZH u. ſ. w. — die diametral gehenden, 
wie AE, am leichteſten, weil dieſelben den kleinſten Inhalt haben; es iſt daher 
auch nur auf diefe Rüdficht zu nehmen. Ziehen wir nun.ein Nöhrenftüd von 

"der Länge in Betracht, und nehmen wir ebenfo nur auf die Entftehung eines 
Riſſes von’der Länge lRuͤckſicht, fo erhalten wir den Querfchnitt einer 
Trennungsflaͤche = le, und daher die Kraft zum Zerreißen in biefer Flaͤche 
leK. Fuͤr zwei gegenÄberliegende Riffe ift diefe Kraft — 2leK, wäh: 
rend der Waſſerdruck für jede Röhrenhälfte dem Querfchnitte Zr} propors 
tional, und daher ?rip ausfällt Durch Steichfegen beider Ausdräde folgt 


nun 2leK = 2rip, d. i. eK = rp, alfo die Dide: e = 7. Wegen 


der Entſtehung von Laͤngenriſſen iſt hiernach die Wandſtaͤrke — einmal 
fo groß zu machen, als wegen ber an einem Querriffe. 

"Aus der gefundenen Formel e = =-7 Tr folgt, das fid die 
Stärken gleichartiger Röhren wie die Ei und wie die 
Drudhöhen oder Drüde auf die Flaͤcheneinheit verhalten. 
Eine Röhre, welche dreimal fo weit ift, als eine andere, und einen fünfs 
mal fo großen Drud auf jede Flächeneinheit auszuhalten hat, als alle 
muß eine fünfzehnmal fo ſtarke Wand erhalten. 

Hohlen Kugeln, welche von innen einen Drud p auf jede Stächeneinheit 





auszuhalten haben, hat man bie Stärke e = >= zu geben, weil hier die 

Projection der Drudfläche der größte Kreis cr?, und die Trennungsflaͤche der 

Ping zure(1i + 2), oder annähernd, bei Heinerer Dide,— Ir e ift. 
B 28* ! : 


Röhrenflärfe, 


— 
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Die gefundenen Formeln geben für pP = 0 au e = 0, deshalb muͤß⸗ 
ten alfo Röhren, welche feinen innern Drud auszuhalten haben, unendlich 
dünn gemacht werden; da aber jede Möhre fchon wegen ihres eigenen Ge: 
wichtes einen gewiſſen Drud aushalten muß, fo hat man noch eine gewiſſe 
Dice e, hinzuzufügen, um die Stärke einer unter allen Umfländen wider⸗ 
ftehenden Röhre zu erhalten. Es ift.folhemnad für cylindrifche Nöhren 


oder Keffel zu fegen: e=e, + 2. oder einfacher, wenn d bie ganze 


innere NRöhrenmeite, n den Drud in Atmofphären, jede einer 33 Fuß 
hoben Wafferfäule entfprechend, - und u eine Erfahrungezahl bezeichnet, 


e=e +.und. 

Gemachten Erfahrungen zu Folge ift anzunehmen für Röhren von 
Eifenbleh ...... e = 0,00086 nd + 0,12 Zoll. 
Bußeifen......: ; e == 0,00238 nd + 0,33 » 

Kupfer... .... ..e=0,00148 nd + 0,16 » 
Blei 2.2222... e = 0,00242 nd + 0,20 » 
Zink........ e = 0,00507 nd + 0,16 » 
Holz ......... e = 0,0323 nd + 1,04 » 


natürlichen Steinen e = 0,0369 nd + 1,15 » 
tünftlidden Steinen e = 0,0538 nd + 1,53 * 


Beifviel. Wenn eine Waſſerſaͤulenmaſchine ſenkrecht ſtehende, im Innern 
10 Zoll weite Cinfallroͤhren aus Gußeiſen hat, wie ſtark müſſen dieſelben bei 100, 
200 und 300 Zuß Tiefe fein? Nah der Formel ift bei 100 Fuß Drud diefe 
Stärfe = 0,00238 . 1%, . 10 -+.0,33 = 0,07 + 0,33 = 0,40 Zoll; bei 200 
Fuß = 0,14 + 0,33 = 0,47 Zoll, und bei 300 Fuß Druck = 0,22 + 0,33 
— 0,55 Zoll. Gewoͤhnlich prüft man gußeiferne Leitungsröhren auf 10 Atmos 
Iphären, weshalb hiernach ⸗ — 0,0238 . d + 0,33 Zoll, alfo für Röhren von 
10 Zoll Weite die Stärke.e = 0,24 + 0,33 = 0,57 Zoll anzuwenden ift. 


Anmerkungen. Bon den Stärfen ber Dampffefjeliwände wird im zweiten 
Theile gehandelt. Ueber die Theorie der Röhrenftärfe ift eine Abhandlung von 


‚Heren Brir in den Verhandlungen bes Vereins zur Beförderung des Gewerbflei- 


Bes in Preußen, Jahrgang 1834, nachzuleſen. Bon den techniſchen Verhaͤltniſſen 
und von den Prüfungen der Röhren wird gehandelt in Hagen’s Handbuch der 
Waſſerbaukunſt, Theil I, und in Benin‘ 6 Essai sur les moyens de cunduire 
etc. les eaux. 











Vom Bleichgewichte des Waſſers mit anderen Körpern. 


Zweites Kapitel 
Dom Gleichgewichte des Waffers mit anderen 
Körpern. 


$. 307. Ein unter das Waſſer getauchter Körper wird durch das Waſ⸗ 


ſer von allen Seiten her gedruͤckt, und es entſteht nun die Frage nach der 


Groͤße, Richtung und dem Angriffspunkte der Mittelkraft aus allen dieſen 
Preſſungen. Denken wir uns dieſe Mittelkraft aus einem vertikalen und 
zwei horizontalen Componenten beſtehend, und beſtimmen wir dieſe Kraͤfte 
nach den Regeln des 8. 305. Der Horizontaldruck des Waſſers gegen 
eine Fläche ift gleich ‚dem Horizontaldrude gegen ihre Vertikalprojection, 
-Fig. 438. .- nun ift aber jede Projection eines Körpers 
AC, Fig. 438, Projection vom Hintertheil 
" ADC und Vordertheil ABC feiner Oberfläche 
zugleich, es ift daher auch der horizontale Waſ⸗ 
ſerdruck P gegen den Hihtertbeil der Ober: 
fläche eines Körpers ebenfo groß als gegen 
den Vordertheil, und, da beide. Drüde genau 
entgegengefegt wirken, bie Mittelkraft derfels 
ben gleih Null. Da dieſes Verhättniß bei 
jeder beliebigen Horizontalrichtung und dieſer entſprechenden Vertikalpro⸗ 
jection ſtattfindet, ſo folgt, daß die Reſultirende aus allen Horizontal⸗ 
preſſungen Nu: iſt, daß alſo der unter dem Waſſer befindliche Körper AC 
nad allen borizontalen Richtungen gleich ſtark gedruͤckt wird und deshalb 
kein Beſtreben hat, ſich in einer Horizontaleichtung fortzubewegen. 
; Kiga. 439. 


— 
— 
— 
—— 
—— 


VI ZZ ih 


—_ 


vrlrt | 
) 
———— Tree. 


ILL? 


AALAELETRT 


r —* 
| 


ll; 


ih 


’ 
re 
WISLEL 


I 
Il 
TEILE, 


Ku] 
l 


TIL, 


/ 
% 
7 
* 





den Koͤrper BCS, Fig. 439, zu finden, 
denken wir uns denſelben in vertikale Ele⸗ 
mentarprismen AB, CD u. f. w. zerlegt, 
und beftimmen die Vertikaldruͤcke auf die 
Endflaͤchen A und B, C und D drrfelben. 
Sind die Längen diefer Säulen /,, u. ſ. w., 
die Tiefen ihrer oberen Enden A, D u. ſ. w. 
unter dem Wafferfpiegel HR:h,. hy u.f.w. 
und die horizontalen Querfchnitte Fi. Fa u. ſ. w., fo hat man die von oben 
nach unten wirkenden Vertikaldruͤcke gegen die Enden B,Du.f.m.=.Fıh,y, 
Fhzy u. f. w, und dagegen bie von unten nach oben und gegen die Ens 
den A,C u.f.w. wirkenden Drüde = F,(h,+1)9: Fla+L)y u. ſ. w.; 
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Um den Vertilaldrud des Waſſers gegen 


Aufirieb. 


Auftri: b. 


438 Fünfter Abſchnitt. Zweites Kapitel. 


und es folge nun durch Vereinigung diefer —— die Mittelkraft 
P=F,k+tH)r+Rkta)y +... — Fhy—Fhy—.- 

= (Fl + Fb+..)y7=VY, wenn V das Volumen des einge 
tauchten Körpers oder des verdrängten MWaffer bezeichnet.’ 

Hiernach ift alfo ber Auftrieb, oder bie Kraft, mit welder 
das Waffer einen in ihm eingetaudhten Körper von unten 
nah oben emporzutreiben fuht, gleih dem Gewichte dee 
verdrängten Waffers oder einer Waffermenge, weldhe mit 


dem untergetaudten Körper einerlei Volumen hat. 


Um endlih noch den Angriffspunkt diefer Mittelkraft zu finden, ſetzen 
wir die Abftände AA,, CC, u.f.to. der Elementarfäulen AB, CD u. f. w. 
von einer Vertilalebene ZN :a,, a, u.f. w. und beflimmen die Momente 
der Kräfte in Hinficht auf diefe Ebene. Iſt nun S der Angrifföpunft des 
Auftriebes und SS, —X fein Abftand von jener Grundebene, fo hat man 

Yy.e=Fhlr:.a+ Fely.Qa + ..., und daher 


„_hhatrkhba+.. _ Mhathar.. wenn 
"RI+Ehr.. .+Nr+.. " 


Va, Yau.f. w. die Inhalte der fAutenförmigen Elemente bezeichnen. Da 
fib (nad $. 100.) der Schwerpunkt des Körpers. genau nach berfelben 
Sormel beftimmt, fo folgt, daß der Angriffepuntt S des Auf: 
triebes mit dem Schwerpunfte des —— Waſſers 
zuſammenfaͤllt. 

$. 308. Zu dem Auftriebe eines in oder unter Waſſer getauchten 
Körpers geſellt ſich noch das in entgegengefegter Richtung wirkende Gewicht 
G bes Körpers, und es ergiebt ſich nun aus beiden eine Mittelkraft AR 

=G— Vp oder — — 1) vY wenn & das fpecififche Gewicht des 
Körpers bezeichnet. 

Iſt die Körpermaffe homogen, fo faut der FE des — 
Waſſers mit dem des Koͤrpers zuſammen, und es iſt daher dieſer Punkt 
zugleich der Angriffspunkt von der Mittelkraft A; findet aber eine Homo: 

Fig 440. genität nicht flatt, fo fallen diefe Schwerpuntte 
nicht zufammen und es weicht deshatb auch der 
Aungriffspunkt der Mitteltraft A von beiden 

Schwerpunften ab.. Segen mir den Horizontal: 

abftand SH, Fig. 440, beider Schwerpunkte 

von einander —=.5 und den Horizontalabſtand 
SA des gefuchten Angriffspunktes A von dem 
 « Schwerpunkte S des verdrängten Waſſers — a, 
| fo’haben wir die Gleichung Gb — Ra, woraus 


f(ya= zZ = ergiebt. 
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Wird der eingetauchte Körper feiner eigenen Schwere überlaffen, fo Auriet. 
koͤnnen folgende drei Faͤlle eintreten. Entweder ift das fpecififche Gewicht 
des Körpers gleich dem des Waſſers, oder es ift größer, oder es iſt kleiner 
als das fpecififche Gewicht des Waſſers. Im’erften Falle ift der Auftrieb 
gleich dem Gewichte, im zweiten ift er Meiner und im dritten ift er größer 
als das Gewicht des Körpers. Während im erſten Falle Gleichgewicht 
zwifchen dem Gewichte und dem Auftriebe eintritt, muß der Körper im 
zweiten Falle mit der Kraft G — Vy = (2 — 1) VyY finten und im 
dritten Falle mit der Kraft Vy — G = (1 — e) Vy fleigen. Das 
Steigen bat aber nur fo lange feinen Fortgang," bie die von der Ebene 
des Waſſerſpiegels abgefchnittene und von dem Körper verdrängte Waſſer⸗ 
maffe V, mit dem ganzen Körper einerlei Gericht hat. Das Gewicht Gr 

Fig 441. — Vey des Körpers BB,, Fig. 441, und der 

Auftrieb P== P, y bilden nun ein Kräftepaar, 

durch welches der Körper noch fo weit umgedreht 

wird, bis die Richtungen beider zufammenfallen, 

oder bis der Schwerpunkt des Körpers mit dem 

Schwerpunkte des verdrängten Waffers in eine 
und diefelbe Vertitallinie fällt. 

Man nennt die Linie durch, den Schwerpunkt 
des ſchwimmenden Körpers und: durch den des 
verdrängten Waffers die Shwimmare (franz. axe de flottaison;; engl. 
axis of floating) und dagegen den durch die Ebene des Bafferfpiegels ges 
bildeten Schnitt des Körpers die Shwimmebene (franz. plan de f}.; 
engl. plan of fl.); Jede Ebene, welche einen Körper fo theilt, daß ſich 
der eine Theil zum Ganzen wie das ſpecifiſche Gewicht des Körpers zu 
dem der Stäffigfeie verhält, und daß die Schwerpunkte beider Theile in einer 
Normallinie zu biefer Ebene liegen, kann Schwimmebene des Körpers fein. 

$. 309. Kennt man bie Geſtalt und das Gewicht eines [hwimmensegmimmiete. 
den Körpers, fo läßt ſich mit Huͤlfe der vorftehenden Regel die Tiefe des. 
Cintauchens im Voraus berechnen. Iſt Gr: das Gewicht bes Körpers, fo 

Fig. 442. fegeman das Volumen des verbrängten Waſſers: 





Vv= G. verbindet man hiermit die flereomes _ 


teifhe Formel für das Volumen V, fo bekommt 
man die gefuchte Beftimmungsgleihung. Für 
ein Prisma ABC, Fig. 442, mit vertikaler Are 
iſt z.B. VFy, wenn F ber Querſchnitt und 
y bie Tiefe BD des Eintauchens bezeichnet, es 





G G 
folgt baher Fy = 7 und y= Fr Fuͤr eine 


’ c 
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Schwimmtiefe. 


Fuünfter Abſchnitt. Zweites Kapitel: 
Fig. 443. 





mit der Spige unter Waſſer [hwimmende Py⸗ 


ramide ABC, Fig. 443, ift V=Y,py, wenn 


pden von der Spitze um die Einheit abftehen- 
den Querfchnitt bezeichnet, es folgt daher für fie 


=, und daher die Tiefe CE Y 


TI, Für eine mit der Baſis unter 








Waſſer fhwimmende Pyramide ABC, Fig. 444, 
ergiebt fi) hingegen der Abftand CE==y, der 
Spitze vom Mafferfpiegel, aus der Höhe h 


. ber ganzen Ppramide, indem man feßt: 


V’=19p(h’ — y?) 
TE | 


= h3 — — 


pY 
Kür eine Kugel AB, Fig. 445, mit dem 
Halbmeffer CA = r iſt 


V= —* r — 9 daher hat man es 


mit der er der cubiſchen Gleichung 
pP — Ir z —=0 zuthun, um die Tiefe 


DE—y der Eintauchung der Kugel zu finden. 

Für .einen mit borizontaler Are ſchwim⸗ 
menden Cylinder AG, Sig. 446, vom Halb⸗ 
meffer BC = DC =r ift, wenn a® den 
Centriwinkel BCD des eingetauchten Bo: 
gend bejeichnet, die Tiefe AE der Eintau: 


dung y=r (1.— cos. Y, a), um aber 


den Wafferbogen & zu finden, fegen mir das 
Bolumen des verdringten Waffere S Aus: 

2. . „ r2sın. & 
fnitt minus Dreied — 
cirt duch die Länge GA = ! des Cylin⸗ 


multipli: 


.u® : Ir 
ders, alfo (a — sin. e) = Fu und 16: 


2G 
— Iny 
auf dem Wege ber Näperung in Beziehung 
auf auf. 


fen die Gleichung a - sSin. « — 
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Beif piele. 1) Wenn eine ſchwimmende Holzfugel von 10 Zoll Yurämefferegmioimirk 
x Zoll tief ſchwimmt, fo it das Volumen des von ihr verbrängten Waſſers: 
= 7 Vet — 2 = 22,66 Cub.-goll, während 


7.108 











bie Kugel felbft den Inhalt .- — 523,6 Cub.⸗Zoll hat. Es wiegen 
hiernach 523,6 Eub.-Zoll Kugelmaſſe ebenfoviel, wie 222,66 Cub.⸗Zoll Maffer, und 
e6 folgt das fpecififche Gewicht der erſteren: e Er = 0,425. 

2) Wie tief ſchwimmt ein Holzeylinder von 10 Zoll Durchmefier bei einem ſpe⸗ 
cififhen Gewichte = 0,425? Ge iſt me IH 
— 0,425. 1,3352; nun giebt bie Segmententafel im »Ingenieur, S.218,« für den 


sin 


Inhalt: —— ‚= 1,32766 eines Kreisſegmentes den Centriwinfel «= 166°, 








= NE 


sin. 


und für — — 1,34487 denſelben = 167°, es läßt ſich daher einfach der 
dem Abfchnitte 1,3352 —— Centriwinkel 


| 1,3352 — 1,32766 — 
a = 166° + 1.348867 — 1,32766 ° —= 166° + I — 166°, 26°; alfo' die 


Tiefe der Gintauhung: y= r (1 — cos. Y, a) = 5 (1 — cos. 83°, 13°) 
— 5.0819 — 4,41 Boll fegen. 

$. 310. Die Beftimmung der Eintauchungstiefe kommt vorzüglich bei 
Kähnen und Schiffen vor. "Haben diefe Fahrzeuge eine gefegmäßige Form, 
fo läßt fich diefe Tiefe mittels geometrifcher Formeln berechnen, fehlt aber 
die gefegmäßige Form oder ift das Geſetz der Geftaltung nicht bekannt, 
oder ift die Form fehr zufammengefegt, fo muß man die Tiefe des Ein- 
tauchens durch Erperimentiren oder durch Probiren beftimmen. 

Ein Bein für den erften Ball gewaͤhrt der in Big, 447 ——— 


Fig. 447. 


* | 
Ko BT NETT 





von ebenen Flächen begränzte Kahn ACLEG. Derfelbe befteht aus ei⸗ 
nem SParatlelepipede ACE, und aus zwei, den Vorder: und Hintertheil 
bildenden vierfeitigen Pyramiden BFG und CEL, und feine Schwimm⸗ 
ebene ift aus einem Parallelogramme MS und aus zwei Trapezen MO 
und SU zufammengefegt, und fdhneidet einen Waſſerraum ab, der fi) 
in ein Parallelepiped MCS, in zroei dreifeitige Prismen, wie 3.B PNR, 
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Sgmimmierelund in zwei vierfeitige Pyramiden wie 3. B. BO zerlegen läßt. Segen 
wir die Länge AD des Mittelftüdes — I, die Breite AF = 5 und bie 
Höhe AB = h, ferner die Länge GW von jedem der beiden Schnäbet 
= ce und die Tiefe der Einfentung unter Waffer, d. i. BUM=CIT=y. 
Es folgt zunaͤchſt der eingetauchte Theil MCS des Mittelftädes: 
— MNx MTx MB=iby. Die Bafis der vierfeitigen Pyeamide 
BQP ift BM.BR und die Höhe PS, daher der Inhalt diefer Phramide 


j = 1, BM.BR.P). Run ift aber BM= y, BRSSE. BH 


BG 


= un daher folgt der Inhalt der beiden Pyramiden 
=2ı.%.Yy. 2 der, Der Querſchnitt des dreiſeitigen 


Prisma's RNO iſt = 1, RO. M. * * * und die Seite 


RH=0N=b— HM b ( — 9 . folgt der Inhalt der beiden 


Prismen = 2. 2. — 988 bey! ( — 9 Durch Ab⸗ 


dition der gefundenen drei Volumen ns fih nun das Volumen bes 
verbrängten Waſſers: 


b 
Vabiy 4’ ey + _ ber _ = (1! +7 1%.) %- 
Iſt nun das —— w un- = 6, ſo at ‚man zu fegen: 





dr #-: nr =6 oder 
F "9RrG __ 
. y— any — IH Ir = 


Durch bie Auflöfung der legten cubifchen Gleichung beſtimmt ſi ich aus der 
Ladung die Tiefe y der Einſenkung. 


Beifpiele 1) Wenn bei einem Schiffe die Länge des Mittelküdes I.— 50 
Fuß, die Länge eines jeden Schnabels e— 15 Fuß, die Breite 5=12 Fuß und die 
Tiefe 424 Fuß beträgt, fo fünn bei einer Binfenfungstiefe y — 2 Buß bie ganze 

Belaſtung betragen: G= [50 + 15.% — 14 ..15.(%,)*].12.2.66 
= (50+7,5— 1,25) .24.66 = 89100 Pf. 2) Wenn bei dem: vorigen Schiffe 
bas Bruttogewicht 50000 Pf. ausmacht, ſo hat man für die Senkungstiefe: 
y® — 12y* — 1605 4202,02 = 0. Durch einiges Probiren findet man leicht, 
daß diefer Gleichung ziemlich genau durch y— 1,17 entſprochen wird, weshalb bie 
geſuchte Einfenkungstiefe ebenfo groß anzunehmen if. 

Unmerfung. Um das Gewicht der Ladungen eines Schiffes anzugeben, ver 
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fieht man dieſes zu beiden Seiten mit einer Efala, der fogenannten Schiffe» 
aiche. Die Eintheilung einer foldyen Aiche wird in der Megel empirifch gefunden, 
indem- man unterſucht, welche Ginfenfungen beflimmten Belaflungen entfprechen. 


8. 311. Das Schwimmen ber Körper erfolgt entweder in aufrechter 
ober in fhiefer Stellung, ferner mit oder ohne Stabilität. Aufı 
recht ſchwimmt ein Körper, 3. B. ein Schiff, wenn wenigſtens eine Ebene 
durch die Schwimmaxe Spmmetrieebene des Körpers ift, ſchief ſchwimmt 
er, wenn er Durch feine ber Ebenen, welche fich durch die Schwimmage legen 
laffen, in zwei congruente Theile getheilt wird. Ein Körper ſchwimmt mit 
Stabilität, wenn er feinen Gleichgewichtszuſtand zu behaupten fucht (vgl. 
6.130), wenn alfo mechanifche Arbeit aufzumenden ift, um ihn aus biefer 
Lage zu bringen, oder wenn er von ſelbſt in die Gleichgewichtslage zuruͤck⸗ 
ehrt, nachdem man ihn daraus gebracht hat. Ohne Stabilität ſchwimmt 
dagegen der Körper, wenn er in eine neue Gleichgewichtslage Übergeht, 
nachdem er, etwa durch Erfchütterung ober durch einen Stop u. ſ. w., aus 
der erſten gebracht worden iſt. 

Fig. 448. Wird ein vorher aufrecht ſchwimmender 
Körper ABC, Fig. 448, in eine ſchiefe Lage 
gebracht, fo tritt der Schwerpunkt S bes vers 


EF heraus und nimmt sine Stelle S, auf 
der mehr eingetauchten Hälfte des Schiffe: 
raumes ein. Der in S, angreifende Auftrieb 
P= Vy und das im Schmerpunfte C bes 
Schiffes angreifende Gewicht G = — P 
des Schiffes bilden nun ein Kräftepaar, durch 
welches (f. $. 90) ſtets eine Drehung hervor: 
gebracht, wird. Um welchen Punkt auch dieſe Drehung vor ſich gehe, im⸗ 
mer wird doc; C dem Gewichte G nachgebend, niedergehen, und S, ober 
ein anderer Punkt M der Vertikalen SP, der Kraft P folgend, auffleigen, 
e6 wird alfo die Symmetrie⸗ oder Arenebene EF des Schiffes in C nad 
Sig. 440. unten und in M nad) oben gezogen, und da⸗ 

ber diefefbe fich aufrecht ftellen, wenn M, wie 

in Sig. 448 über C liegt und fid noch mehr 
neigen, tvie in Sig. 449, wenn M fi unter 

. C befindet. Hiernach hängt denn die Sta» 
bilität eines ſchwimmenden Körpers oder 
Schiffes von dem Punkte M ab, in welchem 
die Vertikale durch den Schwerpunkt S, bes 








ſchneidet. Man nennt diefen Punkt das M e- 


drängten Waſſers aus ber Symmetrieebene 


Etabilitat. 


verdraͤngten Waſſers die Symmetrieebene 


Erabilltär. 
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tacentrum (franz. metacentre; engl. metacentrum). Ein Schiff oder 
ein anderer Körper ſchwimmt alfo hiernach mit Stabilität, wenn fein Me: 
tacenterum über dem Schwerpunkte des Schiffes liegt, und ohne foldhe, 
wenn es darunter liegt; er ift endlich im indifferenten Gleichgewichte, wenn 
beide Punkte zufammenfallen. 

Der Horizontalabftand CD des Metacenter M von dem Schwerpunkte 
C des Schiffes ift der Hebelarm des von P und G = — P gebildeten 
Kräftepaares, und daher das Moment des legteren oder das Maaß der 
Stabilität = P. CD. Bezeichnen wir die Entfernung CM durch c, 
und den Drehungswinkel SMS, des Schiffes oder feiner Arenebene durch 
99, fo erhalten wir für das Maaß der Stabilität des Schiffes S=Pe sin. p; 
und es ift alfo hiernach dieſes um fo größer, je größer das Gewicht, je 
größer die Entfernung des Metacenter von dem Schwerpunfte des Schiffes 
und je größer der Neigungswinkel des letzteren iſt. 

6. 312. In der legten Formel S=Pesin.p hängt die Stabilität des 
Schiffes vorzüglich von der Entfernung des Metacenter vom Schwer: 
punfte des Schiffes ab, es iſt daher von Michtigkeit, fich eine Formel zur 

Beſtimmung biefer Entfernung zu 

Big. 450. verſchaffen. Durd) den Uebergang 

f | des Schiffes ABE, Fig. 450, aus 
| der aufrechten Lage in die fchiefe Rage 
ruͤckt der Schwerpunft Snach S,. es 
| geht der keilförmige Raum ZOH, 
FR aus dem Waffer hervor und zieht ſich 

| der keilförmige Raum ROR, unter 
das MWafler hinab, und es wird da: 
durch der Auftrieb auf der einen Seite: 
um eine im Schwerpunkte F des 
Raumes HOA, angreifende Kraft 

O vermindert und auf der andern 

Seite um eine im Schwerpunfte G 

| des Raumes ROR, angreifende gleiche 
Kraft Q vergrößert. Es erfegt alfo hiernach der in S, angreifende Auf: 
trieb P den anfänglih in S angreifenden Auftrieb und das Kräftepaar 
(Q,— Q), oder, mas auf Eins hinaustonmt, eine in S, angreifende Ge: 
gentraft — P hält der in S angreifenden Kraft P ſammt Kräftepaar 
(Q, — O) das Gleichgewicht, oder einfacher, das Kräftepaar (P, — P) 
ift mit dem Kräftepaar (Q,—OQ) im Bleichgewichte. Iſt nun das Quer: 
profil AJER=H,ER, des im Waffer befindlichen Schiffetheiles = F, 
und das Querprofil 7OA,=ROR, des Raumes, um melden fich das 
Schiff auf der einen Seite herausgezogen und auf der andern tiefer ein: 
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getaucht bat, Fi, ift ferner der Horigontalabftand AZ der Schwer⸗ 
punkte diefee Räume = a und der Horizontalabftand MT der Schwer: 
punkte S und S, oder die Dorizontalprojection des Weges SS, meldjen S 
beim Umkippen durchläuft =. 5, fo hat man wegen bes Gleichgewichtszu⸗ 
ſtandes beider Kräftepaare: 








Fs = Fun, daher s = — a un SM= MT _ _ — 8. 
F sin.p sing Fsin.p 


Die als Faktor in das Maaß der Stabilität eintretende Linie CM—c 
iſt — CS + SM; bezeichnen wir daher noch den Abſtand US des 
Schwerpunktes C des Schiffes von. dem Schwerpunkte des verbrängten 
Waſſers durch e, fo erhalten wir das Stabilitaͤtsmaaß 


S=Pesinp=P(HE 4 e sing), 
Iſt der Drehungswinkel Hein, fo kann man die Querfänitte ZOZ, 


und ROR, als gleich ſchmale Dreiecke anfehen; bezeichnet man die Breite 
HR=H,R, des Schiffes an ber Eintauchungsftelle durch 5, fo kann 


mn R=Yy.Yb.4byg=ybymKkl=a—?. ho 


= Y,b, fowie sın. 2 = 9 fegen, weshalb die Stabilität: 

Faͤllt der Ehwernunt C des Schiffes mit dem —2* S bes ver⸗ 
drängten Waſſers zufammen, fo hat man e=0, daher S= 15 I: Py, 
und liegt der Schwerpunkt des Schiffes Über dem des verbrängten Waſ⸗ 
fer& , fo hat man e negativ, baher S= (> — e) Pp. Auch folgt, 
daß.die Stabilitaͤt eines Schiffes Null iſt, wenn e negativ und zugleich 

BL. 
e = 12F ift. r 


Man fieht aus dem gewonnenen Ergebniffe, daß die Stabilität um fo 


größer ausfält, je breiter das Schiff ift und je tiefer der Schwerpunft 


deſſelben liegt. 
Beifpiel. Bei einem Parallelepipede AD, Big. 451, von ver Breite AB 
=b, Höhe AE = h und Ginfenfungstiefe EH = y 


REF by und 4, daher das Maaß 


Fig. 41. 


der Stabilität; S = Pp nr _ — 24 


Parallelepipedes — = geſetzt wird, 


b? h 
sro (an- FUN) 
Hiernad Hört die Stabilität anf, wenn 





Gtabilitär. 


oder, wenn das fpecifiiche Gewicht der af des 
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be 6hts (1—e), d.i. wenn - = Ybedte) if. Bür ce = folgt * 
== V%-Y = y% = 1225, wenn alfo die Breite noch nicht 1,225 der. Höhe 
iſt, ſo ſchwimmt das Parallelepipen ohne Stabilität. 

shi 6. 313. Die Formel S= P (+ e sin. @ ) für die Stabilitdt 


Schwimmen. 
eines ſchwimmenden Körpers läßt ſich auch dazu anwenden, um die ver: 
fhiedenen Lagen ſchwimmender Körper zu finden, denn fegen wir Ss= 
Null, fo befommen wir die Gleihung für eine zweite Gleichgewichtslage, 
deren Aufloͤſung auf die Beſtimmung des entſprechenden Neigungswinkels 


fuͤhrt. Es iſt alſo die Gleichung A + esin. ꝙ = 0 aufzulöfen in 


Hinfiht auf P. 
Sfr ein Parallelepiped AD, Fig. 452, ift der Querſchnitt F == HRDE 
— H,R,DE = by, wen 6 die 
Breite AB== HR und y hie Senf: 
tife EH = DR bezeichnet; ferner 
der Querfchnitt FR —=HOB,—=ROR, 
als rechtwinkeliges Dreied mit ber Ka⸗ 
| the OA =OR—=Yb, und be 
A| Rathete HH,— RR,==" b lang. 9, 
F, = % 5? tang. 9. Nun fieht 
ferner der Schwerpunkte F von ber 
Bajisum FU=Y, HH, —!blang.p 
und von O um OU = OH —=Yb 
| ab, es folgt daher der Horigontalabftand 

des Schwerpunktes F von de Mite O, =OK=ON+H N 
= O0Uco.9+FUsn.9=1,b cas. p + Yb lang. p sin. Pı 


und de Xtma—= KL=20K=%5bcos.9+ 1, b — 


| Diefemnad) ift die Gleichung für die fchiefe Gleichgewichtslage: 
1, b?tang. b cos. 1/,bsin. = 
8 9 en a / 49?) —esin. 9 —0, 
sin. __ 
| oder * — tang. 9 eingeführt, | 
sin. @ [Ya + Yaa tang. 9%) 5? — ey) = 0; welder Gleichung durch 


sin.p = 0 und durch fang. pP = v2 Ä 33 — 1 Genuͤge geleiſtet 


wird. Dem durch die erſte Gleichung beſtimmten Winkel ꝙ = 0 Mi 
fpricht das aufrechte, dem zweiten aber das ſchiefe Schwimmen. Die 
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Möglichkeit des Iegteren bedingt, daß > Y. if. Iſt nun A die 
Höhe des Parallelepipedes und s deffen fpecififches Gewicht, fo hat man 
y=chme= —y — (1—e) = daher folgt 


— 2 
tang. VꝛV ua 1, 


und es iſt die Bedingungsgleichung für das fchiefe Schwimmen 
a 
37 V; e1—e) 
Beifpiel. 1) Wenn das ſchwimmende Parallelepiped eben fo hoch ale Bet 

iR und das fpecififche Gewicht «=! hat, fo iſt Tang. p = Y2 v3 Y-— 
= 63-2 = |, daher 9 —= 45°, 

2) Wenn die Höhe k = 0,9 der Breite. b, das fpecifiihe Gewicht ober 
wieder Y, iſt, fo hat man fang. p — v3.081—2 081—2 = \/0,43 = 0,6557, das 
ber 9 = 33°, 15°. 


ı 


8. 314. Das Gefeg vom Auftriebe des Waſſers laͤßt ſich zur Beſtim⸗ 
mung der Dichtigkeit oder des ſpecifiſchen Gewichtes von Koͤrpern benutzen. 
Mach $. 307 iſt der Auftrieb des Waſſers gleich dem Gewichte der ver: 
‚ drängten Slüffigeeit; ift daher V das Volumen bes Körpers und y, bie 
Tichtigkeit der Siäffigkeit, fo hat man ben Auftrieb P= Vy,. Iſt nun 


Barkes 


Schwimmen. 


m 


Syecifiſches 
Gewich 


i. 


aber Y, die Dichtigkeit der Koͤrpermaſſe, ſo hat man das Gewicht des 


Koͤrpers G = Vy„ es folgt Daher das ‚Dichtigkeitgvechäteniß Pa 5, 


d. b. die Dichtigkeit bes eingetaudten Körpers —* ſich 
zur Dichtigkeit des Fluidum, wie das abſolute Gewicht 
des Körpers zum Auftriebe oder Gewichtsverluſte beim Un- 


tertauchen. Hiernach iſt Alfo y, = ER und = — Yo; ober 


wenn > die Dichtigkeit des Waffers, &, das fpecififche Gewicht der Fluͤſſigkeit 


und &, das bes Körpers bezeichnen, alfo y = 8,9 und 2 * 8,Y geſetzt wird, 
2*5 &, und = 6% Wenn man alfo das Gewicht eines 


Körpers und den Gemwichtöverluft deffelben beim Untertauchen kennt, fo 
laͤßt fi) aus der Dichtigkeit oder dem fpecififchen Gewichte der Fluͤſſigkeit 
die Dichtigkeit oder das fpecififhe Gewicht der Körpermaffe, und umgekehrt 
aus der Dichtigfeit ober dem fpecififchen Gewichte, der legteren die Dichtigkeit 
ober das fpecififche Gewicht der erfteren finden. 


Iſt die Fluͤſſigkeit, worin man den feften Körper abwiegt, Waffer, fo 
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er hat man = = 1, und 7, = y = 1000 Kilogramm oder 66 Pfund, 
- je nachdem man das Cubikmeter oder den Cubikfuß zur Volumeneinheit 
annimmt, daher ift für diefen Fall die Dichtigkeit des Körpers : 
Abfolutes Gewicht 
=7 y= "Gewihtsverhuft mal Dichtigkeit des Waſſers 


und das ſpecifiſche Gewicht: 
A G __ Abfolutes Gewicht 
2 AT Gewichtsveriuft 
Um den Auftrieb oder Gewichtsverluſt zu ermitteln, bedient man ſich, 
wie zur Beſtimmung des Gewichtes G, einer gewoͤhnlichen Waage, nur 
befindet fih unten an ber einen Schale biefer Waage ein Häkchen, 
um ben Körper mittels eines’ Haarde, Drahtes oder andern feinen Fa⸗ 
dens daran anzuhängen, bevor er in das Waffer, weldyes in einem 
untergefegten Gefäße enthalten ift, eingetaucht wird. Gewoͤhnlich nennt 
man eine zu dieſem Abwaͤgen unter Waſſer eingerichtete Waage eine hy: 
droftatifche Wange. 
Iſt der Körper, deſſen fpecififches Gewicht man ermitteln will, weniger 
. dicht als Waffer, fo kann man ihn mit einem andern ſchweren Körper 
mechaniſch verbinden, damit die Verbindung im Waffer noch ein Veftre 
ben zum Sinken behält. Verliert diefer ſchwere Körper im Waſſer das 
Gewicht P, und die Verbindung P,, fo ift der Gemwichtsverluft des Leich- 
teren Körpers: PS Pı — P,, bezeichnet nun wieder G das Gewicht 
des leichteren Körpers, fo hat . deffen fpecififches Gewicht: 
G Ä 


== 

PT"P-R 
Kennt man das fheeifiche Gewicht & einer mechaniſchen Verbindung 
oder Zuſammenſetzung zweier Körper, und find auch die ſpecifiſchen Ge: 
wichte 5, und &, ber Beſtandtheile befannt, fo laffen fi nun auch aus 
dem Gewichte des Ganzen die Gewichte G, und (Gr, der Beſtandtheile be 


technen. Jedenfalls iſt 6 +G,=G und Volumen Pen + 


Bolumen a = = Volumen 2, alfo —- r + 2. Dur, Ver: 
2 
einigung beider Gleichungen ergiebt fi 9 nun: 


=6(--;): - Yu 
0-0 (1-:@-) 


Beifpiele 1) Wenn ein 310 Gramm fhweres Stück Kalkſtein unter bem 
Waſſer um 121,5 Gramm leichter wird, fo ift das fpecififche Gewicht biefes Koͤr⸗ 
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pre: e = 245. 9) Um das fpecififche Gewicht eines Stüdes Eis Szitige 


chenholz zu finden, hat man es wit einem Bleidraht, welcher beim Abwägen im 
Waſſer 10,5 Gramm an Gewicht verlor, umbunden, werm nun das Holzſtück ſelbſt 
426,5 Gramm wog, und die Verbindung unter Wafler 484,5 Gramm leichter 
war, als in der Luft, fo ergiebt fi das ſpeeiſiſche Gewicht der Holzmaſſe: 

:— ner = = = 09. 3 Ein vollfommen mit Ouecfilber an⸗ 
gefülltes und vollkommen geſchloſſenes eiſernes Gefaͤß hat ein Bruttogewicht von 
500 Pfund und verlor im Waſſer 40 Pfund an Gewicht; wenn nun das ſpeciſi⸗ 


ſche Gewicht des Gußeiſens — 7,2 und das bes Quedſilbers 13,6 tt, fo ergiebt 


ſich das Gewicht des leeren Befäßes: 


6 = 500 (= — 38) - Eu 
== 500 (0,080 07353) : . (0,1388 — 0 ‚0735) 
500 .0,00647__ 3235 
u 5 Fund, 
und das Gewicht des eingeſchloſſenen Duedfilbers: 
G: = 500 0,08 0,1388) : (0,07353 — 0,138) = 


— I53 — 450,2 Pfund. 


- 0,0588 
nn 





Anmerfung 1. Zur Ausmittelung ber fpecififchen Gewichte von Ylüfflge j 


feiten, lockeren Mafien u. f. w. reiht auch das bloße Abwägen in freier Luft 
aus, weil man dieſen Körpern durch Ginfüllen.tn Befäße jeves beliebige Volumen 
extheilen fann. Wiegt eine leere Flaſche = G, wiegt biefelbe mit Waſſer an» 


gefüllt G, und hat diefelbe das Gewicht G,, wenn fie eine-andere Mafie ints - 


Ka fo at man das fpecififche Gewicht dieſer Mafle: « — 4 


m 3. B. das fpeeifiihe Gewicht von Roggen (in Maffe) zu, finden, wurde 
ein Flaͤſchchen mit Roggenlörnern angefüllt, und nad ſtarkem Schüttein ges 


wogen. Nach Abzug des Gewichtes ber leeren Flaſche ergab fich das Gewicht 


diefer Roggenmaffe = 120,75 Gramm, und das Gewicht einer gleichen Wafler- 
menge — 155,65; es folgt demnach das Gewicht der Roggenmafle 
„120,75 a 2 — 0,716, und es wiegt fonad) 1: Eubiffuß dieſes Getreides 

— = 0,778 . 66 = 51,22 Pfund. 

Anmerftung 2. Das fon von Archimedee aufgelöfte Broblem, aus dem 
fpecifiihen Gewichte einer Zufammenfeßung und aus den fperififden Gewichten 
der Beſtandtheile das Verhaͤltniß der Beſtandtheile zu finden, geftattet nur eine 
beſchraͤnkte Anwendung auf chemiſche Berbintungen, Metalllegirungen u. f. w., 
weil bei ſolchen meift eine Gontraction, oder aud) eine Ausbehnung ber Maſſen 
flattfindet, fo daß das Volumen der Verbindung nicht mehr gleich iſt der Summe 
der Volumina der Beſtandtheile. 


6. 315. Zur Beſtimmung ber Dichtigkeit von Fluͤſſigkeiten, werben 
vorzüglich auch die Arkometer, Senkwaagen (franz. ardometres; 
engl. areometers) gebraucht. Diefe Inſtrumente find hohle, in Beziehung 
auf eine Ape fommetrifch geformte Körper mit febe tief liegendem Schwer: 

MBeisbach’s Resanit. 2. auf. 1.8», _ 29 . 


Uräonıcker. 





Kräometer. 
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punkte, und geben, indem fie in einet Fluͤſſigkeit aufrecht ſchwimmen, die 
Dichtigkeit diefer an.. Man fertigt fie aus Glas, Meffingbieh u. f. w. 
und nennt fie nad ihrem verfchiedenen Gebrauche hydroſtatiſche Senk⸗ 


waagen, Soolmaagen, Bierwaagen, Branntweinwaagen, Alkoholometer 


u. ſ. w. Es giebt zwei Arten von Senkwaagen, naͤmlich Gewichts⸗ und 


Scalenaraͤometer. Die erſteren werden auch oft zur Beſtimmung ber 


Gewichte, und namentlich der ſpecifiſchen Gewichte von feften Körpern in 


Antwendung gebracht. 


1. 3.9 das Volumen des unter Waſſer befindlichen Theiles einer 
bis zu einer gewiffen Marke O eingetauchten übrigens frei fhwimmenden 
Senkwaage ABC, Fig. 453, G das Gewicht der ganzen Waage, P das 
Fig, 458. auf den Zeller A aufgelegte Gewicht beim Schwimmer im 
Waffer, deſſen Dichtigkeit — y fein möge, und PD, das 
eben daſelbſt aufzulegende Gewicht beim Schwimmen in eis 
ner andern Ftüffigkeit von der Dichtigkeit Yı, fo bat man 

VYr=P+Gw Yy, =P, + 6, daher 

3 = P+6G 
+6 

2. Sf P das Beoict „welches auf den Zeller gelegt 
merden muß, um. die im Waffer ſchwimmende Senkwaage 
ABC, $ig. A54, bis zu einer Marke O einzufenten, und iſt 
BE P, das Gewicht, welches man mit dem abzumägenden Kr: 
per gleichzeitig auf A zu legen hat, um’ diefelbe Einfentung 
54. zu erhalten, fo hat man das Gewicht dieſes Körpers einfach 
u G,=P-— P. IM aber die Auflage P, um P, zu ver 
a. größern, wenn der abzumiegende Körper in das unter Waſ⸗ 
fer befindtihe Schaͤlchen D gelegt wird, um die Senkungs⸗ 
| tiefe unverändert zu behalten, fo ift P, der Auftrieb und 


daher das fpecififche Gewicht des Körpers: 
P— P 





Die Senkwaagen mit unten angehängten Schaͤlchen zur 
| Beftimmung fpecififher Gewichte von feften Körpern, wie 
z. B. von Mineralien, beißen’ Moll on’fhe Senk⸗ 
waagen. 
3. Segen wir das Gewicht einer Senkwaage ABC, 
Fig. 455, —= G@, und das eingetaudyte Volumen, wenn diefe 
Waage im Waffer ſchwimmt, = V, fo ik G = Vy. Steigt diefe 
Wange um die Tiefe OA = x empor, wenn diefelbe in eine ſchwerere 





Fluͤſſigkeit eingetaucht wird, fo iſt bei dem Querfchnitt F des Stäbchens 


das noch eingetauchte Volumen = V — Fxx, und daher G = (V — Fx) y;; 
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Fig. 455, beide Formeln, durch einander divibirt, geben num die Dich⸗ Aranmıter. 
tigkeit der Sräraki: 


yı = vo: r=r:1- yazr: (1— un). 
Iſt die Fluͤſſigkeit, worin man das edometer eintaucht, 
leichter als Waffer, fo finkt daffelbe in ihr um bie Tiefe x, 
weshalb ar Fx) y und baher y, = y:(1 +) 
Um ben Geefinen y=yi finden, wird die Waage 


durch ein Gewicht B etwa * oben eingegoſſenes und den 
tiefſten Punkt einnehmendes Queckſilber ſo weit beſchwert, 
daß ſie, im Waſſer ſchwimmend, um eine bedeutende Laͤnge 
des zum Anbringen einer Scala dienenden Halſes tiefer ein⸗ 
ſinkt. Setzt man nun P== Fly, fo hält man 

| F pP pP 





- 7 my 

Beifpiele. 1) Wenn bei einem 65 Gramm ſchweren Bewidhtsaräometer 
vom Teller 13,5 Gramm wegzunehmen find, damit es beim Schwimmen in Al⸗ 
kohol ebenjo tief einfinkt, als beim Ehwimmen im Waſſer, fo iſt das ſpeciſiſche 
Gewicht diefes Mitohole — TEE 1 0,208 — 0,792. 2) Bei einer 
Nicholſon ſchen Waage iſt das Normalgewicht 100 Gramm, d. h. man hat 100 
Gramm aufzulegen, um das Inſtrument bis 0 einzufenfen; hiervon mußten 
aber 66,5 Graͤmm weggenommen werben, als man ein abzuwaͤgendes Stüd Mefr 
Ang mit auf den oberen Teller gelegt Hatte, und es waren wieber 7,85 Gramm 
zuzulegen, al6 dieſer Körper in dem unteren Teller Ing. Deshalb ift das abfolute 
Gewicht dieſes Meffingftüädee — 66,5 Gramm, und das ſpetiſiſche Gewicht deſ⸗ 
ſelben — = = 847. 3) Bin 75 Gramm ſchweres Scalenaräometer Reigt, 
nachdem man feine Füllung. um 31 Gramm vermindert hat, um 6, Boll = 72 


Linien und hat daher ven Goefficienten u — ne = 0,0057. Nach Er 
gänzung der Füllung und Wiederherſtellung des Gewichtes von 75 Gramm flieg 
6, in einer Saljfoole ſchwimmend, um 29 Linien, daher iſt bas fpecififche Ge 
wicht diefer Flüffigfeit = 1 : (1— 0,00574 . 29) = 1: 0833 = 12. 

Anmerkung. Die weitere Ausführung biefes Begenflandes gehört in bie 
Phyſik, Chemie und Technologie. 


$. 316. Befinden ſich mehrere Stöffigkeiten von verfchiedenen Dichtig⸗ gumgeeite 
keiten in einem Gefäße zugleih, ohne daß fie eine chemifche Einwirkung *5* 
auf einander ausüben, fo legen ſich dieſelben wegen der leichten Verſchieb⸗ Herden 
barkeit ihrer Theile nach ihren fpecififchen Gewichten über einander, naͤm⸗ 
lich die dichtefte unten, die weniger dichte darüber und bie leichtefle oben. 
Auch find im Gleichgewichtszuſtande die Begrenzungsflaͤchen, fo wie die 
29* 
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—** freie Oberflaͤche horizontal; denn ſo lange die Begrenzungẽflaͤche EF jwi: 


a Did fhen den Maffen M und N, Fig. 456, geneigt ift, fo lange ſtehen auch 
-Wig. 456. 








Fin 





über einer Horizontalſchicht Z7.R verfchieden ae 
Stüffigkeitöfäuten wie GK, G,K, u. f. w., 
kann daher auch der Drud in biefer Schicht ee 
überall derfelbe fein und folglich auch Fein Gleich⸗ 
gewichtszuftand eintreten. 

‚ In communicirenden Roͤhten AB und CD, 
Fig. 457, ordnen fich die Fluͤſſigkeiten zwar eben: 
falle nach ihren Dichtigkeiten über einander, allein ® 
ihre Oberflähen A’ und D liegen nicht in einem 


und demfelben Niveau. Iſt F der Sin: 
halt des Querfchnittes ZR eines Kolbens, 
&ig. 458, in dem einen Schenkel AB von 
zwei communicirenden Röhren, und iſt die 
Drudhöhe, oder die Höhe EH des MWaf: 
ferfpiegels in der zweiten Röhre CD über 


- AR, = h, fo hat man den Drud gegen 


die Kotbenfläche P= Fhy. Erſetzt 
man dagegen die Kolbentraft durch eine 
Fluͤſſigkeitsſaͤule AMY, Fig. 457, von der 
Höhe AH = h, und Dichtigkeit y,, fo 
hat man P = Fh,yı; und es giebt nun 
das Gleichfegen beider Ausbrüde die Blei: 


dung hıyı = hy, oder die Proportion 


Yı 
Es verhalten fih alfe in com: 
municirenden Röhren, beim Zu: 
ftande des Sleihgewichtes unter 
zwei verfhiedenen $läffigkeiten, 
die Druckhöhen, oder die Höhen 


der Flüffigkeitsfäulen, von der 


gemeinfhaftlihen Berührungsebene aus gemeffen, umge: 
kehrt wie die Dichtigkeiten oder ſpecifiſchen ——— die⸗ 


ſer Fluͤſſigkeiten. 
Da das Quedfilber ungefähr 13,6 mal fo ſchwer iR als Waffer, fo 


haͤlt hiernach in communicirenden Röhren eine Queckſilberſaͤule einer 
13,6 mal fo hohen Wafferfäule das Gleichgewicht. 
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Drittes Kapitel. 
Bon den Molefularwirfungen Des Waſſers. 


8. 317. Die Cohaͤſion des Waſſers iſt, obgleich ſehr klein, jedoch Rʒugai. 

nicht Null. Die Theile oder Molekuͤlle (franz. molecules; engl. mo- '»üt⸗. 
lecules) hängen aber nicht allein unter einander, ſondern auch mit’ anderen 
Körpern, z. B. mit den Gefaͤßwaͤnden, zufammen, fo daß es ebenfalls eine 
Kraft erfordert, um diefen Zufammenhang, den man Abhäfion (franz. 
adherence; engl. adhesion) des Waſſers nennt, aufzuheben. Ein an einem 
feften Körper hängender Waffertropfen, weit die Eriftenz der Cohäfion und 
Adhaͤſion des Waffers zugleich nad. Ohne die Cohaͤſion könnte das Waſ⸗ 
fer keinen Tropfen bilden, und ohne die Adhäfion könnte es an dem feften 
Körper nicht hängen bleiben; es wird hier die Schwerkraft nicht allein von 
der Cohaͤſion, fondern auch von ber Adhäfion des Waſſers überwunden. 
Die Wirkungen, welche aus der Vereinigung der Co: und Adhaͤſionskraͤfte 
hervorgehen, - bezeichnet man zur Unterfheidung von den Wirkungen der 
Traͤgheit, der Schwerkraft u. f. w. mit dem Namen: die Molekular—⸗ 
wirfungen. Die Capillarität oder das Heben oder Senken bee 
Waſſer⸗ oder Quedfilberfpiegel® in engen Röhren ober zwifchen fehr ‚nahe 
fiehenden Wänden, ift ein vorzüglicher Fa der Molekularwirkung. 

6. 318. Man hat die Cohaͤſion und Adhaͤſion des Waſſers durch ſo⸗ xrrons. 
genannte Adhäfioneplatten zu beflimmen geſucht. Man hängt zu Ga 
biefem Zwecke eine ſolche Platte flatt einer Waagſchaale an das Ende eines 
Waagbalkens, bringt die Waage durch ein Zarirgewicht zum Einfpielen, 
und nähert das Gefäß mit der zu unterfuchenden Fluͤſſigkeit der Piatte all: 
mälig, bis ihre ebene Grundfläche mit der Oberfläche der Slüffigkeit in Ber 

röhrung kommt. Nun vergrößert man durch allmäliges Zulegen das Ger 
wicht der Waagſchaale am anderen Ende des Waagbalkens bis die Platte: 
vom Wafferfpiegel abgeriffen wird. Die Ergebniffe ſolcher Verſuche find 
befonder6 davon abhängig, ob die Berührungsfläde ber Platte von dem 
Waſſer benetzt wird oder nicht. Im erfteren Kalle bleibt ſtets nach ber 
Berührung eine dünne Wafferfehicht an der Platte hängen, man hat babe 
beim Abreißen derfeiben vom Waffer nicht die Adhaͤſion des Waſſers an ber 
Platte, fondern die Cohaͤſion des Waſſers überwunden. Deshalb hängt 
auch die Kraft zum Abreißen verfchiedener Platten vom Waflerfpiegel gar 
nicht von der materiellen Beſchaffenheit der Platten ab. Andere Si 
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Ansitons, keiten als Waſſer erfordern dagegen auch andere Kraͤfte an den Adhaͤſtons⸗ 
wann. platten. Du Buat fand, daß die Adhäfion zwifchen dem Waſſer und 
einem überzinnten Gifenbleche auf einen Quadratzoll 65 bie 70 Gran be: 
trägt. Dies giebt auf ein Quadratmeter obngtfähr eine Kraft von 5 
Kilogramm, und auf einen Quabdratfuß (Rheintänd.) eine Kraft von 1,05 
“ Pfund. Hiervon nur wenig abweichende Werthe fand Achard für Schei⸗ 
ben aus Blei, Eifen, Kupfer, Meffing, Zinn und Zink, ferner Say» Luffac 

an einer Glasſcheibe, und Huth an verſchiedenen Holztafeln. 

Wenn dagegen die Fläche der Scheibe von der Oberfläche des Wafſſers 
nicht benetzt wird, fo ftellen ſich ganz andere Exrgebniffe heraus, weil dann 
nicht die Cohaͤſion des Waffers an fih, fondeen die Adhäfion deſſelben an 
dee Platte uͤberwunden wird. Es fcheint, ale wenn in diefem Kalle bie 
Zeit der Berührung einen großen Einfluß auf die Kraft zum Losreißen: der 
Scheide ausuͤbe. Gay⸗Luſſac fand z. B. für eine Glasplatte von 120 
Millimeter Durchmeffer, um fie von ber Oberfläche des Queckfilbers loszu⸗ 
reißen, 150 bis 300 Gramm Kraft nöthig, je nachdem die Zeit der Be 
rührung eine kurze oder eine längere war. 

Anmertung. In Frankenheim's Lehre der Cohäſion werten die Co⸗ 
häftonserfheinungen, wie fie 3. B. das Abziehen benebter Blatten von ber Ober 
fläche des Waſſers darbietet, Synaphie, und bagegen bie Adhaſionserſcheinun⸗ 
gen, wie fie z. B. bei ver Trennung unbenetzter Platten von ber Oberſfläche einer 
Blüfftgfeit vorfommen, Profaphie genannt. 


Adbilen on $. 319. Wenn ein Maffertröpfen auf ber Oberflädye eines anderen 
Genaminen Korpers zerflieht, und daher dieſe benetzt, fo iſt die Adhäfion uͤberwiegend, 
‚bleibt dagegen der Wafferteopfen in feiner Eugeligen Form auf der Fläche 
eines feften oder flüffigen Koͤrpers liegen, ohne diefelbe zu benetzen, fo herrſcht 
die Cohaͤſion des Waſſers vor. 
. Ein Zuſammenwirken beider Kräfte macht ſich befonders an der Oberfläche 
einer Fluͤſſigkeit in der Nähe der Gefaͤßwand bemerklich; es ſteigt daſelbſt das 
Waſſer in die Höhe und bildet eine concave Oberfläche, wenn die Cohaͤfion 
des Waſſers von der Adhaͤſion übertroffen und daher die Gefaͤßwand be 
netzt wird; es kruͤmmt ſich hingegen ber Waflerfpiegel in der Nähe der 
Gefaͤßwand abwärts und bildet dafeibft sine convere Flaͤche, wenn teine 
Benegung eintritt und daher die Cohaͤfion überwiegend ift. 
Dieſe Erfcheinungen laſſen fich fehr Leicht auf folgende Weiſe erklaͤren. 
Ein Element E in der Oberfläche FG des Waſſers (f. Sig. 459.) wird 
von feiner Umgebung nach ‚allen Richtungen abwärts gezogen, und es reſul⸗ 
tiet aus allen diefen Anziehungen eine einzige, vertikal abwaͤrts wirkende 
Kraft A. Ein Element F an der vertikalen Gefäßwand hingegen wird von 
diefer mit einer Horizontalkraft P und von dem Waſſer mit einer Kraft X 
angezogen, welche ben Quadranten B FG halbirt, und Aus zwei gleichen 
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— A, und A, beſteht, wovon jeder Y, A iſt. Da der horizontale Adeſon an 
Component A = = 1A dw. Adhaͤſi ionskraft P entgegenwirkt, fo reſultirt 
Big. 459. i 


itenmänden. 





‚aus beiden die Horigontalkraft 7 = P— Y,A, die in Vereinigung mit 
dem vertilalen Componenten A, = 1,A die Mittelkraft N giebt, gegen 
deren Richtung fich die Oberfläche des Waſſers rechtwinkelig fell. Iſt nun 
P> 1,4, fo zieht N auswärts und es fleigt das Waſſer an der Wand 
in die Höhe, ift aber, wie in Sig. 460, P< 1A, fo wirft N nach innen 
und es fenkt fich der Wafferfpiegel an der Sefäßmwan. | 
6.320. Die Kraft, mit welcher ein Element Ein der Oberfläche DEFG pen = 
Fig 461, des Waſſers von den tiefer liegenden Emmen normal abwaͤrts "efeiriuee 
Big. 461. | 


\ 





» 
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— Ba gezogen wird, iſt dem bekannten Principe von der Gleichheit der Wirkung 
und Gegenwirkung zu Folge auch gleich der Kraft, mit welcher das Ele⸗ 
ment die unter ihm befindlichen Elemente an ſich zieht; beide Kraͤfte heben 
ſich daher in der Verbindung von EZ und den darunter liegenden Elementen 
auf. Außerdem wird aber auch das Element E nody von jeden der benach⸗ 

Big. 462. 


m 0— —— 


MEERE. 
N wi N 





barten Elementen D und F mit einer Kraft S angezogen, aus der eine Mit: 

telkraft P refultict, welche das Element normal auswaͤrts zieht, und daher 

ber Kraft entgegenmirkt, mit melcher E fammt den darunter befindlichen 
* Elementen vermöge der Schwerkraft nieder zu finken fucht. 


In der Nähe einer ebenen Wand BK bildet die Oberfläche des Waſſers 
eine liegende cplindrifche Fläche, von welher DEFG ein vertikaler Durch: 
fchnitt ift. reichten wir in den Mitten M und N von DE und EF Per: 

pendikel, fo fchneiden ſich diefelben in dem Gentro C, aus welchem fidy dag 
ale Kreisbogen anzufehende Gurvenelement MEN bei E befchreiben läßt. 
Wegen der Gteihheit der Winkel ECM md ESS—= ESO nd EMC 
— EOS 90,, ift aber das Dreied CEM dem Dreiede SEO ähntich, 


1 
daher Hat man une Proportion 75 = 7 oder A = — 
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oder, wenn. man: noch das Bogeneiement MEN —= MN mit 6 und bemSrannuna I 
Kruͤmmungshalbmeſſer CE=(Mnitr bezeichnet ‚ — = — und 
daher die Kraft, mit welcher das Element E bie tiefer liegenden Cemente 
an ſich zieht, P= > 
Ift y die Höhe ER, um melde das Element E über dem von der 
Seitenwand nicht afficirten Waſſerſpiegel RZ feht, fo bat man nah 
dem bubroftatifchen Geſetze in $. 299 die Kraft, mit welcher das Element 
MEN = 6, vom Waſſer radial auswärts gezogen wird, P= yy.o; 


es ift daßıer II — 69, folglich y= * zu ſetzen. 


Da das Element E feine benachbarten Elemente D und F genau eben 
fo ſtark anzieht, als es von diefen angezogen wird, fo läßt fich annehmen, 
daß bie Kraft S, oder die Spannung der MWafferoberflähe an allen 


Stellen eine und biefetbe ſei. Aue diefem Grunde ift >. ober der Duos 


tient aus der Spannung S und der Dichtigkeit der Fluͤſſigkeit eine conflante 
Zahl, und daher die Erhebung eines Elemmtes in der Oberfläche des 
Waſſers Über dem allgemeinen Wafferfpiegel dem Krümmungshalb: 
meffer umgekehrt proportional. 

$. 321. In der Nähe einer gekruͤmmten Seitenwand, 3. B. einer ver 
titalen Cplinderfläche, bildet die Oberfläche des Waſſers eine doppelt ge⸗ 
kruͤmmte Flaͤche, und es wird bier die unter dem quadeatifchen Flaͤchenele⸗ 
mente MN = 02 hängende Wafferfäule von zwei Kräften P, und P, ge: 
tragen, wovon die eine Mittelkraft der Spannungen in der durch die Are 
des Cylinders gehenden Vertikalebene und bie andere Mittelkraft der Span- 
nungen in der duch ben Kruͤmmungshalbmeſſer CE gehenden Normal: 
ebene iſt. Jener Ebene entfpricht der Heinfte und diefer ber größte Kruͤm⸗ 
mungshalbmeffer; fegen wir beide Halbmeſſer S r, und r,, fo haben wir 
die aus den im beiden Ebenen wirkenden Spannungen 0 S entfpringenden 


Normalkraͤfte P = 0S$. = und A, =6S. S. 
1 To To 


und daher die Mittelkraft berfeiben: 
P=P+B=Se(- +). 

Bezeichnet auch hier y die Höhe EHI des als ein Quadrat 2 anzufe: 
benden Elemente MN der Oberflähe DEFG über dem unterften ober 
allgemeinen Wafferfpiegel, fo haben wir die Kraft, mit weliche MN — 6 
von dem darunter befindlichen Waffer normal abwärts gezogen wird, 

=y. ay, 
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Syamuune weund es folgt nun durch Gleichfegung beider Ausdräde für P; 


Waſſ 
1 1 
yay—= Sa (- = + 2 daher alfo 
S.(1,14 
y- r EA r 
Es ift alfo bei der cylindriſchen Wand die Erhebung ber Oberfläche des 
Waſſers Über dem allgemeinen Wafferfpiegel an jeder Stelle der Summe 
von den umgekehrten Darimal: und Minimalkruͤmmungshalbmeſſern pro= 
postional. Diefe Formel enthält auch die des vorigen in fi, denn wenn 
die Normalſchnitte durch CE gerade find, fo a man — = ©, daher 
1 
7 ‚mn y= 7 : — | 

zuum G. 322.*% Die Curve, welche d der vertikale Durchſchnitt des Waſſerſpie⸗ 
zoeeripiegel. Fig. 463. gels in der Nähe einer ebenen Wand 
Zr; = bildet, laͤßt ſich, nach Hagen, wie 
folgt finden. Es fei AR, Fig. 463, 
die Oberfläche des von der vertikalen 
Wand BK angezogenen Waffers, 
HR der allgemeine Wafferfpieget, 
ferner der Durchſchnitt Z7 beider Flaͤ⸗ 
hen der Coordinatenanfangspunft. 
Man febe ferner die Goordinaten 
HAM und MO eines Punktes O in 
AR, = x und y, ferner den Bo⸗ 
gen AO 8 und den Tangenten» 
winkel OTM = «, und bie Ele⸗ 
mat O0, Q Pd OP=dz, 

dy und de. 


Du y= > und nad Artikel 27 ber analptifchen Huͤlfslehren 





r= — fo wie dy = dssin.a ift, fo hat man 


__. Sda _ Ssın.a.de — 
vu* ydy 


ydy= > sin.a . de, 





und e8 giebt nun die Integration - 
Yy= Z_[sin.c .de = Con. — — c08. 0. 
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Da ehr den Punkt R, « und y zugleich Null find, iſt Rrumeme 
Ss Ss ——ã 
0 = Con. 7080, daher Con. =, und Zu 
— > (1 — eos. eo) = Kr een — AS (sin. 1% @)?, 


alfo y= 2 V— . sin. c. 


Fuͤr a = 00 bat man sin. Y,a = sin.450 — ‚/ Ya; baher if die 
größte Erhebung der Oberfläche des Waſſers unmittelbar an der Seitenwand 


h=?2 v vh= VF. und umgekehrt, 
* —k2, und 
1) kNX2. sin. Ya. 
Durch Differenziiren dieſes Ausdruckes bekommt man 
dy - MhE2 cos. Mæ de - kV cos. . d, 
und da auh dy = — dx. tang.a iſt, fo folgt 


= — ı,. 05. _ _ 008.1/,0.C08. 
dae= hy’ " tang.« . de hy. Zr .da 


008. %0 [(cos. Ya? — (sin.Yga}?] _ 





=—hy'h: 2sin.1,® . 008.10 
‚ 1-2 (snto 
— — * — — — 
u hv . 2sın. 1,0 da 
4, . 
= hy - sin. Ya — sin. Ya da. 
Nun ift aber J sini,a. da == — 2c0s. 1 und 
da 
ne 2 Log.nat. . fang. 1,6, 


daher bat man 

x = — hy Y, (Dog.nat.tang.Y,a + 2008.10) + Con. 

Da für 2—=0, = 90%, tang.Yya = tang.450 = 1, alfe 
Log.nat.tang.\,a = 0, und cos. = / Y, ift, fo folgt 
Con. = hy. Vvh= h und 

Yam=hli—2.Y 008.1 — Y Y - Log.nat.tang.‘), a). 
gür & == O.hat man cos.Y,a == 1 und Zog.naltang. „ya =—ıow, 
baber z = + oo; es ift alfo Z R Aſymptote, welcher ſich der Durch» 
ſchnitt AO.R der Oberflaͤche des Waſſers ohne Ende nähert. 
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Arumme, Anmerfung. Wenn man die Formel (1) umfehrt, alfo 
laͤche Dr 
sin. ',;a = I YY 


Wafferfpiegels. 
febt, fo fann man für jeden beliebigen Werth von y, erfi « und hieraus wieder 
mittelft (2) den entfprechenden Werth von = bereihnen. 

Die Meſſungen, welde Hagen hierüber angeftellt hat, weifen eine fehr 
gute Uebereinſtimmung diefer Theorie mit der Erfahrung nad. Diefelben wur 
den mittelſt einer matt gefhliffenen Meffingtafel an Brunnenwaffer angeftellt, 
und führten auf folgende Ergebniſſe. 






ygemefien | 1,37 | 0,70 | 0,49 | 0,34 |0,24 |0,18 | 0,12 | 0,07 | 0,04 |0,016 





1,57 2,50 | 3,13 | 3,74 






x gemeffen | 0,00 081 
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& beredinet | 0,00 | 0,33 | 0,64 | 0,96 | 1,28 | 1,56 | 1,95 | 3,47 13,01 13,90 





Diefe Zahlenwerthe beziehen fih auf Parifer Linien. Aus k = 1,37 Linien 
berechnet fich — — 0,94 und der kleinſte Krümmungshalbmefier r — 0,688inien. 
A von Burbaum, Thonfchiefer und Glas gaben biefelben Refultate. 


Yaralettafıtn. H. 323. Zwiſchen zwei fehr nahe geſtellten Zafein wie DE, DE, Fig. 
464, erhebt ſich das Waller nicht 
alfein an den Rändern, fondern 
auch in der Mitte, und es bildet 
die Oberfläche deffelben nahe den 
halben Mantel eines elliptifchen 
Cylinders. Die eine Halbare des 
elliptifchen Durchſchnittes ift der 
halben Weite CA = a, und die 
andere Hatbare CB = db, ber 
Differenz AF— BG =h,—h, 
der größten und Meinften Erhe⸗ 
bung der elliptifhen Oberfläche 
ABA über dem allgemeinen Waſ⸗ 
ſerſpiegel gleih. Nach dem — S. 238 iſt der Krümmungehalb: 





— 2 
meſſer der Ellipſe n A: a, = I (Rz _ ht 
2 2 
und de nd: = - — —— 2 By 
daher Hat man nach $. 320 die Erhebung der Dberfläche des Waſſers in A: 
S as 


RT 7. (hy ' 
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Ss _k—h)S | 


Paralleltafeln. 





und dagegen in B: hh = 





27 a?y 
Durch Subtraction dieſer Gleichungen erhält man 
R,—h, = — — —— h—h, ) oder 
ıTy (,— h? 2 
S a 1 
1 =—(- —h,? -—): 
(. / 5 
daher folgt I), —h, = a Tray’ | 
_ Ay _S_ ? 
h=7 y ( 2 + “) 
1 S .: S 
»hezıy VFsrer " 
und endlich das Verhaͤltniß 
no Rh _®r _ a: 
1 Y 


FR a fehr Hein, fo fann man h=h, = — . — fegen, dann 


waͤchſt alfo die Erhebung der Oberfläche des Waffere umge» 
kehrt wie der Abftand der Zafeln von einander. 


Genauer ift aber 


1 1 Ss u 
—_ 4 5 u — 5_ 
h=— —(1-: . 7) = a . y Y,a. 


2 
Umgekehrt folgt hiernach * — anh + —. 
Dieſe Formeln ſtimmen, wenn der Abſtand der Tafeln ſehr klein, na⸗ 
mentlich 7* noch nicht iſt, ſehr gut mit den Beobachtungen uͤberein. 
| 


Hagen fand bei Verfuchen mit zwei parallelen Plantafeln im Brunnen» 
waffer, ım Mittel durch Beobachtungen 
h, = 1,55, A, =2,09 und h == 1,38 Parif. Linien, 
und durd Rechnung 


— 104 = 212 und h — 1,44 Pariſ. Linien. 
Neuere Verfuche (f. Boggendorf’s Annalen, Bd. 77.) gaben für 
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a = 0,360; 0,5875; 0,7575 @inien, 
h, = 23,562; 1,429; 1,068 » 


und = 0,949; 0,907; 0,917 » ,alfo 


im Mittel Ss — 0,9243, und S = 0,01059 Gramme. 


(Vergi. ben vorigen Paragraphen.) 


daareibehen. $. 324. Die Erhebung der Oberfläche des Waſſers in fenkrechten engen 
Big. 465. 


Möhren, oder fogenannten Haar 
eöhrchen (franz. tubes capil- 
laires; engl. capillary tubes) läßt 
fich bei Zugrundelegung ber For⸗ 
S 1 1 
mi y= y \r + ) 
des 6.321 leicht finden, wenn man 
annimmt, daß die Oberfläche (der 
Meniscus) ein halbes Sphäroid 
ABA, $ig. 465, bilde, deſſen 
kreisförmige Baſis AA mit dem 
Querſchnitt der Röhre zufammen- 
fällt. Behalten wir die Bezeich⸗ 
nung des vorigen Paragraphen bei, fegen wir alfo twieber die halbe Roͤh⸗ 
venweite CA = a, und bie Minimal: und Marimalerhebung BG und 
AF des Waſſers in der Röhre Über dem allgemeinen Wafferfpiegel Z 
— h, und h,, fo haben wir für 





EEE DEN re — hi) 
= Ne + —* =a un — — 


1 1 a? 
— ut) J— u 2. wes⸗ 


S 1 a 
halb nun Ah, = E% (+ tr) und 
h,= = — an folgt. . 
Durch Subtraction der legten — von einander erhaͤlt man 


_ 5 (41 — _ 2ke—h) 
h,—h = y (- + ar 7 ). oder 
2 


8 1 a 
te) 


oder 
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(+ + — (ha — — * (h,—h)? = a. doerrodeqche⸗ 
IR a Hein, fo kann man auch 
la ha 
fegen, woraus dann ha—h, = a folgen würde Nimmt man aber 
»—h = “+ A, und fest s 


Ga —hM 20), fonie (k— ha? + 3a?! /\, 
fo erhält man ; 


(+ + —) (03 + 3a? \) — * (aꝰ +2a/\) = a, oder 
2 . 
zerlgta)wan2a= 
und es folgt 


annähernd = — IT. 


% 


—— —— 
s= 370? +48 
Hiernach iſt nun ha — h. =a— y® daher 


as’ 
—_ 5 *6 2 —2. 24 
h=7 9  A4S)T a — 


— 11,41 ve\I- 2.2 . 
[+ +++) ]|=%- + 

&s it alfo bei den: Haarroͤhrchen die mittlere —* ums 
gelehrt wie die Röhrenweite. 


Umgekehrt hat man zur Beſtimmung von S, 
2 
— = Yahı + ——: 


Beobachtungen, weiche Hagen mit —* an Haarroͤhrchen 
angeſtellt hat, gaben Folgendes: 





Moͤhrenweite a 


Erhebung A, 
Spannungemaaß Z- | 1,508 | 1,455 1,458 | 1,878 | 1,473 | 1,512 | 1,494 


0,295 | 0,336 | 0,413 | 0,546 | 0,647 | 0,251 | 0,765 
8 | 3,72 | 3,9 


Daarröhrden, 
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Nach diefen Verfuchen ift alfo im Mittel 
— — 1,482 und S = 0,0170 Gramme. | 
Die Abweichungen diefer Werthe fol feinen Grund darin haben, daß die 
Spannung S der Oberfläche des Waſſers mit der Zeit abnimmt, und bei 


dem gekochten Waſſer viel Bleiner ausfällt al bei dem frifchen Waſſer. 
Es ift alfo anzunehmen, daß die Spannung des Waflers in jedem Streifen 


von 1 Linie Breite S = 0,0106 bis 0,0170 Gramm beträgt. 


$. 325. Die vorftchende Theorie findet auch ihre Anwendung in dem 
Falle, wenn die Wand nicht von der Fluͤſſigkeit benetzt wird; es findet bier 
keine Erhöhung, fondern eine Senkung der Oberfläche ftatt, und es iſt dies 
felbe auch nicht concan, fondern conver. Die aus der Spannımg S ber 
Oberflähe ABA, Fig. A66 hervorgehende Mittelkraft wirkt hier von oben 
nach unten, und hebt dadurch den Drud des Waſſers von unten nad) oben 
auf, weicher aus dem Niveauabſtande BG entfpringt. Die Adhäfionskraft 
des feften Körpers kommt deshalb nicht weiter in Betracht, weil fie fich mit 
der Cohäfionstraft des Waffere, von welcher. natürlich audy die Spannung 
S der Oberfläche deffelben abhängt, ins Gleichgewicht ſetzt. 

Fig. 466. Fig. 467. 





| 
fi 
| 
Ur | 
Et 
— 
= 
= 
= 
—— — — 


Setzt man die Kraft, mit welcher die Roͤhrenwand die Fluͤſſigkeitsſaͤule 
BG, $ig. 467, an ſich zieht, dem Roͤhrenumfange proportional, ſetzt alſo 
für eine cplindeifche Röhre diefe Kraft P= u.2ra, wo u einen Coeffi: 
cienten ausdrüdt, fo hat man za?h = 2ura, und daher: bie mittlere 
Erhebung des Waſſers in der Röhre h = Ze, 

Kür zwei parallele Tafeln ift dagegen P= 2ul und P= 2ahly, 
wo die unbeftimmte Länge der Wafferfäule bezeichnet, und daher 


h = =, d. i. halb ſo groß wie bei der Röhre, wenn der 

















\ 
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Abfland 2a ber Tafeln der Roͤhrenweite gleich ift. Diefes ſtimmt auch Haarrðhrchen. 
mit Reſultaten der letzten Paragraphen vollkommen. 
Nach den Hagen'ſchen Verſuchen haͤngt die Feſtigkeit oder Span⸗ 
nung der Oberflaͤche einer Fluͤſſigkeit nicht von dem Grade ihrer Fluͤſſig⸗ 
keit ab, iſt aber um ſo groͤßer, je ſchwerer die Fluͤſſigkeit an anderen Koͤr⸗ 
pern haftet. Nach Anderen, namentlich nach Brunner und Fran—⸗ 
kenheim(ſ. Poggendorff's Annalen, Bd. 70 und 72), nimmt aber 
die Steighöhe h in den Haarröhren und folglich auch S ab, wenn bie 
Temperatur der Fluͤſſigkeit eine größere wird. 
Für Alkohol ift S ohngefähr die Hälfte und für Quedfilber das Acht: 
fache von der Feftigkeit des Waſſers. 


Anmerkung 1. Hagen findet durch Meffung und Wägung von Flüffige 
feitstropfen, welche fih von den Grundflädhen kleiner Cylinder losreißen, ziemlich 
diefelben Werthe wie durch die Beobachtungen an Eapillartafeln. Ebenfo haben 
die Verſuche mit Anhäflonsplatten eine gute Uebereinftimmung geliefert, unter 
der Borausfegung, daß die Kraft zum Losreißen einer Platte durch das Gewicht 
des gehobenen Flüffigfeitchlinders und durch bie Spannung In dem Mantel diefes 
Cylinders das Bleichgewidht gehalten wird. j 


Anmerfung 2. Die Anzahl der Schriften über bie Gapiflarität iſt zu 
.groß, als daß hier eine vollfländige Mittheilung derfelben erfolgen könnte. Es 
haben ſich mit dieſem Gegenſtande fogar die größten Mathematifer, wie Laplace, 
Boiffon, Gau u. ſ. w. befääftigt. Wine vollfländige Mittheilung der Lite: 
ratur findet man in Frankenheim's Lehre von der Cohaͤſion. Die Ehhrift, 
welche bei Bearbeitung diefes Kapitels vorzüglich benugt wurde, ift diefe: Ueber 
die Oberfläche der Slüffigkeiten von Hagen, eine in der K. Akademie der Wif- 
fenfchaften gelefene Abhandlung, Berlin 1845. 
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Viertes Kapitel, 
Vom Gleichgewichte und Drucke der Luft. 


Sranntratı C. 326. Die und umgebende atmofphärifhe Luft fowie audy alle 

— übrigen Luftarten oder Gaſe (franz. gaz; engl. gases) beſitzen, in Folge 

der Repulſivkraft ihrer Theile oder Moleküle, ein Beftreben, einen größeren 

und größeren Raum einzunehmen: Dan erhält daher auch nur eine be: 

grenzte Luftmaffe durch Abfperren oder Einfchließen in vollkommen ver: 

fhloffenen Gefäßen. Die Kraft, mit welcher ſich die Gafe auszudehnen 

fuchen, heißt ihre Elaftieität, Spannkraft oder Erpanfivfraft 

(franz. und engl. tension). Sie dußert fidy duch einen Drud gegen die 

Mände des fie einfchließenden Gefäßes, und ift infofern von der Elaſtici⸗ 

tät der feften und tropfbar flüffigen Körper verfchieden, als fie in jedem 

Zuftande der Dichtigkeit fi) wirkſam zeigt, wogegen bie Elafticität der 

legtgenannten Körper bei einem gewiffen Zuſtande der Ausdehnung Null 

if. Man mißt den Drud oder die Spanntraft der Luft und anderer 

Safe duch Barometer, Manometer und Ventile. Das Ba: 

rometer (franz. baromeötre; engl. barometer) wird vorzüglich angewen» 

det, um ben Drud ber Atmofphäre zu beftimmen. Das gemöhnlichfte 

oder fogenannte Gefäßbarometer (Fig. 468) befteht in einer, an eis 

nem Ende A verfhloffenen und am andern Ende B 

offenen Glasroͤhre, welche, nachdem fie mit Quedfilber 

gefüllt iſt, umgeſtuͤrzt und mit ihrem offenen Ende in 

ein ebenfalls Quedjilber enthaltendes Gefäß CD einge: 

taucht wird. Nach dem Umkehren diefes Inſtrumen⸗ 

tes bleibt in der Röhre eine Quedfilberfäule BS zus 

rüd, welcher (©. $. 316) durch den Drud der Luft 

gegen die Oberfläche ZR des Quedfilbers- das Gleich⸗ 

gewicht gehalten wird. Der Über der Quedfilberfäute 

befindlihe Raum AS ift Iuftleer, es erleidet daher dieſe 

Säule von oben keinen Drud, weshalb denn auch die 

Höhe diefer Säule, oder vielmehr die Höhe des 

Quedfilbers in derfelben über dem Quedfilberfpiegel 

AR im Gefäße als Maaß des Luftdrudes dienen kann. 

Um biefe Höhe bequem und fharf meffen zu koͤnnen, 

ift eine genau eingetheilte Scala angebracht, welche länge der Röhre binläuft. 

Die ausführliche Beſchreibung der verfchiedenen Barometer, die Anleis 
tung zum Gebrauche derfelben u. f. w. gehört in die Phyſik. 
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g. 321. Durch Barometer hat man gefunden, daß bei einem mittleren Ernten 
Zuftande der Atmofphäre und an wenig Über dem Meere gelegenen Orten wafı 
dem-Luftdrude durch eine ohngefähr 76 Gentimeter oder 28 Parifer Zol— 

29 preuß. Zoll hohe Quedfilberfäule das Gleichgewicht gehalten wird. Da - 
das fpecififhe Gewicht des Queckſilbers beinahe 13,6 ift, fo folgt, daß 
der Luftdrud auch gleich if dem Gewichte einer 0,76 . 13,6 = 10,336 
Meter — 31,73 Parifer Fuß — 32,84 preuß. Fuß hohen Wafferfäute. 

Man mißt die Spannung der Luft audy oft durch den Drud, welchen 
diefelbe auf die Flächeneinheit ausübt. Da ein Eubikcentimgggr Quedfilber 
0,0136 Kilogramm wiegt, fo ift der Atmofphärendrud ober das Ges 
wicht einer 76 Gentimeter hoben Quedfilberfäule bei 1 Quadratcentimeter 
Bafıs — 0,0136 . 76 — 1,0336 Kilogramm, und ba ein Cubikzoll 
Duedfilber — —— 6 — 0,5194 preuß. Pfd. wiegt, fo ift der mitt: 
lere Druck der Atmofphäre au — 29 . 0,5194 — 15,05 Pfd. auf den 
Duadratzoli, = 2167 Pfd. auf einen Quadratfuß. 

Den mittleren Barometerftand 28 Zoll angenommen, erhält man ben 
Drud der Atmofphäre auf einen Quadratzoll 15,01 Pfund, und auf eis 
nen Quadratfuß 2162 Pfund. | 

Es ift ſehr gewöhnlich, in der Mechanik, den mittleren Atmofphärens 
drud als Einheit anzunehmen, und andere Erpanftokräfte auf diefen zu 
beziehen, und in Atmofphärendrüden, oder Atmofphären, wie man 
ſchlechtweg fagt, anzugeben. Hiernach entfpridt dem Drude von n At: 
mofphären eine 28.n Parifer Zoll hohe Quedfilberfäule oder ein Gewicht 
von 15,01 n. preuß. Pfd. auf jeden Quadratzoll, und umgekehrt einer 
A Zoll hohen Quedfilberfäule die Erpanfivkraft von = = 0,03571 A 
Atmofphären und dem Drude von p Pfd. auf den Quadratzoll die Span⸗ 


— 0,06662 p Atmofphären. Uebrigens giebt bie Glei⸗ 








_p 
nung von - 5,01 


hung * = rt die Reductionsformeln h == 1,865 p Zoll und 
’ 
p = 0,5361 k Pfund. Bei einer Spannung Ah Zoll = p Pfund ift 
der Druck gegen eine ebene Fläche von F Quadratzoll: 
P= Fp = 0,5361 Fh Pfund. 
Beifpiele. 1) Wenn bei einer Bafferfänlenmafchine das Wafler 250 Fuß Hoch 
über der Kolbenflädhe ſteht, fo ift der Druck gegen dieſe Flaͤche — Te —= 76 


Atmofphären. 2) Wenn der Wind eines Eylindergebläfes 1,2 Atmofphären Spannung 
hat, fo if der Drud defielben auf jeden Quadratzoll — r ‚2. 15,01 = 18,01 Pfo., 


und auf die Kolbenſlaͤche von 50 Zoll Durchmeſſer =" . 18,01 = 35362 Pb. 
30% 





Wanonıeter. 
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Da die Atmofphäre einen Gegendrud a 15,01 = 29472 Pfund ausübt, 


fo folgt die Kolbenfraft P — 35362 — 29472 = 5890 Pfund, 


$. 328. Um die Spannung der in Gefäßen eingefchloffenen Safe oder 
Dämpfe zu finden, werden barometerähnliche Inftrumente, die man Ma: 
nometer (franz. manomeötres; engl. manometers) nennt, angewendet. 


Diefe Inftrumente werden mit Quedfüber oder mit Waſſer angefuͤllt, 


und find oben entweder offen oder verfchloffen, im leßteren Falle aber wie: 


der im oberagpXheile entweder luftleer oder mit Luft erfüllt. Das Mano⸗ 
meter mit dem luftleeren Raume (Fig. 469) ift von dem gewöhnlichen 
Fig. 469. Barometer nicht verfchieben. Um mit Hülfe beffel- 
—— ben die Spannung der Luft in einem Behälter 
meffen zu können, wird eine Röhre GK angebracht, 
die mit einem Ende G in dem Behälter und mit 
dem andern Ende K über dem Quedfiiberfpiegel 
HR im Sehäufe CE des Inftrumentes ausmuͤndet. 
Der Raum EFHR über dem Quedfilbee wird 
dadurch mit dem Luftbehälter in Communication 
gefegt, und ed nimmt die in ihm befindliche Luft 
die Spannung der Luft im Behälter an, und druͤckt 
eine Quedfilberfäule OS in die Röhre, welche ſich 
mit dem zu mefjenden Luftdrude in’s Gleichgewicht 
fegt. 

Das oben offene Hebermanometer ABC, Fig. 470, 
giebt den Ueberfhuß der Spannung .in einem Ge 
fäße MN über den Atmofphärendrud an, weil diefer 
Spannung durd die Vereinigung des Luftdrudes 
über S mit der Quedfilberfäule AS das Gleichge: 
wicht gehalten wird. Iſt 5 der Barometerftand 
und h der Manometeritand oder der Höhenabftand, 
RS der Quedffilberfpiegel in den beiden Schenteln 
des Manometers, fo hat man bie durch die Höhe 
einer Quedfilberfäule gemeffene Spannung der 
mit dem kleinen Schenkel communicirenden Luft: 
d,=b + h, oder durdy den Drud auf den Qua⸗ 
dratzoll gemeſſen: p = 0,5361 (b + h) Pfund, 
oder wenn 5 der mittlere Barometerftand ift, p = 15,01 + 0,5361 4 
Pfund. 

Gewoͤhnlicher als die Hebermanometer find die Gefäßmanometer, mie 
ABCE, $ig. 471 (f. a. f. Seite). Da bier die Luft durch eine größere 
Quedfilber: oder nach Befinden MWaffermaffe auf die Fluͤſſigkeitsſaͤule 
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Fig 471. wirkt, fo werden die Schwingungen der Luft nicht Mancınıer. 
fo ſchnell auf die Stüffigkeitsfäule uͤbergetragen, und 
es wird das Meſſen diefer mehr in Ruhe befinbii: 
chen Säule erleichtert und fiherer. Der Bequem: 
lichkeit des Meſſens oder Ablefens an der Scala 
wegen bringt man oft noch einen Schwimmer an, 
welcher auf dem Queckſilber ſchwimmt und mittelft 
eines über einer Rolle liegenden Fadens mit einem 
über der Scala meggleitenden Zeiger verbunden if. 

Mit Hälfe eines Ventiles DE, Fig. 472, be 
ftimmt ſich ebenfaus, jedoch weniger ſcharf, die Ex⸗ 
panfivfraft des in MN abgefchloffenen Gafes ober 
Big. 472. Dampfes, wenn man das Raufgewicht 
G fo ftellt, daß es eben dem Luft: oder 
Dampfdrude das Gleichgewicht hält. 
St CS= s die Entfernung des 
Schwerpunktes des armirten Hebels 
von der Drehbare C, CA= a der 
- Hebelarm des Laufgewichtes, und 0 
das Gewicht des Hebels fammt Ventil, fo hat man das ftatifhe Mo⸗ 
ment, mit welhem das Ventil durch die Gewichte zugebrüdt wird, 
— Ga + Os; ift nun der Gas⸗ oder Dampfdrud von unten = P. 
der Atmofphärendrud von oben = P,, und endlich der Hebelarm CB 
bes Ventiles Sd, fo hat man das ftatifche Moment, mit welchem fich das 
Ventil zu heben ſucht — (P— P,) d, und es giebt nun das Gleichfegen 
diefer beiden Momente: Pd— Pd=Ga+0OQs 


folglic P= P, + rt 


Bezeichnet r den Halbmeffer DE des Ventiles, p die innere und 
p, die dußere Spannung, gemefien durch den Drud auf einen Quabdratzoll, 
Ga + Os 

ar?d 

Beifpiele 1) Wenn der Duedfilberfiand eines oben offenen Manometers 
3,5 Zoll, ver Barometerftand aber 27 Zoll beträgt, fo ift die entfprechenve Er⸗ 
panfivfrafi A=b-+h, =274+3,5=30,5 Zoll, oder p = 0,5361 .k= 0,5361 . 30,5 

== 16,35 Pfund. 2) Wenn der Waffermanometerftand 21 Soll hoch ift, fo ent: 
foricht demfelben bei dem Barometerftande von 27 Zoll die Erpanfivfraft 


=? + 7% ; Er —= 28,54 Soll = 15,34 Pfund. 3) Wenn das ftatifche Mo- 


ment eines unbelafteten Sicherbeitsventiles 10 Zollpfd., das ſtatiſche Moment 
des 10 Pd. fhweren Laufgewichtes — 15 . 10 — 150 Zollpfp., det Hebelarm 
des Ventile, von Bentil- bis Drehare gemefien, 4 Zell und der Halbmeffer bes 
Ventiles 1,5 Zoll beträgt, fo iR die Differenz der Drüde auf beide Ventilflä⸗ 








fo hat man P=ar?p und P,=nr?p,, daher p=p, + 
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150 + 10 _ 160 _ 
Gen:p—p = —— im 5,66 Pfund. Wäre der Atmofphären: 


drud p, = 14 Pfd, fo fiele Hiernady die Spannung der Luft unter dem Ventile: 
p = 19,66 Pfr. aus. 


Wearlotnſchee 9. 329. Die Spannung der Gaſe waͤchſt mit der Verdichtung derſel⸗ 

et ben; je mehr man ein gewiffes Suftguantum zufammendrüdt oder ver» 

dichtet, je größer wird auch deffen Spannfraft, und je mehr man baffelbe 

fi) ausdehnen oder verduͤnnen läßt, defto Meiner zeigt fich auch feine Er: 

panſivkraft. Das Verhättniß, in welchem die Spannkraft und die Dich⸗ 

tigkeit oder das Volumen der Safe zu einander ftehen, wird durch das 

von Mariotte entdecdte und nach ihm benannte Geſetz auegedrüdt. Es 

behauptet, daß die Dihtigleit einer und berfelben uftmenge 

der Spannfraft derfelben proportional, oder, da die 

Räume, welche von einer und derfelben Maffe eingenommen werden, den 

Dichtigkeiten umgekehrt proportional find, daß fih die Volumina 

einer und derfelben Sasmaffe umgekehrt wie deren Er: 

panfivfräfte verhalten. Wird demnah eine gewiffe Luftmenge 

bis auf die Hälfte ihres anfänglichen Volumens zufammengedrüdkt, ihre 

Dichtigkeit alfo verdoppelt, fo ſtellt fi) auch ihre Spannung noch einmal 

fo geoß heraus, als anfänglih, und wird dagegen ein gewiſſes Luftquan⸗ 

tum bis auf das Dreifache ihres anfänglichen Raumes ausgedehnt, alfo 

feine Dichtigkeit bis auf den dritten Theil berabgezogen, fo bleibt auch 

die Elafticität deffelben nur ein Drittel von der anfänglichen Spannkraft. 

Iſt 3.3. unter dem Kolben EF eines Cylindere AC, Fig. 473, gewöhnliche 

ia, 473, atmofphärifche Luft, welche anfänglid auf jeden 

— Quadratzoll mit 15 Pfd. druͤckt, fo wird dieſelbe mit 

30 Pfd. drüden, wenn man den Kolben nady E,F, 

gefchoben und dadurch die eingefchloffene Luft bie 

auf die Hälfte ihres anfänglihen Volumens zus 

fammengedrädt bat, und es wird diefe Kraft 

3.15 = 45 Pfund betragen, wenn der Kolben 

nah E, F, gelommen iſt und zwei Drittel der 

! ganzen Höhe zurüdgelegt hat. Iſt der Inhalt der 

Kotbenfläche 1 Quadratfuß, fo beträgt der Atmofphärendrud gegen dies 

feibe — 144 . 15,01 = 2161 Pfund, um Daher den Kolben um die 

balbe Cylinderhoͤhe niederzudrüden, find 2161 Pfd., und um ihn um zwei 

Drittel diefer Höhe nieberzufchieben, find 2. 2161 = 4322 Pfd. aufzu⸗ 
fegen u. f. w. 

Ebenfo laͤßt fich durch Zugießen von Quedfilber in die mit dem Luft: 

cylinder AC, Fig. 474 (f. a. f. Seite), communicirende Röhre GH das 

Mariotte’fche Geſetz prüfen. Hat man anfänglidy duch die Quedjil: 
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bermaffe DEFH eine Kuftfäule AC abgefperrt, Werne ige 
O welche mit der aͤußeren Luft gleiche Spannkraft be⸗ 
figt, und ſpaͤter durch zugegoſſenes Quedjitber den 
Eufteplinder bis auf die Hälfte, auf das Vier⸗ 
tel u. f. w. des anfänglichen Volumens zufammen- 
gedrüdt, fo wird man finden, daß die Niveauab⸗ 
fände G,A,, G,H, u. f. w. der Oberfläche des 
Quedfilbers der einfachen, dreifachen Barometer: 
höhe d u. f. ro. gleich find, daß alfo, wenn man 
hierzu die dem äußeren Luftdrucke entfprechende ein⸗ 
fache Höhe addiert, die Spannkraft zweimal, vier 
mal u. f. w. fo groß if, als. beim anfänglichen Vo⸗ 
* Iumen. 

Sind h und Ah, oder p und p, die Spannteäfte, y und y, die entfpre: 
chenden Dieptigkeiten, und V und V, die zugehörigen Volumina einer 
und berfelben Luftmenge, fo hat man nach dem angegebenen Befege: 

_U_h_p 
. — ie 
— =: wu J. 
7537 und 1785 


Hiernach laͤßt ſich die Dieptigket und auch das Volumen von einer Span: 


nung auf die andere reduciren. 
Beiſpiele. 1) Wenn bei einer Gebläfemafdhine der Manometerftand 3 Zoll 
mißt, während der Barometerfland 28 Zoll beirägt, fo iſt die Dichligfeit des 


Windes — +3 — _ 1,107 mal fo groß, als die der äußeren Luft. 


28 28 
2) Benn ein Cubikfuß atmofphärifhe Luft bei 28 Zoll Barometerftand m Pfund 
wiegt, fo hat er bei 34 Zoll Barometerftand ein Gewicht von 

66 


34 2234 
703” 50” 0,1041 Pfund. 

Fig. 475. $. 330. Die Arbeit, welche aufzumenden ift, um 
ein gemwiffes Luftquantum bis zu einem gewiffen 
Grade zu verdihten, fo wie bie Arbeit, welche die 
Luft bei ihrem Ausdehnen zu verrichten vermag, 

laͤßt fich nicht fogleih angeben, wéil die Erpanfiv: 
kraft in jedem Momente des Verdichteng oder Aus: 
dehnens eine andere ift, wir müffen ung daher nad 
einer befonderen Formel zur Berechnung biefes 
Werthes umfehen. Denken wir uns in einem 
Cplinder AC, Sig. 475, dur einen Kolben EF 
eine getwiffe Luftmaffe AF abgefperrt, und unter: 


Fig. 474. 











472 Fünfter Abſchnitt. Viertes Kapitel. 


Narionefgen fuchen wir, welche Arbeit aufzumenden ift, um ben Kolben um einen ge= 
“tr wiffen Weg EE, = FF, fortzufcjieben. Iſt die ngliche Spannung 
= p und bie anfängliche Höhe des Cylinderraumes — Ss, dagegen die 
Spannung nad) Durdjlaufung des Raumes EE, — p,, und die Höhe 

des noch Übrigbleibenden Luftvolumene S s$,, fo gilt bie Proportion 


P1:P==8: 5, und giebt p, = = p. 


Waͤhrend Durchlaufung eines ſehr kleinen Wegtheites E,E, =6 täßt 
fih die Spannung p, ale unveraͤnderlich anfehen un es ift daher die 


dabei aufzumendende mechanifche Arbeit = Apıo — Are, wofern 


noch A die Kolbenfläche bezeichnet. 

Den Lehren der Logarithmen zufolge *) ift aber eine fehr Meine Größe 
y == Log. nat. (1 + y) = 2,3026 Log. (1 + y), wenn Log. nat. 
den natürlihen und Log. den gemeinen Logarithmen bezeichnet; es laͤßt 


ſich folglich auh Aps -—Aps Log.nat.(1 + 2) 
5 
= 2,3026 Aps Log. ( * =) fegen. Nun ift aber 


Log. nal (1 + = nat. („+4 2) 


= Log.nat. (s, +0) — Log. nat. 81; daher jene iementararbeit auch 
= Aps [Log, nat. (s, + 6) — Log. nat. sı]. 

Denken wir uns den ganzen Weg EE, aus n Wegtheilen wie 6 befte- 
bend, fegen wir alfo EE, = ne, fo finden wir die allen diefen Theilen 
entfprechenden Arbeiten, wenn wir in ber legten Kormel nad) und nach 
ftatt 8, & + 6, S + 260, 8 + 30, ... bie & + (n— 1) 0 und 
flatt , 0,5, + 20,8, + 30 uf. w. bis s, + no ober Ss fegen, 
und finden nun durd) Summiren den vollftändigen Arbeitsaufwand beim 
Durdjlaufen bes Weges s—5.: 

Log.nal. (s, +0) — Log.nal. s, 

Log.nat. (s, +20) — Log.nat. (s, + ©) 

Log.nat. (s, +30) — Log.nat. (s, + 26) 
L= Aps . 


v 


Log. nat. ( 4n60) — Log. nat. [s,+(n—1)0] 
— Aps [Log.nat. (s, + no) — Log.nat. si] 


= Aps (Log. nat. s — Log. nal. s,) = Aps Log.nat. 
*) Nah 8. 176 if für ein Feines y, er — 148, daher Log. nat. (1+y) =y 
zu feßen. 
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da ſich immer ein Glied in der einen Zeile mit einem Gliede ber folgenden Warienefün 
Zeile aufbebt. 


Da I hı — Ei ift, fo laͤßt fich diefe Arbeit auch fegen: 
81 h p 


h p 
— A)— t. ¶ 
L = Aps Log. nal. (+) = Aps Log. nat. (2) 
Nehmen wir ben Kolbenweg s— 5, = an, fo finden wir hiernach auch 
bie mitte Kraft ded Kolbens bei Bebiikung der Luft in dem Ber: 
Hältniffe 7 — h _B, P= 2 = Ap 2 — Log. nat. (2) 
Segen Mi A=i Quabrarfuf) und si u fo erhalten mir 
— Pı\— Pı 

die Leiſtung Z = p Log. nat. (E:)—=2,3028pLog. (&) Diefe Formel 


giebt die mechanifche Arbeit an, melde aufzumenden ift, um eine Raum: 
einheit (1 Cubikfuß) Luft aus der tieferen Preffung oder Spannung p in 
die höhere Spannung P, zu verfegen und fie dadurch auf das Volumen 


Fr — Pı 
(£) Cubikfuß zuruͤckzufuͤhren. Dagegen drüdt L=p, Log.nat. (2) 


= 2,3026 p, Log. (% bie Arbeit aus, welche eine Raumeinheit Gans 


ausgiebt oder verrichtet, wenn fie aus ber höheren. Preffung p, in die ties 
fere p übergeht. 


Um eine Luftmaffe vom Volumen V. und ber Spannung p durch Vers 
dichtung auf das Volumen V, und auf die Spannung p, = nd p zu: 
E 


ruͤckzufuͤhren, iſt hiernach die mechaniſche Arbeit Vp Log. nat. (-)auf- 
1 
zuwenden nöthig, und wenn umgekehrt das Volumen V, bei der Spannung 


Pi durch Verduͤnnung in das Volumen V und in die Spannung p — — Pı 


übergeht, fo wird die Arbeit Vp Log. nat. (= Vıpılog.nat.(7-)feei 
N 1 


Beiſpiele. 1) Wenn ein Gebläfe pro sec. 10 Cubikfuß Luft von 28 Zoll 
Spannung in Wind von 30 Zoll Spannung verwandelt, fo ift die von bemfelben 
in jeder Secunde zu verrichtende Arbeit — 17280 . 0,5361 . 28 Log. nat. (?%,,) 
== 259400 (Log. nat. 15 — Log. nat. 14) = 259400 (2,708050 - 2,639057) 
= 259400 . 0,068993 = 17896 Zollpfb. — 1491 Fußpfd. 2) Wenn bei einer 
Dampfmaſchine unter der Kolbenflaͤche A=r.. 8° — 201 Duabratzoll eine Dampf: 
maſſe von 15 Zoll Höhe und 3 Atmofphären Spannung fleht, die denfelben bei 
ihrer Ausdehnung um 25 Zoll fortfchiebt, fo iſt die entwidelte und auf den Kol: 
ben übergetragene mechaniſche Arbeit: 


kuftſchichten. 
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L= 201.3. 15.01.15 Log. nat. (DE?) — 133765 Log. nat. % 


— 135765. 0,98083 = 133162 Zollvfd. = 11097 Fßpfd. und die mittlere Kolben⸗ 
fraft ohne Rüdiicht auf die Kolbenreibung und den Gegendruck, 


133162 

zer —= 5326 Pfd. 

$. 331. Die in einem Gefäße eingefchloffene Luft ift in verfchiedenen 

Tiefen von verſchiedener Dichtigkeit und Spannung, denn die oberen Luft: 

ſchichten drüden die unteren Lufefchichten, auf welchen fie ruhen, zufammen, 

es ift deshalb nur in einer und derfelben Horizontalfchicht einerlei Dich⸗ 

ig. 476. tigkeit und einerlei Spannung, und es nehmen beide 

Zn Mit der Tiefe zu. Um aber dag Geſetz diefer Zunahme 

der Dichtigkeit von oben nach unten ober der Abnahme 

= von unten nad oben zu finden, fchlagen mir einen 

J Weg ein, der dem des vorigen Paragraphen fehr aͤhn⸗ 
lich ift. 

Denken wir uns eine vertikale Luftfäule AE, Fig. 476, 
vom Querfchnitte AB = 1, und von der Höhe AF 
— s. Segen wir für die untere Luftfhicht die Dich» 
tigfeit — y und die Spannung — p, und für die 
obere Lufiſchicht Er die Dichtigkeit — Y, und die Spannkraft pi. 


ſo haben wir zunaͤchſt = — 5 Iſt 2 die Höhe EE, der Schicht E,F, 
fo hat man ihr Gewicht, und daher auch die der Höhe X entfprechende 








Abnahme der Spannkraft: / — 1. . 1 = — und umgekehrt 


. — oder, wie im vorigen Paragraphen: 
1 


7 
o= Elog. nat. (1 + = — [Zog. nat. (p,+y) — Log.nat.p,]. 
Segen wir hierin flatt p,, nah und nah 9, + Y, pP, +2 yı p9ı + 3Y 
u. f. w. bis p—=p,+(n—1) y, und abdiren wir die entfprechenden Lufts 
fhichthöhen oder Werthe von x, ſo befommen wir die Höhe der ganzen 
Luftfäufe, ganz wie im vorigen Paragraphen: 


PB — u £ 
s= = (Log. nat. p — Log. nal. pı) = m Log. nat. 2) oder 


— 2 N 2 * 
auch s— Log. nat. (5) — 2,302 5 Log. (5) wenn dundd, 
die den Spannkraͤften p und p, entfprechenden Barometerftände in A und 
in F find. 
Iſt umgekehrt die Höhe s gegeben, fo läßt fich die ihr entfprechende 
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Erpanfivkraft und Dichtigkeit der Luft berechnen. Es ift nämlich: Eufıfdigten. 
sY _ıY 

Fr — — ‚alfoy,—=ye ”, wobei e— 2,71828 bie Grundzahl 
1 

des natuͤrlichen Logarithmenſyſtemes bezeichnet. 


Anmerkung. Dieſe Formel findet ihre Anwendung beim barometriſchen 
Hoͤhenmeſſen, welches im »Ingenieur« abgehandelt wird. Ohne Berückfichtigung der 


Temperatur u. ſ. w. läßt fi s — 58604 Log. (5 ſehen. 


Beiſpiele. 1) Wenn man den Barometerſtand am Fuße eines Berges 339 
und am Gipfel deſſelben 315 Linien gefunden hat, ſo ergiebt ſich die Höhe dieſes 
Berges: ⸗ 58604 . Log. 98604.0,031889 = 1869 Fuß. 

2) Sir bie Dichtigkeit der Luft auf einem 10000 7 hohen Berge hat man 


Log. T_ 70008, 4504 = 0,1706, daher ne ‚481 und * —= 0,675; e⸗ 


it alfo dieſelbe nur 67%, Procent von der Dichtigkeit am Fuße. 


F. 332. Einen weſentlichen Einfluß auf die Dichtigkeit und Expanſiv⸗ am. tufacı 
kraft der GAfe hat die Wärme oder Temperatur. Je mehr die in einem ** 9'* 
Gefäße eingefchloffene Luft erwärmt wird, defto größer zeigt fich auch die 
Erpanfiokraft derfelben, und je mehr die Temperatur ber in einem Gefäße 
durch einen Kolben abgefchloffenen Luft erhöht wird, defto mehr dehnt ſich 
auch bie Luft aus und fchiebt den Kolben auswärts. Werfuche von Gap: 
£uffac, melde in neueren Zeiten von Rubberg, Magnus und Re: 
gnault wiederholt worden find, haben ergeben, daß bei gleicher Dichtigkeit 
die Erpanfivfraft, und bei gleicher Erpanfivkraft das Volumen einer und 
derfelben Luftmenge wie die Temperatur waͤchſt. Dan kann diefes Geſetz 
dem Mariottefhen an die Seite fegen, und es zur Unterfcheidung das 
Say:tuffacfhe Befeg nennen. Nach den neueften Verfuchen nimmt die 
Erpanfivkraft eines gewiſſen Quftvolumens bei Erwärmung vom Froſt⸗ 
bis Siedepunkt um 0,367 ihres anfänglichen Werthes zu, oder es waͤchſt 
bei diefer Temperaturerhöhung das Volumen einer gewiffen Luftmaſſe bei 
unveränderlicher Spannung um 36,7 Procent. Giebt man bie Temperatur 
nad) Gentefimalgraden an, beren der Raum zmifchen Froft> und Siebe: 
punkt 100 enthält, fo folgt die Ausdehnung auf jeden Grad — 0,00367 
und auf [9 Zemperatur = 0,00367 . t; bedient man ſich dagegen der 
Reaumur’fhen Grade, von denen 80 auf den Abftand zwifchen dem Froſt⸗ 
und Siedepunkt gehen, fo bat man bie Ausdehnung auf jeden Grad 
0,00459, alfo für © = 0,00459 . ti. Diefe Verhaͤltnißzahl gilt eigent: 
lih nur für die atmofphärifche Euft; den übrigen Gafen entfprechen meift 
wenig größere MWerthe, auch nimmt felbft bei der atmofphärifchen Luft 
dieſer Goefficient mit der Temperatur wenig zu. 

Mird eine Luftmaffe vom anfänglichen Volumen V, und von der Tem: 
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Yon tale peratur Null um £ Grad erwärmt, ohne eine andere Spannung anzunehs 
men, fo ift da neue Volumen V = (1 + 0,00367 0) V,, und erhält 
es die Temperatur t,, fo entfteht das Volumen YV,=(1 + 0,00367 1,) V, 
und es entfteht duch Divifion das Volumenverhaͤltniß 
y= TE dagegen das entfprecjenbe Dichtigkeitsverhaͤltniß 
v _Vı _1 + 6060003676 
Y u TT+ 0,00367 8° 
Geht außerdem noch eine Veränderung in der Spannung vor, iſt po die 
Spannung bei Null, p bie bei und p, bie bei &, Wärme, fo bat man 


V= (1 + 0,00367 * V, ferner Y, (14 0,00367 1,) 28 V,, 


1 
T 1 + 09,00367 t .Pi und — 1 + 0,00367 .4, p 
—7+ 00038674, °P Yı 1 + 0,00367.8 'p, ' 
1 + 0,00367 .4 5 
oder * 1+ 0,0067. br 
Beifpiel. Wenn eine Luftmaſſe von 800 Cubikfuß Inhalt, 15Pfd. Spann⸗ 
fraft und 10 Grad Wärme duch das Geblaͤſe und durch ben Grwärmungsapparat 
eines Hohofens in eine Spannung von 19 Pfb., und in eine Temperatur von 
200 Era verjegt wird, fo nimmt fie zuleht das größere Volumen 
VER, 1000 _ os Gun 
Digit $. 333. Mit Hülfe der Formel am Ende des vorigen Paragraphen 
aͤßt ſich nun Y durch die einer gegebenen Temperatur und Spannung der 
Luft entfprechende Dichtigkeit berechnen. Durch genaue Waͤgungen unb 
Meffungen hat man das Gewicht von einem Cubitmeter atmofphärifche 
Luft bei Null Grad Wärme und 0,76 Meter Barometerftand — 1,2995 
Kilogramm gefunden. Da ein Cubikfuß (preuß.) — 0,030916 Cubik⸗ 
meter und 1 Kilogramm — 2,13809 Pfund ift, fo ift bei den angegebenen 
Verhättniffen die Dichtigkeit der Luft — 0,030916 . 2,13809 . 1,2995 
— 0,08590 Pfund. Iſt nun die Zemperatur —  Gent., fo folgt die 


1,2995 
Dichtigkeit für das franz, Maaf y= I g.g03077 


e * 0,08590 
und für das preuß. Maaß V — Pfund. 
Weicht auch noch die Expanſivkraft von der mittleren ab, iſt alſo der Ba⸗ 


rometerſtand nicht 0,76 Meter, ſondern d, fo erhält man 
1,2995 6 AU ge 
— 7 + 0,0067. 0,76 — 1+0,00367: "Ihr 
wenn man, wie gewoͤhnlich & in Parifer Zoll giebt, 
‚08565 2 0,003058. 5 


?= 77000867.1° 28 — Tr 0,003671 „rund. 


daher — 








Kilogramm, 
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Sehr oft drücdt man aber auch die Erpanfivfraft durch den Drud p auf Dinge 


das Quadratcentimeter oder auf den Quabratzoll aus, deshalb ift denn 


p _P_ 
der Faktor 1.0336 oder 1501 einzuführen, und es folgt ſo 


1,2995 p __AB2p 5 
— 7 0,00367.1 ° 1,0336 1 + 0,003673 ° 88. 


0,08565 ___ 0,005706 p Hund. 
+ 0,00367 . ° 15,01 1 + 0,00367 .4 

Bei gleicher Temperatur und Expanſivkraft ift die Dichtigkeit des 
Waſſerdampfes 5/4, von der Dichtigkeit der atmofphärifchen Luft, weshalb 
man für ihn 


oder = 


_ _ 0812 0 pP ET eamm 
+ = 770,003678 ' 1,0336 1 + 0,003867 1 8 
_.0,05353 P___ __0,003566 p 
? = 17 0,00867.1° 1501 1 + 0003677 Pund 
erhalt. | 


Beifpiele 1) Welches Gewicht hat der in einem cylindriſchen Regulator 
von 40 Fuß Länge und 6 Fuß Weite enthaltene Wind bei 10 Grad Wärme und 
18 Pfund Preffung? Die Dichtigfeit diefes Windes if 
y_- —— 18 — er — 0,098 Pfund; der Faſſungsraum des Res 
gulatorfeffels aber it = 7 . 32. 40 = 1131 Eubiffuß, daher wiegt bie ge: 
dachte Windmaſſe = 0,09908 . 1131 = 112 Pfund. 2) Eine Dampfmafdine 
verbraucht in der Minute 500 Eubiffuß Dampf von 107° Wärme und 36 Pari⸗ 
fer Zoll Spannfraft, wie viel Pfund Waſſer bebarf fie zur Grzeugung diefer 
Dampfmenge? Die Dichtigkeit diefes Dampfes ift 

0,05353 36 0,05353 . 36 . 
-1700%87.01°' 8” 18.8” = 0,0494 Pfund, daher das 
Fig. 477. Gewicht von 500 @ubiffuß, oder das Gewicht ber ent: 
ſprechenden Waſſermenge 
— 500 . 0,0494 = 24,7 Pfund. 


$. 334. Mit Hilfe der in den legten Paragra- 
phen gewonnenen Ergebniffe tät fih nun auch die 
Theorie des Luftmanometers entwideln. Das: 
ſelbe befleht aus einer gut calibrirten, oben mit 
Luft und unten mit Quedfilder angefüllten Baro: 
metercöhte AB, Fig. 477, und aus einem ebenfalls 
Quedfilber enthaltenden Gefäße CE, welches mit 
dem Gaſe oder Dampfe, deffen Spannfraft man 
wiſſen will, durch ein Rohr GK in Communication 
gefegt wird. Aus den Höhen der Luft: und Queck⸗ 
filberfäuten laͤßt ſich dieſe Spanntraft, wie folgt, be: 
rechnen. Gewöhnlich ift das Inſtrument fo einges 
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eichtet, daß das Quedfilber in der Röhre mit dem Quedfilber im Gefäße 
auf gleichen Niveau fleht, wenn bie Temperatur der eingefchloffenen Luft 
t = 10 Grad und die Spannung im Raume EZ dem mittleren Atmo⸗ 
fphärendrude 5 = 0,76 Meter oder 28 Zoll gleich iſt. 

Iſt aber beim Barometerftande 5, in EH eine Quedfilberfäule A, in 
die Roͤhre geftiegen und die Länge der Übrigbleibenden Luftfäute A,, fo bat 


man die Spannung derfelben — u b, und daher 


bs, =h+ h u ke b. Sindet no ein Temperaturwechſel ftatt, ift 
die Zemperatur I der Beobachtung von A, und h, nicht wie anfänglich 
— t, fondern: &,, fo hat man gar die Spannung ber Luftfäule AS: 


+ 1 + 0.009674, | 
= h, . 1 + 0,003867 . 8 . b, und daher den in Stage ſtehen 
| th, 1+000867.4 , 


den Barometerftand b, = h, + h, . 1 + 0,00867.0 . 

Für d = 28 Zoll (Parif.) und € = 10% E., folgt 

b,=h, + 27 (1 + 0,00867 t,) n wobei noh h— h, + A, bie 
ganze Roͤhrenlaͤnge, bis Quedfülberfpiegel AN gemeffen, bezeichnet. 


Aus dem Barometerftande 5, folgt bie Preffung auf den Quadratzoll 


(preuß) p = 2 a h, + 15,01. 27%8 (1 + 0,00367 6) — ln 








— 0,5361 h,.+ 14,47 (1 + 0,00367 0% Pfund. 


Beiſpiel. Wenn ein Lufimanemeter von 25 Zoll Länge bei 21° Birne 
eine Auftfäule von 12 Zoll Länge zeigt, fo iſt der entfprechende Barometerſtand 
bs = 235 — 12 + 27 (1+0,00367 . 21). "/=13 +9. 1,07707 . *%, 

= 13 + 60,58 = 73,58 Zoll und der Drud auf einen Quadratzoll 
—= 0,5361 . 73,58 = 39,45 Pfund. 








Sehster Abfchnitt. 


Dynamit flüffiger Körper. 


Erfies Kapitel 


Die allgemeinen Lehren über den Ausfluß 
des Waffers aus Gefäßen. 


$. 335. Die Lehre vom Ausfluffe (franz. ecoulement; engl. efllux) Ausfup 

der Fluͤſſigkeiten aus Gefäßen macht ben erften Haupttheil der Hydro: 
dynamik aus. Wir unterfcheiden zuerft den Ausflug der Luft und den 
Ausflug des Waffers, und dann noch den Ausflug bei veränderlichem 
und den bei unveränderlihem Drude von einander. Zunaͤchſt iſt 
von dem Ausfluffe des Waſſers unter conftantem Drude die Rede. As 
eonftant läßt fi aber der Druck des Waffers annehmen, wenn von einer 
Seite ebenfoviel Waffer zuteitt, als auf einer andern Seite audfließt, oder - 
wenn bie in einer gemiffen Zeit ausfliegende Waffermenge in Beziehung 
auf das Gefaͤß fehr Mein ifl. Die Hauptaufgabe, um deren Löfung «6 
fih bier handelt, ift die Bellimmung der Waffermenge (franz. 
depense, engl. discharge), melde unter gegebenem Drude in einer bes 
flimmten Zeit durdy eine gegebene Deffnung (franz. orifice; engl. 
aperture) ausfließt. 

"SE die in jeder Secunde ausfliegende Waffermenge = Q, fo hat man 
für die im Laufe von t Secunden unter unveränderlichen Drude aus: 
fließende Waffermenge: Q, = Qt. Um aber die Ausflußmenge pro Se 
cunde zu erhalten, ift es nöthig, die Größe der Deffnung und die Geſchwin⸗ 
digkeit der ausfließenden Wafferelemente zu Eennen. Der Einfachheit der 
Unterfuchung wegen, nehmen wir zunächft an, daß die MWafferelemente in 
geraden und parallelen Linien ausſtroͤmen und deshalb einen prißmatifchen 


Auefluß 


Ausfluſige⸗ 


ſchwindigkeit. 
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Mafferftrahl (franz. veine, courant de fluide; engl, stream of the 
fluid) bilden. Iſt nun F der Querdurchſchnitt des Mafferftrahle 
und v.die Geſchwindigkeit des Waſſers oder eines jeden Wafferelementes, 
fo bildet die Ausflußmenge pro Secunde ein Prisma von der Bafıs F 
und Höhe v, es ift alfo Q —= Fv Raumeinheiten und G = Fvy Ge 
mwichtseinheiten, wofern y die Dichtigkeit des Waſſers oder der ausſtroͤ⸗ 
menden Fluͤſſigkeit bezeichnet. 

Beifpiele 1) Wenn duch eine Schuköffnung von 1,7 Duabratfuß das 
Waſſer mit 14 Fuß Gefhwindigfeit ausfließt, fo beträgt die Waſſermenge pr. Sec. 
Q = 14.1,7= 23,8 Eubiffuß, und daher die ftündlich ausfließende Waſſermenge 
— 23,8. 3600 — 85680 Eubiffuß. 2) Wenn durd eine Mündung von 5 Qua- 
bratzoll in 3 Minuten 10 Secunden 264 Cubiffuß Waſſer ausgefloffen find, fo 
betrug die mittlere Ausflußgeſchwindigkeit 


8. 336. Denken wir und ein mit Waffer 
angefülltes Gefäß AC, Fig. 478, mit einer innen 
abgerundeten horizontalen Ausmuͤndung F, welche 
nur einen fehr Meinen Theil vom Querfchnitte 
oder der Bodenfläche CD einnimmt. Segen mir 
die während des Ausfluffes als unveränderfich 
anzufehbende Druckhoͤhe FG (franz. charge 
d’eau ; engl. height of water) =h, die Ausfluß⸗ 
gefchwindigkeit — v, und die in jeber Secunde 
ausfließende Waffermenge = O, alfo ihr Ge: 
wicht Oy. Die mecdhanifche Arbeit, welche diefe Waflermaffe beim Herab⸗ 
finten von der. Höhe A zu verrichten vermag, ift =Qhy, und die mechani⸗ 
fche Arbeit, welche die ausfliegende Maffe Oy in fi aufnimmt, indem fie 


2 
aus der Ruhe in die Gefchmwindigkeit v übergeht, ift er Oy ($. 71). Sin: 
det nun ein Arbeitsverluft beim Durdhgange durch die Deffnung nicht 
2 
ftatt, fo find beide Arbeiten einander gleich, es ift alfo AOy— 27 Qy d. i. 





2 
2% 
h=0,016 02, und v—= 7,906 Yh. 
Es iſt alfo die Sefhmwindigkeit des ausfließenden Waf: 
fers fo groß wie die Endgefhmwindigkfeit eines von der 
Druckhoͤhe frei herabfallenden Körpers. 


Die Nichtigkeit diefes Geſetzes laͤßt ſich auch durch folgenden Verſuch 


und umgelehrt, v = Y2gh, ober in Fußmaaß, 
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Big. 479. erweilen. Wenn man im Gefäße AC, Fig. 479, — 


eine nach oben gerichtete Oeffnung anbringt, ſo 
ſteigt der Waſſerſtrahl FA vertikal in die Höhe 
und erreicht beinahe das Niveau ZR des Waf: 
fer im Gefäße, und e6 läßt fich annehmen, daß 
er es volllommen erreichen würde, wenn alle 
Hinderniffe, wie z. B. Widerftand der Luft, Reis 
bung an den Gefaͤßwaͤnden, Störung durch das 
zuruͤckfallende Waffer u. f. m. befeitigt wären. 
Da aber ein auf eine fentrechte Höhe h aufflei- 
gender Körper die Anfangsgefchwindigkeit 

v = /2gh bat ($. 15), fo folgt hiernach auch, 

daß die Ausflußgefchwindigkeit v —=y 2 K fein müffe. 

— Fuͤr eine andere Drudhöbe h,.ift die Sefhmwindigkeit v, = VY2gh,. 
man bat daher v: 7, — VYh : Vn; es verhalten fi alfo die 
Ausfliußgefhwindigkeiten wie die Quadratwurzeln auß den 
Drudhöhen. 


Beifpiele. 1) Die Waſſermenge, welche in jeder Secunde durch eine 10 Qua⸗ 
bratzoll große Deffnung unter dem Drude von 5 Fuß ausftrömt, if 
0= Fo= 10.12 Y2gh = 1% .7,06 Y5 —= 948,7 ..2,236 — 2121 Gubifzofl. 
2) Damit durch eine Oeffnung von 6 Duadratzoll in der Secunde 252 Gubifzoll 


PR . _»_1 10\ _ 252\° 
Waſſer ausfließen, ift die Drudhöße = 2% ( L) 0,016 (7) 
== 0,016 . 42? — 28,22 Soll nöthig. 





windigkert. 


$. 337. Wenn das Waſſer mit einer gewiſſen Geſchwindigkeit c zu⸗Zu un zus: 


fließt, fo kommt zur Arbeit h. Qy noch die der Geſchwindigkeitshoͤhe ' 


h, =; entfprechende Arbeit 5 Oy, weshalb nun zu ſetzen iſt 


ußgeſchwin⸗ 
digkeit. 


2 
(kh + h) QY = 2 Qy, deh+h,= - und daber die Aus: . 


flußgeſchwindigket v=Y2g(k +h)=vV2gh+ e. 

Da bei einem beftändig voll erhaltenen Gefäße die zufließende Waſſer⸗ 
maffe ebenfo groß ift, wie die ausfließende Maſſe Q, fo läßt fih Gc= Fv 
fegen, wofern G den Inhalt des Querfchnittes 7 R (Fig. 478) vom zu: 


fteömenden Waſſer bezeichnet. Segen wir hiernah c — — v, ſo erhal⸗ 
v 


2 FN\?1»2 
ten wir h= 2 — (- — [: — (15 und daher 


FV v2 
) 29 
v2gh 


Weisbach's Mechanik. te Aufl. J. Bd. 31 


Aus und Aus⸗ 
win⸗ 


flußge ſch 


X 


digkeii. 


Ausflußge- 


f —— 


* igteit 
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Dieſer Formel zufolge nimmt bie Geſchwindigkeit um fo mehr zu, 
je größer das Querſchnittsverhaͤltniß 2 ift, nach ihre fällt die Geſchwin⸗ 
digkeit am Meinften, nämlih — V2gh 29h aus, wenn ber Querſchnitt F der 
Ausflußöffnung fehr Mein ift gegen den Querdurchſchnitt & der Zuflußsff: 


nung und es nähert ſich diefelbe inner mehr umd mehr dem Unendlichen, 
ie ws der Unterfchied zwifchen diefen Mündungen il. Wenn F= G, 





alfo —* ſo iſt v — to und alfo ah c—= ©. Die 


fer unendlihe Werth ift fo zu verflehen, daß bei einem 
bodenlofen Gefäße AC, Fig. 480, das Waffer mit einer 
unmeßbar großen Geſchwindigkeit zus und abfließen muß, 
damit ber Waſſerſtrahl GF die Ausmündung F ausfüllt. 


Set mnv= a. ein, fo erhält man 


[0 - mr — 


welcher Ausdruck anzeigt, daß der Querſchnitt F des aue- 
fließenden Strahles bei einer endlichen Zuflußgeſchwindig⸗ 
keit * kleiner iſt als der Querſchnitt G des zufließenden Strahles, und 





daß er daher die Ausmuͤndung gar nicht ausfuͤllt, wenn dieſelbe größer iſt, 


G 


Anmerkung. Die Richtigkeit der fhonvon Daniel Bernoulli aufgefleliten 
2gh 


E 2% 
V 1 - (7) 
den; wie unbegründet aber die gemachten Ausftellungen find, Habe ich in der alls 
gemeinen Mafchinenencyelopädie, Artikel »Ausfluße, zu beweifen gefucht. 
Beifpiel. Wenn aus einem prismatifchen Gefäße von 60 Duadratzoll Quer: 
ſchnitt das Waffer buch eine 5 Zoll weite freisrunde Bobenöffnung bei einer 


Drudhöhe von 6 Fuß ausfließt, fo ift pie Gefchwindigfeit » = — _ 
Ä | — 5) 
= 20,49 Fuß. 


ale 


Formel v — iſt ſpaͤter von Vielen in Zweifel gezogen wor⸗ 


7,906 . 249 160362190462 
- VI 03m vom 098 

$. 338. Die gefundenen Formeln gelten nur dann, wenn ber Luft: 
druck auf den Wafferfpiegel ebenfo groß ift, wie der Drud der Luft gegen 
bie Ausmündung, find aber diefe Drücke verfchieden von einander, fo hat 
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Fig. 481. man diefe Kormeln zu ergänzen. Wird die Ober: — 


Kraft P, gedrückt, weicher Sal z. DB. bei Feuer: 
fprigen vorfommt, fo denke man fich biefelbe durch 
den Drud einer Wafferfäule erſetzt. Iſt h, die Höhe 
diefer Säule, und Y die Dichtigkeit der Fluͤſſigkeit, fo 
fege man alfo P, = Ghy,y. Führt man nun flatt 


hbeumh, = or. vergrößerte Druckhoͤhe 





h+hm=h+ T a ein, fo bekommt man für 
die Ernie v= Ver +2) wobei wir überdieß 

 fehe klein vorausfegen. Bezeichnen mir noch den Drud auf jede Std: 
nah ber Oberfläche G, durch p,, fo haben wir einfacher a = pP 


und daher v = Vv 2 o(% + ei). Bezeichnen wir endlich den Waſſer⸗ 
drud im Niveau der Ausmändung durch p. ſo koͤnnen wir. ſetzen 
pı _P _ 
Hiernach waͤchſt alfo die Ausfiußgefhmwindigkeit wie bie 


Quadratwurzel aus der Preffung auf die Flaͤcheneinheit, 


und umgefehrt wie die Quadratwurzel auß der Dichtigkeit 
der Kiüffigkeit. Bei gleichem Drucke fließt alfo 3. DB. die 4mal fo ſchwere 
Fluͤſſigkeit !,,mal fo ſchnell aus, als die einfach ſchwere Fluͤſſigkeit. Da die 
Luft 770mal fo leicht als Waſſer ift, fo würde fie, wenn fie unelaftifch wäre, 
vV770 = 27%,mat fo ſchnell ausfliegen , als Wafler. 
Fließt das Waffer nicht frei, fondern unter Waffer aus, fo tritt wegen des 
Gegendrudes eine Verminderung der Ausflußge: 
Big. 482. ſchwindigkeit ein. If die Mändung F des Gefäßes 
| Bl AC, Fig. 482, umdieHöheFG = hunter dem Waſ⸗ 
1 ferfpiegel ZZR des Oberwaſſers, und um die Höhe 
FG, ==h, unter dem Waſſerſpiegel 7, R, des Unter: 
waffers, fo hat man von oben nach unten die Preffung 
p==hy und von unten nach oben die Gegenpreſ⸗ 
fung p,=h,y, daher die Kraft des Ausfluffes: 
p—pı =(h—h,)Y, und die Ausflußgeſchwin⸗ 


digkeit: = V 2 „(FR V2oh—h,. 


31* 





&winpdigkeit 


flaͤche ZR, Sig. 481, durch einen Kolben K mit einer But 


ud umd 
geir 
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Austupge, Beim Ausfluffe unter Waſſer ift alfo der Niveauabſtand h — h, zwi: 
"Brut un fhen den Wafferfpiegeln als Druckhoͤhe anzufehen. 
” Wird das Maffer auf der Seite der Ausmündung durch die Kraft p 


und auf der Seite der Einmündung oder des Waflerfpiegels durch die 


Kraft p, gepreßt, fo hat man nun allgemein v — V 2 da+ BP). 


Beispiele. 1) Wenn der Kolben im 12 Zoll weiten Gylinder oder Stiefel 
einer Feuerfprige mit 3000 Pfd. Kraft niedergevrüdt wird und Hinderniſſe in den 
Röhren und Schlaͤuchen nicht vorfämen, fo würde das Wafler mit der Geſchwin⸗ 


bigfeit v - VE = Vv 29 3 a 


= 7,%06. 2000 _ 60,14 Fuß durch das Mundſtück am Schlauche ausſtromen 
ın 


und, vertifal gerichtet, auf die Höhe = 0,016 . o* = 57,9 Fuß fleigen. 

2) Wenn das Waſſer in einen [uftverbünnten Raum einftrömt, z. B. in den Conden⸗ 
fator einer Dampfmafchine, während es von oben oder an feiner freien Oberfläde von 
der Atmofphäre gebrüdt wird, fo if die letzte Formel v = Vv 2 o(k + Pı — P—r) für 
bie Ausflußgeſchwindigkeit in Anwendung zu bringen. Iſt die Drudhöhe bed Waſſers 
A = 3 Fuß, der äußere Barometerſtand 27 und der innere 4 Pariſ. Zoll, fo hat 
man nn = 27 — 4 = 23 Parif. Zoll = 5 1,035 = 1,9837 preuß. Fuß, 
oder als Waſſerſaͤule — 13,6 . 1,9837 — 26,98 Fuß, und es folgt die Geſchwin⸗ 
digfeit des in den inneren oder luftverdünnten Raum einftrömenden Waſſers: 
vo = 7,906 Y3- 26,98 = 7,906 29,98 = 43,29 Fuß. 3) Steht das Waffer 
in der "Speiferöhre eines Dampfkeſſels 12 Fuß über der Oberfläche des Waſſers 


im Keſſel und ift der Dampforud 20 Pfd., der Luftprud aber nur 15 Pfd. auf 
den Duadratzoll, fo beträgt die Geſchwindigteit, mit welcher das Waſſer in den 


Keſſel eintritt, o = 7,906 Var — 20) .144 _ 7.908 V 5.124 


gg 
$. "339. ana das in einem Gefäße einge: 
fchloffene Waffer in Bewegung ift, fo drüdt es 
gegen die Gefaͤßwaͤnde fchwächer, ald wenn es in 
Ruhe bleibt. Man bat daher den hydrodyna⸗ 
mifchen oder bydraulifhen Wafferdrud 
von dem bydroftatifhen Drude des Waſ⸗ 
ſers zu unterfcheiden. Iſt p, der Drud auf jede 
Einheit des Wafferfpiegei® 7,R,=G,, Fig. 483, 
p der Drud außerhalb ber Mündung F, und h 
die Druckhoͤhe FG, , fo hat man für die Aus— 
flußgeſchwindigkeit 


v= Vagln + BP) ) VIC or 





Fig. 483. 


Oydrauliſcher 
er I 
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h-+ = =[ı - (Z G, 913 — : iſt ferner in einem andern Syaranlifher 
Duerfänitte H,R, = G,, welcher * die Höhe FG, = h, Über der 
Mündung fteht, der Drud = p,, fo hat man ebenfo 

h,+ 5 = [: — 5] 37 Subtrahirt man beide Aus: 


drüde von einander, fo folgt 


BLEI (ETE- 00 mn mn 


die Druckhoͤhe 6, G, der Schicht I, R, = Sur h, bezeichnet, daB 
Maaß des bydraulifchen Waflerdrudes in A,R.: 


P2 __ pı _ F 2 F ] vw 
== 142-6) -)]: 
Nun ift aber nody 2 bie Geſchwindigkeit v, des Waſſers in der Ober: 
1 


flaͤche G, und — die Geſchwindigkeit ©, des u im Duefsniee G„. 


daher Läßt fich einfacher = m +h— * x ſetzen. 
Es iſt alſo biema;, die Puranuiſch Drudpige hꝛ an ir⸗ 


gend einer Stelle im Gefaͤße gleich der hodro Latifchen 
Druapäpe & + Ah, vermindert um die Differenz der Se: 


fhwindigkeitshöhen des Waffers an diefer und an ber 
Eintrittsftelle. Iſt die freie Oberfläche G, des Waffers groß, fo 
kann man bie Zuflußge ſchwindigkeit außer Acht laſſen und daher 


Pı _ 5 +, er fegen, und es ift hiernady die hydrauliſche 


Y 

Deudbähe um 9 Geſchwindigkeitshöhe kleiner, als die 
hydroſtatiſche Druckhöhe. Je ſchneller alfo das Waſſer in einer 
Roͤhrenleitung fließt, je ſchwaͤcher druͤckt daſſelbe gegen die Roͤhren⸗ 
wand. Aus dieſem Grunde zerſpringen die Roͤhren erſt oft dann, oder 
laſſen erſt dann Waſſer durch, wenn die Bewegung des Waſſers in 
denſelben gehemmt wird, wenn ſich die Roͤhren verſtopfen u. ſ. w. 


Durch einen in Fig. 484 (f. folg. S.) abgebildeten Ausflußapparat 
ABCD tann man die BVerfchiedenheit zwiſchen dem bpdraulifchen und 
dem budroftatifchen Drude vor Augen führen. Führt man von dem 
Querfchnitte G, ein Röhrchen ER in die Höhe, fo füllt fich daffelbe mit 
Waſſer, und diefes fleigt in bemfelben über das Niveau bes Waflerfpiegels, 
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Opbrautifher wenn 6, Gi, alſo d%g  v,, denn da der Druck p, auf den Waffeı= 
"Tfpiegel durch den Luftdrud an der Röhrenmändung aufgeheben wird, fo Läßt 


Fig. 484. fid) die den Drud in Gr, meffende Höhe 
| s—P-— h, — 2 — 5) 
29 29 


ſetzen, und es iſt alſo © > h, wenn 
Vf? _ 02,5, 
— Pr if. Iſt dagegen der Quer 


(hnitt G, < Gr, fließt alfo das Waſſer 
durch G, fchneller als durch G,, fo bat 
man die Höhe der MWafferfäule in dem bei 
G, einmündenden Röhrchen E.: 
2 

y=h — 3 — Kleiner als h, 
uud es reicht ſonach diefelbe nicht bi® zum 
Niveau ZR von G, Iſt endlich G, 
fehr klein und alfo die entſprechende Geſchwindigkeit v, fehr groß, fo kann fogar 


2 2 
z — r > Äh,, und daher die entfprechende hydrauliſche Druckhoͤhe z 
negativ fein, d. h. die Luft von außen mehr drüden, als das Waffer von 
innen. Dann wied alfo in einem noch unten geführten und unter Waſſer 
-ausmündenden Röhrchen E,K eine Wafferfäule emporfleigen, welche in 
Vereinigung mit dem Waſſerdrucke dem Äußeren Atmofphärendrude das 
Gleichgewicht hätt. Iſt diefes Röhrchen kurz, fo fleigt fogar das zu diefem 
Zwecke vielleicht gefärbte Waſſer aus dem untergefegten Gefäße A durch 
das Roͤhrchen empor, tritt in das Ausflußreſervoir und gelangt bei F mit 
zum Ausfluffe. 

Big. 85. | Anmerkung. Beſteht das Ausflußgefäß ACE, Fig. 485, 
aus einem weiten Reſervoir AC und aus einer engeren 
vertifalftehenden Röhre CE, fo ift der hydrauliſche Drud 
an allen Stellen diefer Röhre negativ. Läßt man den 
Atmofphärendrud p, unberüdfidtigt, fo ift der Drud bes 
Waſſers in der Nähe der Ausmündung F, — Null zujeken, 
weit hier die ganze Drudhöhe GF=h auf die Erzeugung 
der Geſchwindigkeit v — Y2gh verwendet wird, dagegen 
ift an einer Stelle D,E, um vie Söhe GQ,@ == A, unter 
dem Waflerfpiegel die hydrauliſche Druckhöhe = h, — 4 
— — (A — h) negativ, wenn alfo ein Loch in biefe 
Roͤhre gebohrt wird, fo fließt Fein Wafler Heraus, es wird 
vielmehr Luft eingefaugt, die bei F wit zum Nusflaffe 
gelangt. Diefer negative Drud if unmittelbar unter dem 
Gefäße am größten, weil hier kA, am kleinſten ausfällt. 


$. 340. Mit Huͤlfe der Formei Q = Fr = FV/2gh laͤßt fid die in 
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einer Secunde ausfließende Waffermenge nur dann unmittelbar berechnen, Kecranautäre 


wenn die Mündung horizontal ift, weil nur hier im ganzen Querfchnitte 
F einerlei Geſchwindigkeit vorkommt; hat aber der Querfchnitt der Mün- 
dung eine Neigung gegen den Horizont, befindet ſich 3. B. bie Deffnung 
in einer Seitenwand des Gefäßes, fo fließen die in verfchiedenen Tiefen 
befindlihen Wafferelemente mit verfchiedenen Gefchwindigkeiten aus, und 
es kann die MWaffermenge O nicht ale ein Prisma angefehen werden 
und daher auch die Formel — — Fv = FV2gh nicht unmittelbar zur 
- Anwendung fommen. Den einfady 
— ften Sall diefer Art bietet der Auefluß 

1 durch einen Wandeinfchnitt oder 
| derfogenannteleberfall,$ig.486, 
dar. Dieſer Wandeinfchnitt bildet 
eine rectangulaͤre Ausflußöffnung 
EFGH, deren Breite EF—= GH 
durh b und Höhe EH= FG durch 
h bezeichnet werden möge. Zerlegen 
wir diefe Stäche 5A duch Horizontal: 
linien in eine fehr große Anzaht n 
gleich breiter Streifen, fo koͤnnen 
wir innerhalb e eines jeden einerlei Gefchwindigkeit vorausfegen. Da, von 
oben nad) unten gegangen, die Drudhöhen diefer Streifen _ 


! | 
2 = — u. ſ. w. ſind, ie hat man die entfprechenden Geſchwindig⸗ 


keiten VE V 2 =, Va — und da ferner der Inhalt 


eines Streifene: = 5b. h = a ift, fo bat man die Waffermengen: 


oh h bh bh ho _ | 
= 29 UN re 13 — 29. ru ſ. w.; und folglich die 


Big. 486. 





n 
Waſſermenge durch den ganzen Querfchnitt 


Hl + Va d4+ Var...) 


Tr + VE +V3 +...+YVn). 

Nun ift aber, wie im » Ingenieur, Seite 145,« angegeben wird, 

vi + v2 +V3 +. + vn ode 

17 +2% 23% 4. + nh= = Le yın a yuyi, 
daher folgt die in Frage ſtehende Waffermenge 








eitendffnung- 


Restanuuläre 
Eritendffnung. 


[4 
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NEIL — I ynyn= ybhyagh — 


Berfteht man unter der mittleren Gefhwindigfeit vw bdieje- 
nige, welhe an allen Stellen vorhanden fein müßte, ba: 
mit ebenfo viel MWaffer ausfließt, als bei den verfcie: 
denen Ausflußgefhmwindigfeiten innerhalb des ganzen 
Querprofiles, fo läßt fih fegen: O = bh. v, und es folgt fonach 
v—= %,V2gh, d. h. es ift die mittlere Geſchwindigkeit des 
durch einen rectangulären Wandeinfhnitt ausfließenden 
MWaffers zwei Drittel von der Gefhwindigteit an der 
Fame oder unteren Kante des Einfchnittes. 

Reicht die rectanguldre Ausfluß- 

Big. 487 Öffnung AG, Fig. 487, mit hori⸗ 

— zontaler Schwelle nicht bis zum 
Waſſerſpiegel, ſo findet man die Aus⸗ 
flußmenge, wenn man dieſelbe als 
die Differenz zweier Wandeinſchnitte 
EFGH und EFLM anſieht. Iſt 
daher h, die Tiefe ZE der unteren 
und KE==h, die der oberen Kante, 
fo hat man die Ausflugmenge diefer 


Einfhnitte: 4, 5b V2ghP, und 


YbV2ghr, daher das Waffer: 
quantum für die rectanguläre Deffnung GAKL: 


Q= %ybvV2gh? — YbYagh?=ybV2g (hir — hy), 


und die mittlere Ausflußgefchmwindigkeit ' ) 
Q 2 h, hy” 
— —— — „yY2g9. —. 
"Tr. — I mh, 
Iſt h die mittlere Druckhoͤhe ut, oder bie Tiefe des Mittelpunftes 
der Deffnung unter dem Wafferfpiegel und a die Detfnungshöhe ZK 


= h, — h,, fo kann man fegen: 


+9)'-6- 9° 


v=yV2g oder annaͤhernd 


——— 


Beiſpiel. Wenn eine rectangulaäͤre Ausflußöffnung 3 Fuß breit und 1, Fuß 
hoch ift, und die untere Kante um 2%, Fuß unter dem WBafferfpiegel liegt, fo 
ift die Ausflußmenge Q = %Y, . 7,906 . 3 (2,75 —— 15%) 

= 15,812 (4,560 — 1,837) = 15,812 . 2,723 — 43,06 Cubikfuß. Nach ver 
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Näherungsformel ift die mittlere Ansfußgefchwindigfeit Rertangu.äre 
125 \? Gritenöffnung 
._ [: — Ya (4) ] , 7,906 ) = (1 — 0,0036) . 11,525 


— 11,525 — 0,042 = 11,483 Fuß, und daher die Ausflußmenge 
0=3.% . 11483 = 43.06 Eubiffuß. 


Anmerkung. Wenn der Wandeinſchnitt unter dem Winkel d gegen den Ho⸗ 
rizont geneigt if, fo Hat man die Müändungshöhe — * ſtatt ihrer Vertikal⸗ 





profegtion einzuführen, weshalb O == */, AT ze zu feßen if. - 


Wenn ver Querſchnitt des Ausſlußreſervoirs parallel zur Mündung nicht bedeutend 
arößer ift, als der Querſchnitt der Mündung, fo hat man bie Geſchwindigkeit 


= = v des ankommenden Waſſers zu beruͤckſichtigen und deshalb zu ſetzen: 


v 8 vr 
0 = ns vzale +35* - α. 
$. 341. Außer rectangulaͤren Seitenöffnuns zeanautäre 
Big. 488. gen kommen noch trianguläce und kreisfärmige"" runs. 
Mündungen in derPraris vor. Handeln wir zu: 
nächft von dem Ausfluſſe durch eine trianguläre 
Mündung EFG, Fig. 488, mit horizontaler 
Bafis, deren Spige E im Wafferfpiegel liegt. 
Segen wir bie Baſis FG = 5 und die Höhe 
EF=h, tbhelen wir die letztere in n gleiche 
Theile und führen wir durd die Theilpunkte 
Parallellinien zur Baſis, fo zerlegen wir die ganze Fläche in fchmale Eile: 
b h 25 h 3b h 


mente von ben Inhalten — Pr f w., und den 





Drudhöhen *. F Te u. ſ. w. Für diefe folgen bie Ausflußmengen: 
bh h 2bh 20.2#, 35h 
n2 29 wu I.— * —A — uf. w., und es ergiebt 


ſich durch Summation die Ausflußmenge fuͤr die ganze Mündung 


0=ZyV WE +2yE+3VTH+.. + nn 


— 1 +2% +3% £..+n%), oder da die Reihe in 


Y% +1 
der Parenthefe = FT 

2 . 
Q=YbhVrgh=Y bV2gh?. Liegt die Baſis der Mündung, 
EGK im Wafferfpiegel und die Spige um Ah tiefer, fo hat man, da durch 





— Yn% giet, 


Triangutäre 
Eein ndefnung. 
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das Rechteck. EFGON, bhVAGM ausflieft, die Waſſermenge 
Q, =%bhV2gk — %, bhv2gh = Y, dhy2gh. 


Fig. 489. 


_ im Wafferfpiegel liegende Bafıs AB = db, und 
| deffen untere Bafie CD = b, und Höhe DE 
— h ift, findet man die Waſſermenge durch Zu⸗ 
| fammenfegung aus einem Rechtecke und zwei 
Dreieden, nämlich: 

Q=t%bhvV2gh+ Yslda— bo) high 
— Yı (2b, + 35,) hV2gh. 

Ferner folgt noch die Ausflußmenge fir ein Dreied 
CDE, $ig. 490, defien Baſis DE=b, um die 
Höhe h, und deffen Spitze C um h von dem 
Waſſerſpiegel abiteht: 

Q = Waffermenge durch ABC minus Wafler: 
menge duch AE 


= YsbhV2g9h — Y5(2b +3b)hıvV2gh, 
= Ya V29l25 (h% — h,%) — 36,4, 9). 
Da ſich die Breite AB = 5 durch die Proportion 5: b,=—=h:(kh — A,) 
beftimmen laͤßt, fo folgt 

n._2v?2g.b, (2h (h% — h,%) y,, 
0 (hr — -34,%) 
_ E hY% — 5hh,h + 3h, 9 

15 


—h 








Fig. 491. 


Endlich folgt noch für ein Dreied ACD, Fig. 491, 
deffen Spige über der Bafis liegt, die Ausfluß: 





menge 
2q.b,(h” j are .b, (2 hr — 5hh,’ + 3h, % 
O=YY2g.b(hr - — 1 LESE LU EEE ) 
DES TEN LERNCREN.) 
A N N — 5 


Beiſpiel. Welche Waſſermaſſe fließt durch das 
Quadrat ABCD, Fig. 492, mit vertikaler Diagonale 
AC von 1 Fuß Länge, wenn der Eckpunkt A bis zum 
Waſſerſpiegel reiht. Die obere Hälfte biefes Qua⸗ 
ale ur bie Aueflußmenge Q = YbV2gk’= 

7,906 V% — 1,581 . 0,7071 = 1,118 Eu: 
— bie untere aber die Waffermenge 





Durch das Trapez ABCD, Fig. 489, deflen obere 
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0-22 (= — 54h, +34, ) _ 2. 7,906 —E en”) 

ı k—h III ISM 
Ar 2 17078 + 05005) — EMO _ 08 Gubiſa, 
folglich fließt durch bie ganze Mündung die Waffermenge 

0 = 1,118 + 1,608 = 2,726 Eubiffuß. | 

$. 342. $ür eine kreisfoͤrmige Münz Airemige 
dung AB, $ig.493, beftimmt fich die Ausfluß⸗ 
menge nun durd eine auf folgende Weife zu ' 
ermittelnde Naͤherungsformel. Zerlegen wir den 
Kreis durch concentrifche Kreife in gleich ſchmale 
Ringe, und jeden Ring in lauter gleiche, als 
Parallefogramme anzufehende Elemente. Iſt 
nun r der Halbmeffer eines folhen Ringes, 
d deffen Breite und n die Anzahl feiner Ele⸗ 
mente, fo hat man die Größe eines Ring» 


art, Iſt h die Tiefe 


CG des Mitteipunftes C unter dem Wafferfpiegel AR, und ꝙ der Win- 
tel ACK, um welchen ein Element K vom hoͤchſten Punkte A des Ringes 
abfteht, fo hat man die Drudhöhe dieſes Elemente KF=CG — CL 
= k— r 008. ꝙ, und: daher die Ausflußmenge dieſes Elemente ' 


Zig. 493. 





elementes K, = 








2 — ———— — — — Een 
wurd 29(h — r cos. 9). Nun hat man aber Yh — Tr cos. 9 
n 9 


2 
=yilı — + cos. 9 — 1% () 08.9? +.. ] 
— 2 
= vh |: — 1 — cos. ꝙ — () (1+c0s.29 +... I 
baber folgt die Ausflußmenge eines Elementes: 


2urb- ? 
= = vzai| ı —1n. 008.9 Yu) (1-F cos.2p) +... 1 


Die Ausflußmenge des ganzen Ringes ergiebt fih, wenn man in der 
Parenthefe ftatt 1,n.. 1=n, flatt cos... @ die Summe aller Cofinus ꝙ 
von 0 bi6 ꝙ = 2x, und flatt cos. 2 ꝙ die Summe aller Gofinus 
290n29=0bi8E 29 — Ar nimmt. Da aber die Summe aller 
Cofinus eines Vollkreiſes — Null ift, fo fallen diefe Cofinus ganz aus, 
und es folgt die Ausflußmenge für den Ring: 


er vagr|n— Ye (Z).n —_. | 
—2arb yon] ı Ye (2) _.. ] 
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—E— Setzt man jetzt ſtatt b = — und ftatt r, LT una Ir ‚die 7 —, fo be 


tommt man die Ausflußmenge aller die ganze Kreisfläde ausmachenden 
Ringe, und es folgt zulegt das Aroſtugauaatum des ganzen Kreiſes: 


—0—— tn Hana +++ tm | 
N 
= larvighlo:: =) 
IL (5) — -] oder genauer 


0= zryägh| 1- (7) — on (3) = J 


Reicht der Kreis bis zum Wafferfpiegel, fo ift 

— 8/oı ar 29h — 0,964 F V?gh, wenn F den Inhalt 
der ganzen Kreisflaͤche bezeichnet. 

Uebrigene ift leicht zu erachten, daß man in allen den Fällen, wenn bie 
Druckhoͤhe im Mittelpunkte dem Ducchmeffer gleich oder größer iſt, ale 
derfelbe, den Werth der ganzen Reihe = 1 fen md OQ=FY2gh 
annehmen kann. Auch laͤßt fich diefe Megel auf andere Mündungen 
anwenden, und alfo in allen den Faͤllen, wenn der Schwerpunkt einer 
Mündung mindeftens ebenfo tief unter dem WWafferfpiegel liegt, als bie 
Mündung hoch ift, die Tiefe h diefes Punktes ale Drudhähe anfehen und 
Q=FxY2gh fen. 


Wenn man berüdfichtigt, daß das Mittel aller Cofinus des erften Qua: 


dranten = 7 und das Mittel aller Cofinus des zweiten Duadranten 
= — T alfo das Mittel aller Coſinus des erften und zweiten Quadran⸗ 
ten Null ift, fo kann man auf dem oben eingefchlagenen Wege die 
Ausflußmenge des oberen Halbkreifes: 


Q = vg ı — (=) — 1, (+) | und die bes un: 
teren Halbkreifes Q, = Vm I 1+ (7) (+)" ] 
finden. 


Beiſpiel. Welche Waſſermenge fließt ſtündlich durch eine kreisförmige Oeff⸗ 
nung von 1 Zoll Durchmeſſer, über welcher der Waſſerſpiegel eine Linie hoch ſteht ? 
7 iR - = ., daher () = * = 0,735, ferner 1 — . (+) 
=1— "0,028 = 0,977, und folglich bie Ausflußmenge pr. sec. ° 
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—* — 7 MT=7 . 7906.0,977 VT= 16,05 Gub.- 


Zoll, — min. — 963 Cub.⸗Zoll, und — hor. = 33 Cubikfuß. 
$. 343. . Die Ausflußgeſchwindigkeit ändert ſich, wenn ein vorher in Bra Aut 
Ruhe oder in gleichförmiger Bewegung befindliches Gefäß in Bewegung IE 
übergeht, oder feinen Bewegungszuftand ändert, weil in.diefem Falle jedes 
Waſſertheilchen außer feinem Gewichte auch noch durch feine Traͤgheit ge: 
gen die Umgebung wirkt. 
Gig. 494. Bewegt man das Gefäß AC, 
Fig. 494, befchleunigt vertikal auf: 
waͤrts, während das MWaffer durch 
die Bodendffnung F abflieft, fo fin: 
det eine Vergrößerung, und. bewegt 
man es befchleunigt vertikal abmärts, 
ſo findet eine Verminderung der 
Ausflußgeſchwindigkeit ſtatt. Iſt die 
Acceleration p, fo druͤckt jedes Waſ⸗ 
ſermaſſenelement M nicht bloß durch 
fein Gewicht Mg, fondern auch durch 
feine Traͤgheit Mp; es ift folglich die 
Kraft eines jeden Elementes in ei- 
nem Falle (9 4 p)M und im zwei: 
ten (9— p) M, alfo ftatt g, gEPp 


zu fegen. Hiernach folgt denn * = (9 + p) und ſonach für die Aus⸗ 


flußgeſchwindigkeit v= V2(gtp)h.- 

Steigt das Gefäß mit der Acceleration g empor, fo ift v = \Y2.2gh 

gh, alfo die Ausflußgefchwindigkeit 1,41 4mal fo groß, als beim ſtill⸗ 

ftehenden Gefäße. Faͤllt das Gefäß durch fein eigenes Gewicht, alfo mit 
der Acceleration g, fo ift v— YO=0, dann fließt alfo fein Waffer aus. 
Bewegt ſich das Gefäß gleihförmig aufs oder abwärts, fo bleibt : 
v= y 2gh, fteigt es aber verzögert, fo wid o—=y 2 (g— p) h, 
und fällt es verzögert, fo fällt vo = VY 2(g + p) h aus. 

Bewegt man das Ausflußgefäß horizontal oder unter einem fchiefen 
Winkel gegen den Horizont, fo ftellt fi (S. 6. 297) der Wafferfpieget 
fchief gegen den Horizont und es finbet daher auch eine Veränderung der 
Ausflußgefhtwindigkeit flatt. 

Bei Umdrehung eines Gefaͤßes AC, Fig. 495 (folg. S.), um feine ver: 
titale Are XX, bildet nach $. 297 der Wafferfpiegel einen parabotifchen 
Zrichter AOB, es fteht daher Über der Mitte F des Bodens eine Heinere 








Berorgte 
Aurflußgefäße 
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Druckhoͤhe, ale nahe am Rande beffelben, und 
es fließt daher auch durch die Mündung Fin der 
Are das Waſſer Iangfamer, als durch jede andere 
Bodenöffnung X. Bezeihnet h die Drudhöhe 
FO in der Mitte, fo ift die Ausflußgeſchwindig⸗ 
keit in der Mitte — V2gh, begeichnet aber y 
die Entfernung FK — ME einer andern Muͤn⸗ 
dung A von der Are, und @ die Winkelge⸗ 
fhroindigkeit, fo hat man bie entfprechende Er: 
hebung des Waffers Über der Bitte: OM 


=, TM=1,ME cotang. — Yy. = 


2 
: = = 2 wenn w bie Umbrehungege: 
ſchwindigkeit der Mündung K bezeichnet. Hiernach Mr denn die Ausflug: 
gefchmwindigkeit für die Mündung K 


— Vem + u. 


Diefe Formel gür für jedes beliebig 

Fig. 496. geſtaltete Gefäß, und auch dann noch, 

| wenn es oben verfchloffen ift, wie für 

AC, Fig. 496, fo daß. fi der Trichter 

gar nicht bilden kann. Sie findet bei 

den MReactionsrädern und Turbinen in 
der Folge ihre Anwendung. 

Beifpiele. 1) Wenn das mit Wafler 
angefüllte Gefäß AC, Wig. 494, 350 Pfr. 
wiegt, und mittelft eines über Beitrollen K 
gehenden Seiles dur ein Gewicht & von 
450 Pd. aufgezogen wird, fo fleigt es mit 

einer Acceleration. 
450 — 350 


100 
p = On „=-m_’- Yg und es if deshalb die Ausflußgefchwin- 


digfeto= V2(g +p)h = VY2.%-9h = YYıgh. Wäre die Druchöhe 
k = 4 Buß, fo würde die Ausflußgefhwindigfeit oe = YY.g = 3 V 31.25 
— 16,77 Fuß beitragen. 2) Wenn fih das mis Waſſer angefüllte Gefäß 40. 
Fig. 496, fo umbreht, daß es in ver Minute 100 Umdrehungen macht, wenn bie 
Tiefe der Mündung F unter dem Wafferfpiegel in der Mitte 2 Fuß und bie 
Entfernung von der Are XX, 3 Buß beträgt, fo if die Ausflußgefchwindigfeit 


= Virntei \/ 95.2 Hy - vErw- 
— Y135 + 987 VTIM = 33,35 Buß. Steht das Gefäß fill, fo if 
ov= v1 —= 11,18 Buß. 











Bon der Sontraction der Wafferfirahlen beim Ausfluffe des Waſſers ꝛc. 495 


Zweites Kapitel. 


Bon der Eontraction der Waſſerſtrahlen beim Aus: 
fiuffe des Waſſers durch Mündungen in der 
dünnen Band. 


$. 344. Die in dem vorflehenden Kapitel entwidelten Ausflußgeſetze, Geſchwind ia · 
ſtimmen mit den Erfahrungen faſt ganz überein, fo lange die Drudhähe" 
in Anfehung der Mündungsweite nicht fehr ein ift, und fo lange ſich die 
Ausflußöffnung nach innen allmälig erweitert und ſich, ohne Eden und 
Kanten zu bilden, an der Bodens oder Seitenfläche des Gefäßes anfchließt. 
Die hierüber an glattpolirten metallenen Mundſtuͤcken angeftellten Ver 
fuhe von Michelotti, von Eytelwein und von dem Verfaffer haben 
nachgewieſen, daß die effective oNer wirklich ausfließende Waſſermenge 
96 bis 98 Procent von dem theoretifch beflimmten Waffergquantum ift. 
Das in der halben natürlichen Größe abgebildete Mundftüd AD, Fig. 497, 

Fig. 497. gab bei einet Druckhoͤhe von 10 Fuß 97,5 Proc., 
bei 5 Fuß 96,9 Proc. und bei I Fuß 95,8 Proc. 
(Verfuche mit größeren Mündungen f. Unter: 
ſuchungen in dem Gebiete der Mechanik und Hy: 
draulik, zweite Abtheil.) Da bei diefem Ausfluffe 
der Strahl mit ber Mündung gleichen Querfchnitt 
F hat, fo ift anzunehmen, daß diefe Verminde⸗ 
rung der MWaffermenge aus einem Verlufte an 
Geſchwindigkeit hervorgeht, der in der Reibung 
oder Adhäfion des Waffers an dem inneren Umfange dee Mündung und 
in der Klebrigkeit bes Waffers feinen Grund hat. Wir nennen in ber 
Folge das Verhaͤltniß der effectiven Auggußgefchmwindigkeit zur theoretis 
fhen Sefhwindigkeit v = v2oh, den Gefhwindigkeitscoeffi» 
cienten (franz. coefhcient de vitesse; engl. coefhcient of velocity) und 
bezeichnen ihn durch) ©. Hiernach iſt alfo die effective Ausflußgefchmwindig: 
keit im einfachften Kalle: v, = pv = p Y2gh, und die Ausfiufmenge: 
Q=Fvu,=9Fv=9F\2gh. 
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Ge ſchwindio⸗ Führen wir für ꝙ den mittleren Werth 0,97 ein, fo erhalten wir für 
keitscoefficient. 
das Fußmaaß 
Q = 0,97. FV/2gh = 0,97. 7,906 FYh = 7,669 FV/h. 
Einer mit der: Gefchwindigkeit v, ‚ausfließenden Waffermenge Q mohnt 


ri 


die lebendige . 042 inne, vermöge welcher fie die mechaniſche 
Arbeit Oy. u zu verrichten vermag. Da aber beim Niederfinten von 


2 
- der HSheh= 7 das Gewiht Oy bie Arbeit Oy.. h= Qy - 
Be fo folgt, daß durch den Ausflug das Waffer den Verluft 


_ Mu) er 9) = (1 — 0,9% kai 
0r 7, 29, =. 1-M=U, WT)Qr.5, 


= 0.058 O7. ober 5,9 erleidet. Es kann alſo das aus⸗ 


fließende Waſſer ſeine lebendige Kraft 5,9 Procent weniger Arbeit 
verrichten, als durch fein Gewicht beim Herabſinken von der Höhe A. 


Anmerfung. Der Berfaffer hat das durch die Formel o = Y2gh aue: 
gedrückte Ausflußgefep auch unter tem hoben Drude von 390 Fuß (12 Atmoiphä- 
ren) geprüft. Gin innen gut abgerundetes Mundſtück von 1 Gentimeter Weite 
gab bei den Drudhöhen k — 1, 10 und 390 Fuß die Ausflußcoefficienten 
9 = 0,96, 0,97 und 0,8. ©. Bornemann’e u. f. w. RSeitſchrift für das 
gefammte Ingenteurwefen (Ingenieur), Band 1. 


Eontraiende 6. 345. Fließt das Waffer durch eine Mündung in der dünnen 
 Mand (franz. -orifice en mince paroi; engl. orifice in a thin plate), 
fo tritt unter Übrigens gleichen Umftänden eine bedeutende Verminderung 

der Ausflußmenge ein, indem die Wafferelemente in convergenten Richtun: 

gen durch die Mündung hindurdy gehen und dadurch einen zufammen-= 
gezogenen oder contrahirten Wafferfirahl (franz. veine con- 
tractee; engl. contracted stream) hervorbringen. Die von Vielen, nament⸗ 

lich auch die in der neueften Zeit von dem Verfaſſer angeftellten Straß» 
lenmeffungen haben ergeben, daß der Strahl in einer Entfernung, die 
ohngefähr der halben Mündungsweite gleich kommt, die ſtaͤrkſte Zuſam⸗ 
menziehung und eine Dicke hat, die 0,8 des Durchmeffers der Mündung 
gleichlommt. Iſt F, der QDuefchnitt des zufammengezogenen Waſſer⸗ 
ftrahles, fowie F der Querfchnitt der Mündung, fo bat man hiernach 


F, = (08% F=0,64F. Man nennt da6 Verhaͤltniß a dieſer 


Querſchnitte den Contractionscoefficienten (franz. coefhcient de 
contraction; engl. coefficient of contraction) und bezeichnet ihn mit a, 
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und es ift ſonach der mittlere Werth Sontcactions- 
Big. 498. fuͤr den Ausfluß des Waffers duch ” 
— Muͤndungen in der duͤnnen Wand 
« — 0,64 zu ſetzen. 
So lange man keine nähere Kennt: 
niß über die Contraction der Waſ⸗ 
ferfirablen hat, kann manannehmen, 
daß der durch eine kreisrunde Deff: 
nung AB, $ig. 498, fließende Strahl 
einen Rotationskoͤrper ABEF bilde, 
deffen Umflaͤche durch Umdrehung 
eines Kreisbogene AF um bie Are 
CD des Steahles entfteht. Segen 
wir den Durchmeſſer AB der Mündung — d, und bie Entfernung CD 
des contrahirten Querſchnittes EF, = Y,d, fo erhalten wir für den 
Halbmefir MA= MF=r des Erzeugungsbogene AF mitteld der 
Gleichung AN? —= FN (2MF— FN) oder 
3 | 
* (v5). r = 1,3d. Mündungen nach diefer Geſtalt 
des contrahirten Waſſerſtrahles geformt, geben fo ziemlich die Ausflußges 
ſchwindigkeit v = 0,97 . v. 


Die Contraction des Waſſerſtrahles hat ihren Grund darin, daß nicht 
allein das Waſſer, welches unmittelbar über der Mündung befindlich iſt, 
ausfließt, fondern auch das zur Seite befindliche Waſſer herbeiftrömt und 
mit zum Ausfluffe gelangt. Es findet alfo fchon im Innern des Gefäßes - 
eine Convergenz der Wafferfüden, ähnlich wie fie die Figur andeutet, ftatt, 
und es befteht die Gontraction des Waſſerſtrahles in einer bloßen Kort: 
fegung diefer Convergenz. Von diefer Bewegung des Waſſers in der 
Nähe der Mündung kann man fi mit Hülfe eines gläfernen Ausflug: 
apparates Überzeugen, wenn man fleine Körper, welche wenig leichter ober 
ſchwerer als Waffer find, wie 5. B. Sägefpähne von Eichenholz, Stüde 
von Siegellad u. f. w., in das Waſſer bringt und mit zum Ausfluffe ge: 
langen läßt. 





6. 346. Fließt das Waſſer durch dreifeitige, vierfeitige Münduns Gontatirte 
gen u. ſ. w. im dünnen Bleche, fo nimmt der Waſſerſtrahl befondere Geftal" Ton. 
ten an. In die Augen fallend ift zumal die Umkehrung des Strahles, 
oder die veränderte Stellung feines Querfchnittes in Hinſicht auf den 
Querfchnitt der Mündung, vermöge welcher ein Ed diefes Querfchnittes 
mit der Mitte einer Seite der Mündung gleichzuliegen kommt. Hiernach 
bildet bei einer dreifeitigen Mündung ABC, Fig. 499 a. f. S., der Querfchnitt 

Weisbach's Mechanik. te Aufl. I. Bd. 32 


Autfiufs 
eoefficient. 
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— des Strahles in einem gewiſſen Abſtande von der Muͤndung einen drei⸗ 
"ftrahligen Stern DEF, bei einer vierſeitigen Mündung ABCD, Fig. 500, 
Big. 499. Fig. 500. Fig. 501. 





einen vierftrahligen Stern EFGH. ebenfo, bei einer. Fönffeitign Mündung 
ABCDE, $ig.501, einen Stern FGAKL mit fünf Strahlen u. f.w. Diefe 
Querfchnitte find aber in verfchiedenen Abftänden von der Mündung fehr ver: 
ſchieden, fie nehmen auf einer gewiſſen Diftanz ab und auf einer folgenden mie: 
der zu u.f.m.; es befteht daher der Strahl aus Blättern oder Rippen von 
veränderlicher Breite und bildet dadurch, mas namentlich beim Ausfluffe 
unter ſehr großem Drude zu beobachten ift, Baͤuche und Knoten, ähnlich, 

Bis. 502. wie die Sacteen. Iſt die Mündung 
ABCD, $ig. 502, rectangulär, fo bildet 
in Meinerer Entfernung von der Mün: 
dung der Querfchnitt zwar ebenfalls 
ein Kreuz oder einen Stern, allein in 
größerer Entfernung nimmt derfelbe 
wieder mehr die. Geſtalt eines verwen: 
deten Rechteckes EF an. 

Den Ausfluß bei den verfchiedenar: 
tigften Mündungen hat Bidone beob: 
achtet; genaue Strahlenmeilungen bei 
quadratifchen Mündungen find aber nur 
von Poncelet und Lesbros ange 
ftellt morden (f. Allgem. Maſchinen⸗ 
encpclopädie, Artikel »Ausfluß«). Die legten Meffungen haben auf einen 
Beinen Contractionscoefficienten 0,563 geführt... Waffermeffungen beim 
Ausfluffe durch kleinere Muͤndungen führen aber auf größere Contractions⸗ 
eoefficienten, fie weifen fogar nach, daß diefelben bei langgezogenen Recht: 
een größer find als bei Rechtecken, die fich mehr den Quadraten nähern. 

$. 347. Waͤre beim Ausfluffe des Waffers durch Muͤndungen in der 
dünnen Wand die- effective Geſchwindigkeit gleich der theoretifchen 
v = Y2gh, fo hätte man die effective Ausflußmenge 
Q=aF.v=uFy2gh, wel «F den Querfchnitt des Strahles 
an der Stelle ber größten Zufammenziehung, wo ſich die Wafferelemente 
in parallelen Richtungen bewegen, bezeichnet. Diefem ift aber keineswegs 
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fo, es zeigt fich vielmehr in der Erfahrung, daß O noch kleiner als 

aF V/2gh if, daß man alfo die theoretifche Waflermenge F\/2gh burd) 
einen Coefficienten multipliciren muß, der Heiner als der Contractions⸗ 
coefficient iſt, um die effective Ausflußmenge zu erhalten. Wir müffen 
daher annehmen, daß beim Ausfluffe dur eine Mündung in ber dünnen 
Wand nod) ein gewiſſer Geſchwindigkeitsverluſt eintrete, deshalb auch einen 
Geſchwindigkeitscoefficienten @ einführen und daher die effective Ausfluß⸗ 
gefhmwindigkeit v, = gV Y2gh fegen. Hiernach haben mir alfo 
die effective Ausflußmene Q, = FR,.v, =aF.yv = aupFov 
— ap FV2gh zu fegen. Nennen wir endlich noch das Verhältniß der 
effeetinen Ausflußmenge zum theoretifchen oder hypothetiſchen Ausfluß- 
quantum den Ausflußcoefficienten (franz. coeflicient de depense; 
engl. coefhcient of effluxion) und bezeichnen wir ihn in ter Folge durch 
u, fo haben wir Q, — uQ=uFv=uF\V2gh, und daher 

u — ꝙP, b. h. der Ausflußcoefficient iſt das Product aus 
dem Contractions-und dem Sefhwindigfeitscoefficienten. 

Vielfältige Beobachtungen, namentlich aber auch die Meffungen des 
Verfaffers, haben darauf geführt, daß der Ausflußcoefficient für Mündun: 
gen in der dünnen Wand nicht conftant ift, daß er bei Meinen Muͤndun⸗ 
gen und Beinen Ausflußgeſchwindigkeiten größer ift, als bei großen Muͤn⸗ 
dungen und bei großen Gefchwindigfeiten, daß er auch bei langen und 
ſchmalen Mündungen bedeutend größer ausfällt ale bei Mündungen, die 
fi) einer regelmäßigen Form oder dem Kreife nähern. 

Für quadratifhe Mündungen von 1 bis 9 Quadratzoll Inhalt bei 7 bie 
21 Fuß Druckhoͤhe ift nach den Verfuchen von Boffut und Miche⸗ 
kötti der mittlere Ausflußcoefficient u — 0,610, für freisförmige von 
1/, bis 6 Zoll Durchmeffer bei 4 bis 21 Fuß Drudhöhe aber ift derfelbe 
u = 0,615 oder ohngefaͤhr Y3. Die einzelnen Beobachtungswerthe von 
Bofiut und Micelotti weichen unter einander nicht unbedeutend ab, 
doch läßt fid) aus ihnen eine Abhängigkit von der Größe der Mündung 
. und der Größe der Drudhöhe nicht entnehmen. Nach den Berfuchen des 
Verfaſſers ift bei einem Drude von 0,6 Meter der Ausflußcoefficient für 

eine Mündung von 1 Gentimeter Ducchmeffer: u — 0,628 





” 2 „ ” = 0,621 
» 3 ” » = 0,614 
» 4 » „ = 0,607. 


Dagegen bei einem Drude von Y, Meter für die runde Mündung 
von 1 Gentimeter Durcmeffer: u = 0,637 


» 2 oo » = 0,629 
» 3 » » — 0,622 
» 4 » » = 0,614. 


32° 


Ausfluß⸗ 
eoeffieient. 
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Musa, Aus ihnen fieht man deutlich, daß der Ausflußcoefficient zunimmt, wenn 


Berfuche. 


die Mündungsgröße und die Drudhöhe abnehmen. 
Rehmen wir für u den mittleren Werth = 0,615, und für a=0,64, 
fo befommen mir ben Gefchroindigkeitscoefficienten beim Ausfluffe durch 


Mündungen in ber dünnen Wand: 9 — E— — 0,96, alfo ziemlich fo 
groß wie beim Ausfluffe durch abgerundete ober conoidifche Mündungen. 


Anmerfungi. Berfude von Buff (S. Poggendorff's Annalen, 46. B.) 
zeigen, daß die Ausflußcoefficienten bei Heinen Mündungen und.kleinen Drudhöben 
oder Geſchwindigkeiten bedeutend größer find, ale bei großen und mittleren Mün⸗ 
dungen und Geſchwindigkeiten. Gine Müntung von 2,084 Linien Durchmeſſer 
gab bei 1%, Zoll Drud u 0,692, bei 35 Zoll aber u==0,644; dagegen eine Mün⸗ 
dung von 4,848 Linien bei 4%, Zoll Drud u==0,682 und bei 29 Zoll u = 0,653. 


Anmerfung 2. Beim Ausfluffe unter Waſſer fallen nad) den Berfuchen des 
Berfafiers die Ausflußcoefflcienten um 1, Procent kleiner aus, ale beim Ausflufſe 
in die Luft. 


$. 348. Es laͤßt ſich der Ausflußcoefficient p, welcher einer gewiſſen 
Ausflugmändung entfpricht, finden, wenn man das Wafferquantum V 
kennt, welches in einer gewiſſen Zeit 6 bei einer befannten Drudhöhe AR 
durch den befannten Querfchnitt F der Mündung ausftrömt; es ift nämlich 
V=w.F.\v2gh.t, alfo umgefehtt: u = —— 
Um aber die beiden Factoren deſſelben, naͤmlich den Contractions⸗ und 
den Geſchwindigkeitscoefficienten zu ermitteln, bedarf es entweder noch ei⸗ 
ner Ausmeſſung des Strahlenquerſchnittes FR, = «F, oder einer Beſtim⸗ 
mung der Ausflußgefhwindigkeit v, = Pv = p Y2gh mittels der 
Sprungweite bes Strahles. Beide Meffungen laſſen fih jedoch nur 
bei dünnen Strahlen mit reisförmigen Querſchnitten erträglich genau 
bemwerfitelligen. 
Der Ereisförmige Querfchnitt F, eines Strah⸗ 
Big. 503. les beftimme ſich fehr fiher mit Huͤlfe eines in 
X Fig 503 abgebildeten, aus einem Ringe und 4 
fpig zulaufenden Schrauben A, B, C, D befte 
henden Apparates. Die Schrauben find nad 
dem Mittelpunfte des Strahlenquerfchnittes ges 
richtet, und werden fo lange geftellt, bis ihre 
Spigen die Oberflähe des Strahles berühren. 
Nach diefem wird der Ring von dem Strahle 
abgezogen und es werden die Abftände der gegen» 
überftehenden Schraubenfpigen von einander gemeflen; zulegt wird das 
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Mittel d, diefer Abftände als Durchmeffer des Strahles angenommen. Seiuse. 
Iſt nun noch d der Durchmeifer des Mündungsquerfchnittes, fo hat man 

2 
! N u 


nn: = * =), und dann — 

Mist man dre Sprungweite BC — 5 eines aus dem Mundſtuͤcke SA 
horizontal ausfließenden Strahlee AB, Fig. 504, welche einer gewiffen 
ö Fig. 904. 





Höhe AC — a zutommt, fo bat man nad $. 38 die Ausflußge: 
gB 
2a BE 
iſt, fo erhält man dann: 9 = Y — — — 


— v dah ah 


und hieraus & = —. 


fhmindigkeit v, — ‚ und da nın  =gv — 9 Yigh 


Die Beſtimmung von iſt jedoch noch ficherer, wenn man flat 
a und 5 bie horizontalen und vertikalen Goordinaten dreier Punkte 
der parabolifhen Are AB des Strahles ausmißt, weil dann auch die 
Are des Mundftüdes eine unbefannte Neigung gegen ben Horizont 
haben kann. Am einfachften geht man zu Werke, wenn man eine ho: 
rigontale Schnur DF über dem Strahle ausfpannt, von drei gleich 
weit von einander abftehenden Punkten D, E, F derfelben Rothe herab: 
laͤßt, und an diefen die Abftände DG, EH und FK der Are des Strah⸗ 
les von DF abmißt. Iſt DF == ı die horizontale Entfernung der du: 
ßerſten Punkte, find ferner die Vertitalabftände DG, EH und FÄ, 
— z, 2, und z,, und nimmt man Gr als Coordinatenanfangspunft an, 
fo hat man die Coordinaten für den Punkt Z: 


x, =6L=DE=Y,DF= > udy, =LH=EH-DG=2—:z, 
und die für den Punkt X: 
%=G0M=DF=rwy„=MK—- DG=z,— 3. 
Nach $. 38 ift nun, wenn & den Neigungswinkel der Strahlare in (r 
bezeichnet: i 
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Ausaus. Aus ihnen fieht man deutlich, daß der Ausflußcoefficient zunimmt, wenn 


soefficien 


die Mündungsgröße und die Druckhoͤhe abnehmen. 
Nehmen wir für u den mittleren Werth 0,615, und für <==0,64, 
fo befommen wir den Gefchmwindigkeitscoefficienten beim Ausfluffe durch 


Mündungen in der dünnen Wand: ꝙ — 2* — (0,96, alſo ziemlich fo 
groß wie beim Ausfluffe durch abgerundete ober conoidifche Mündungen. 


Anmerfungi. Berfude von Buff (S. Boggendorff’s Annalen, 46. 2.) 
zeigen, daß bie Ausflußcoefficienten bei Heinen Mündungen und.Eeinen Drudhöhen 
ober Geſchwindigkeiten bedeutend größer find, ale bei großen und mittleren Mün- 
dungen und Geſchwindigkeiten. Eine Müntung von 2,083 Linien Durchmefler 
gab bei 11%, Zoll Drud u == 0,692, bei 35 Boll aber u==0,644; dagegen eine Mün⸗ 
dung von 4,848 Linien bei 4Y, Zoll Drud u=0,682 und bei 29 Zoll u = 0,653. 

Anmerkung 2. Beim Ausfluffe unter Waffer fallen nad den Verſuchen des 
Verfaſſers die Ausflußcoefficienten um 1%, Procent Heiner aus, ale beim Wusfluffe 
in die Luft. 


$. 348. Es läßt fi) der Ausflußcoefficient uw, welcher einer gewiſſen 
Ausflugmündung entfpricht, finden, wenn man das Wafferquantum V 
kennt, welches in einer gemwilfen Zeit 4 bei einer befannten Drudhähe A 
durch den befannten Querfchnitt F der Mündung ausſtroͤmt; es ift naͤmlich 
V=u.F.y2gh.t, alfo umgekehrt: u — 
Um aber die beiden Factoren deſſelben, naͤmlich den Contractions⸗ und 
den Geſchwindigkeitscoefficienten zu ermitteln, bedarf es entweder noch ei⸗ 
ner Ausmeſſung des Strahlenquerſchnittes F, = «F, oder einer Beſtim⸗ 
mung ber Ausflußgefehwindigkeit v = pv = p Y2gh mittels der 
Sprungweite bes Strahles. Beide Meffungen Laffen ſich jedoch nur 
bei dünnen Strahlen mit kreisförmigen Querfchnitten erträglich genau 
bewerkſtelligen. 
Der kreisfoͤrmige Querſchnitt F, eines Strah⸗ 
Big. 503, les beftimmt ſich fehr ficher mit Hülfe eines in 
Fig 503 abgebildeten, aus einem Ringe und 4 
fpig zulaufenden Schrauben A, B, C, D beſte⸗ 
henden Apparates.” Die Schrauben find nad 
dem Mittelpunfte des Strahlenquerfchnittes ge- 
richtet, und merden fo lange geftellt, bis ihre 
Spitzen die Oberfläche des Strahles berühren. 
Nach diefem mird der Ring von dem Strahle 
abgezogen und es werden die Abftände der gegen» 
überftehenden Schraubenfpigen von einander gemeflen; zuiegt wird das 
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Mittel d, dieſer Aoftände als Durchmeffer des Strahles angenommen. zerfus. 


Iſt nun noch d der al: des Mündungsquerfchnittes, fo hat man 


Lad 
nun: a = 38 und dann ꝙ = —. 


Mißt man dre Sprungmeite BC —= 5 eines aus dem Mundſtuͤcke SA 
horizontal ausfließenden Strahles AB, Fig. 504, welche einer geroiffen 
e Fig. 504. 





Hihe AC = a zukommt, fo bat man nad) $. 38 die Aus flußge⸗ 
ſchwindigkeit v = V und da nun = gr = 9 V2gh 


| b 

int, fo erhält man dann: = 1 = 77 = —, 
2Vah 

und hieraus & = — u. 

Die Beflimmung von iſt jedoch noch ficherer, wenn man ftatt 
a und 5 die horizontalen und vertilalen GCoordinaten dreier Punkte 
der parabolifhen Are AB des Strahles ausmißt, weil dann auch die 
Are des Mundftüdes eine unbelannte Neigung gegen den Horizont 
haben kann. Am einfachften geht man zu Werke, wenn man eine ho: 
rizontale Schnur DF über dem Strahle ausſpannt, von drei gleich» 
weit von einander abftehenden Punkten D, E, F derſelben Lothe herab: 
läßt, und an diefen die Abftände DG, EH und FK der Are des Strahs 
les von DF abmißt. Iſt DF == x die horizontale Entfernung der aͤu⸗ 
ßerſten Punkte, find ferner die Vertikalabſtaͤnde DG, EH und FÄ, 
— zZ, 2, und z,, und nimmt man (7 als Coordinatenanfangspuntt an, 
fo hat man die Coordinaten ne den Punkt H: 


T.LX DESO— Zund y = LH = EH—-DG =2,—:z, 


und die für den Puntt X 

mp=60M= DF—= rund = Mk — DG=2,— 2. 
Nach $. 38 ift nun, wenn « den Neigungewintel der Strahlare in (r 

bezeichnet: 


Terfuce. 
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g= 2 
—= ı, lana.e I und au 
Yı = 1 9. + 9 1208. 0? nd ch 


g xy 


— — , oder 
2v,2cos.a?’ 


y%= 2, tang.a + 


x? 
— a, tanga = — IH und 
Yyı 7 ©, sang 20,?cos.a? 


g xo° 
20,2 cos. PrZ 
und es folgt durch Divifion, da ır, = 2; ifl, 
Yı— Titang. a 
Ya — Xgtang. a 


Ya — %, tang.a = 


_ Ay — 
= Y,; bieraus aber lang.a = a 


Lola . 1 
Setzt man in eine der vorigen Formeln ſtatt — * 1 + tang.a?, 


und führt man ſtatt fang. den’ legten Ausdrud ein, fo erhält man für 
die in Frage ftehende Ausflußgeſchwindigkeit die Kormel: 


N / ga? — yd+tang.ad) ga® tang.a?) gx? 
IT I — m tang.e) cos.a? 2 (2, —4Yı) 
—. 
4 


Ye 2%) 
Der Sefhmwindigkeitscoefficient ift hiernach: 
Pe ya. 
vVagh 8h (y„—2Yı) 

Beiſpiel 1. Bel einem Strahle, welcher aus einem gut abgerundeten 
Mundſtücke von 1 Centimeter Weite ohne Eontraction ausfloß, wurden folgende 
Meffungsrefultate gefunden: = — 2,480 Meter, 

y = 5 — s = 0,267 — 0,1135 = 0,1535 Meter, 


=, —ı = 0,669 — 0,1135 — 0,5555 Meter, 
und bie Drudhähe kh = 3,359 Meter. Hiernad iſt der Veſchwindigieitocoefficient 


_2,48°4-0,059° 6,185 
= V37350.0285 — V BER. oz 8. 

Da keine Eontraction flatt bat, fo ift « — 1 und daher “=9. Hiermit 
ſtimmen die in der Anmerkung zu $. 344 mitgetheilten Meffungsrefultate ganz 
gut überein. 

Beifptiel 2. Meſſungen an einem vollftändig contrahirten Strahle, wel 
her durch eine 1 Gentimeter weite Freisrunde Mündung in ber ebenen dünnen 
Wand floß, gaben bei der Drudhöhe A —= 3,396 Meter Folgendes: 

z — 2,70 Meter, 
y=3 — 3: = 0,465 — 0,1115 = 0,1350 Meter, und 
. — 2, — 3 = 0,6620 — 0,1115 = 0,5505 Meter; 
und e6 folgt hieraus: 
2,70° + 0,01? 7,201 


= 5.33% 0255 — V Im . 0,205 — 8. 
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Aus der gemeffenen Ausflußmenge berechnete fi aber » = 0,617, daher iſt 
der Gontractionscoefficient « = E 0,631, womit auch die Strahlenquer- 
fhnittsmeffungen gut übereinflimmen. 
$. 349. Die genaueften Verfuche über den Ausflug durch größere rec⸗ 
tanguläre Seitenmuͤndungen find in Meg von Poncelet und Lesbros 
angeftellt worden. Die Weiten diefer Mündungen waren durchgängig 2 
Decimeter, die Höhen aber waren fehr verfchieden, nämlich 1 Gentimeter 
bis 2 Decimeter. Um eine vollftändige Gontraction herbeizuführen, wur⸗ 
den zur Herftellung diefer Mündungen 4 Millimeter dide Meffingbleche 


verwendet. Aus den Ergebniffen diefer Verfuche haben diefe Erperimen- 


tatoren mit Hälfe des Interpolirens die am Ende des Paragraphen fol: 
genden Tabellen für die Ausflußcoefficienten berechnet, die man zur Mef: 
fung ober Berechnung der Ausflußgmenge benugen kann. 

Iſt 5 die Breite dee Ausflupöffnung und find A, und h, die Waſſer⸗ 
ftände Über der unterſten und über der oberfien horizontalen Kante ber 
Mündung, fo hat man nad) $. 340 die Ausflußmenge 


Q=%bvV2g („” — hr *). Führt man aber bie Deffnungshöhe 
a und die mittlere Drudhöhe AR— 





ein, fo hat man annähernd 
= (1 — ö6 6) ab Y2gh, und daher die effective Ausflußmenge 
Q, =uQ= (1 — 5 uab v2gh. Setzt man noch 


2 
( — ar u = u,, fo hat man einfah Q, = u,ab V2gh, und 


um mit diefer einfachen oder gewöhnlichen Ausflußformel rechnen zu koͤnnen, 
find in den folgenden Tabellen nicht erft die Werthe für w, fondern die 
für u, zufammengeftellt. _ 

Da das MWaffer in der Nähe der Deffnung in Bewegung ift, fo fteht 
es unmittelbar vor der Deffnung tiefer als in größerer Entfernung vor 
der Wand, in welcher ſich die Mündung befindet; es find deshalb auch 
zwei Tabellen zufammengeftellt worden, die eine für die in größerer Ents 
fernung von der Mündung und die andere für die unmittelbar an der 
Mündungswand gemeflenen Druckhoͤhen. Man erficht Übrigens aus beiden 
Zabellen, daß, wenn auch mit einigen Schwankungen, die Ausflußcoeffi- 
cienten wachfen, je niedriger die Deffnung und je Meiner die Drudhöhe ift. 

Haben die Mündungen andere Breiten, fo bleibt, fo lange man keine 
anderen Berfuche zu Grunde legen kann, nichts übrig, als die Coefficienten 
dieſer Tabellen ebenfal6 anzuwenden, um die Ausflußmenge zu berechnen. 

Sind ferner die Deffnungen nicht rectangulär, fo beflimme man ihre 


Rectanguläre 
CR TIe 


Sffanngen. 
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Reetengutär mittlere Breite und mittlere Höhe und führe die diefen Dimenfionen ent: 
öaungen. fprechenden Coefficienten in-ber Rechnung ein. Endlich iſt e8 immer vor⸗ 
zuziehen, bie Drudhöhe in einer größeren Entfernung vor der Muͤndungs⸗ 
wand zu meflen und bie erfte Tabelle anzumenden, ala unmittelbar an 
der Mündung, mo der Wafferfpiegel gekruͤmmt und weniger ruhig ift, ale 

mehr oberhalb der Mündung. 


Beifpiele. 1) Welche Wafiermenge fließt durch eine rectanguläre Oeffnung 
von 2 Deeimeter Breite und 1 Decimeter Höhe, wenn der Wafferfpiegel 1%, Meter 
über der oberen Kante ſteht? Hier ift 


b=02, a =0l,h = Arts „18 5 13 = 1,55, 


daher bie theoretifche Ausflugmenge 
Q = 01.02 V2g. V1,55 = 0,02. 4,429 . 1,245 = 0,1103 Eubifmeter. 
Nun giebt aber die Tabelle I. füra = 0,1 und 4, = 1,5, a, = 0,611, daher 
it Die effective Ausflußmenge O, = 0,611 . 0,1103 = 0,0674 Eubifmeter. 
2) Welche Ausflugmenge entſpricht einer rectangulären Mündung in der dünnen 
Band von 8Zoll Breite, und 2 Zoll Höhe bei 15 Zoll Wafferhöhe über der oberen 
Kante? Die theoretifche Ausflußinenge ift 

0=-Yy.Y.7T06 VY% = 0,8784. 1,1597 = 1,014 Eubiffug. 
Nun ift aber 2 Zoll obngefähr 0,05 Meter und 15 Zoll ohngefähr 0,4 Meter, das 
ber ift nad) der Tabelle für a = 0,05 und A, — 0,4 der enifprechende Coeffi⸗ 
cient u, == 0,628 anzunehmen und das gefuchte Wafferquantum 

0, = 0,628 . 1,014 = 0,637 @ubiffuß zu feßen, 

3) Wenn die Breite 0,25, die Höhe 0,15 und der Waflerfland A, — 0,045 Mes 
ter beträgt, fo iſt 


0 = 025.015 ..4429.. Y0,12 = 0,166 . 0,3464 — 0,0575 Eubifmeter, 
Der Höhe 0,15 entfprit für A, — 0,04 der Mittelwerth 

kı = FR _ 0,5925 und für A, =0,05, ——— = 0,595; 
da nun aber k, = 0,045 gegeben ift, fo fegen wir das neue Mittel 

259 35 — 0,59% als Ausflußeoefflcient ein, und erhalten fo bie ge⸗ 


ſuchte Waſſermenge Q, = 0,594 . 0,0575 = 0,03415 Gubifmeter. 
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Tabelle I. 

Die Ausflußcoefficienten für den Ausfluß des Waſſers durch rectan⸗ Reciangulaäre 
gulaͤre Muͤndungen in einer duͤnnen vertikalen Wand, nach Poncelet snnman. 
und Lesbros. Die Druckhoͤhen ſind oberhalb der Muͤndung, an einer 
Stelle gemeſſen, wo das Waſſer als ſtillſtehend angeſehen werden kann. 





Oruthohe 

oder Ab⸗ 

ſtand des Oeffnungshöhen in Metern. 

Waſſerſpie⸗ 

gels von 

der oberen 

Seite der 

Mündung, 0,20 0,10 0,01 

in Metern. 
0,000 » » » » » » 
0,005 » » » » » 0,705 
0,010 » » 0,607 0,630 0,660 0,701 
0,015 » 0,593 0,612 0,632 0,660 0,697 
0,020 0,572 0,596 0,615 0,634 .| 0,69 0,694 
0,030 0,578 0,600 0,620 0,638 0,559 0,68 
0.040 0,582 0,603 0,623 0,640 0,658 ‚683 
0,050 0,585 0,605 0,625 0,640 0,658 0,679 
0,060 0,587 0,607 0,627 0,640 | 0,657 0,676 
0,070 0,588 0,609 0,528 0,639 0,656 0,673 
0,080 0,589 0,610 0,629 0,638 0,656 0,670 
0,090 0,591 0,610 0,629 0,637. 0,655 
0,100 0,592 0,611 0,630 0,637 0,654 0,666 
0,120: 0,593 0,612 0,630 0,636 0,653 0,663 
0,140 0,595 0,613 0,630 0,635 0,651 0,660 
0,160 0.596 0,61 0,631 0,6: 0,650 0,658 
0,180 0,597 0,615 0,630 0,634 0,649 0,657 
0,200 0,998 ‚615 0,630 0, 0,6 0,655 
0,250 0,59 0,616 0,630 0,632 0,646 0,653 
0, , 0,616 0,629 0,632 0,644 0,650 
0,400 0,602 0.617 0,628 0,631 0.642 0,647 
0,500 0,603 0,617 0,628 0,6 0,640 0,644 
0,600 0 0,617 0,627 0,630 0,638 0,642 


0,608 
2000 | 0,601 | 0607 | 0613 | 0612 | 0612 | os 
3,000 |: 0,601 | 0,03 | 0,606 | 0,08 | 0,610 | 0,609 


Anmerk. Zabelien diefer Art für das preuß. Fußmaaß theilf Der „Ingenieur« ©. 448 mit. 
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Zabelle II. 
Retangutäre Die Ausflußcoefficienten für den Ausflug des Waſſers durch rectangutäre 


eiten⸗ 


öfaungen, Muͤndungen in einer vertikalen dünnen Wand, nach Poncelet und Les: 
bros. Die Drudhähen find unmittelbar an der Mündung gemeffen. 











Drudhöhe , 

Fo des Deffnungshößen in Metern. 

Waſſerſpie⸗ 

gels von 

der oberen 

Seite der 

Mündung, | 0,20 0,10 0,05 0,03 0,02 0,01 

in Metern. 
0,000 0,619 0,667 0,713 0,766 0,283 0,79 
0,005 0,59 0,630 0,668 0,725 0,750 0,778 
0,010 0,595 0,618 0,642 0,687 0,720 0,762 
0,015 0,594 0,615 0,639 0,674 0,707 0,745 
0,020 0,594 - 0,614 0,638 0,668 0,697 0,729 
0,030 0,593 0,613 0,637 0,659 0,685 0,708 | 
0,040 0,593 0,612 0,636 0,654 0,678 0,695 

- 00 0598 | 0612 | 0636 | 0,651 | 0672 | 0,686 | 
0,060 0,594 0,613 0,635 0,647 0,668 0,681 
0,070 0,594 0,613 0,635 0,645 0,665 0,677 
0,080 0,594 0,613 0,635 0,643 0,662 0,675 
0,090 0,595 0,614 ‚634 0,641 0,659 0,672 
0,100 0,595 0,614 ‚634 0,640 0,657 0,669 
0,120 0,596 0,614 0,633 0,637 0,655 0,665 
0,140 0,597 0,614 0,632 0,636 0,653 0,661 
0,160 0,597 0,615 0,631 0,635 0,651 0,659 
0,180 0,598 0,615 0,631 0,634 0,650 0,657 
0,200 0,599 0,615 0,630 0,633 0,649 0,656 
0250 | 0, 0,616 0,630 0,632 0,646 0,653 
0,300 0,601 0,616 0,629 0,632 ‚6 0,651 
0,400 0,602 0,617 0,629 0,631 0,642 0,647 
0,500 0,603 0,617 0,628 0,630 0,640 0,645 
0,600 0,604 0,617 0,627 0,630 ‚ 0,643 
0,700 0,604 0,616 0,627 0,629 0,637 0,640 
0,800 0,605 0,616 0,627 0,629 0,636 0,637 
0,900 0,605 0,615 0,626 0,6 0,634 0,635 
1,000 0,605 0,615 0,626 0,628 0,633 0,632 
1,100 0,604 0,614 0,625 0,627 0,631 0,629 
1,200 ‚604 0,614 0,624 0,626 0, 0,626 
1,300 0,603 0,613 0,622 0,624 0,625 0,622 
1,400 0,603 0,612 0,621 0,622 0,622 0,618 
1,500 0,602 0,611 0,620 0,620 0,619 0,615 
1,600 0,602 |. 0,611 ‚618 0,6 0,617 0,61 
1,700 0,602 0,610 0,617 0,616 0,615 0,612 
1,800 0,601 0,609 0,615 0,615 0,614 0,612 
1,900 0,601 0,608 0,614 0 613 0,613 611 
2,000 0,601 0,607 0,614 0,612 0,612 0,611 
3,000 0,601 0,603 0,606 0,608 0,610 , 


v 
. 
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$. 350. Fließt das Waffer dur Weberfälle (franz. und engl. de- ueterfäe. 
versoirs) oder Einfchnitte in einer Dünnen Wand mie z.B. FB, Sig. 505, 
Fig. 505. fo erleidet der Strahl an drei Seis 
— - ten eine Contraction, wodurch eben⸗ 
falls eine Verminderung ber Aus⸗ 
flußmenge herbeigeführt wird. Es 
ift daher das Ausflußquantum für 
diefe Mündungen: 
Q, = %ubhv2gh zu fegen. 
Hier ift aber die Druckhoͤhe EH 
— h, oder der Wafferftand über der Ueberfallsfchwelle F nicht unmittelbar 
an der Schwelle, fondern mindeftene 2 Fuß vor der Wand, in welcher fich 
die Mündung befindet, zu meffen, weil der Wafferfpiegel vor der Müns 
dung eine Senkung erleidet, die nach der Mündung zu immer größer und 
größer wird, und in der Mündungsebene felbft eine Größe GR von 0,1 
bis 0,25 der Drudhöhe FR beträgt, fo daß die Die FG des Waſſer⸗ 
ſtrahles in diefer Ebene nur 0,9 bis 0,75 der Drudhähe oder des Waſſer⸗ 
ſtandes beträgt. Weber den Ausflug des Waffers durch Ueberfälle in. duͤn⸗ 
nen Wänden find von Vielen Verfuche angeftellt worden, und es bieten 
deren Mefultate eine große Mannichfaltigkeit, aber nicht überall die ge⸗ 
wünfchte Uebereinftimmung dar. Die Ergebniffe der Verfuche von Pon- 
celet und Lesbros an Ueberfällen von 2 Decimeter Breite enthält fol⸗ 
gende Heine Tabelle. 


Tabelle der Ausflußcoefficienten für Ueberfälle von 2 Decimeter Breite, 
nah Poncelet und Lesbros. 

























Drudhöhe h 
in Metern. 0,01 0,02 | 0,03 | 0,04 0,06 0,08 0,10 0,15 | 0,20 | 0,22 
Ausflug: 
— O,A24 |0,417|0,412|0,407 |0,401 0,3970,3950,393 | 0,390 |0,385 
Pı = sl 




















Bei ohngefähren Beſtimmungen fann man biernah u, — 0,4 fegen. 
Berfuche an Ueberfällm mit größeren Breiten gaben Eptelmein im Mit: 
tel a, = % u = 0,42 und Bidone u, = %. 0,62 = 0,41 u.f.w. 
Die ausgebehnteften Verfuche find von D’Aubuiffon und Caſtel au 
geführt worden. Aus ihnen folgert D’Aubuiffon, daß für Ueberfaͤlle, 
deren Breite nicht mehr ale den dritten Theil der Breite des Kanales ober 
der Wand beträgt, worin ſich der Ueberfall befindet, gu im Mittel 0,60, 
alſo u —= 0,40 zu fegen fei, daß dagegen für Ueberfälle, welche, Über 
die ganze Wand meggehen, oder mit dem Kanale einerlei Breite haben, 
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Itterfäte. U = 0,665 alfo u, —= 0,444 angenommen werden müffe, daß endlich bei 
anderen Verhättniffen zwifchen der Ueberfall- und Kanalbreite die Aueflußs 
coefficienten ſehr verfchieben, und zwar zmwifchen 0,58 und 0,66 liegend, 
ausfallen. Die vom Verfaſſer angeftellten Unterfuhungen über den Aus: 
fluß des Waſſers durch Ueberfälle bringen weiter unten ($. 356) die Ver: 
änderlichkeit dieſer Ausflußcoefficienten auf Gefege zuruͤck. 

Beifpiele. 1) Ein Ueberfall von 0,25 Meter Breite und 0,15 Waſſerſtand 
oder Drudhöhe giebt in der Secunde die Waſſermenge Q = 0,393.5h V24 
— 0393. 4,429 .0,25. (0,15)”* = 0,435. 0,0581 — 0,02527 Gubifmeter. 

2) Welche Breite hat man einem Weberfalle zu geben, ber bei einem Waflerftande 
von 8 Boll eine Waſſermenge N Gubiffuß pr. Secunde durchlaſſen foll? Es iſt 


END RE I ERBE ee 
2 — Da Twe von — Traar.o, — OS Bub 
Nimmt man nah Eytelwein u, = 0,42 an, fo felgt 
b == — = ‚320 Fuß. 


3,32 . 0,5443 

ararimum 6. 351. Bei dem Ausfluffe des Waffers duch Muͤndungen in einer 
ergonmaen ebenen Wand fteht die Are des Strahles rechtwinkelig auf die Wandfläche 
| und es ift deshalb die Größe der Gontraction eine mittlere, bildet aber die 
Are der Mündung oder des Strahles einen fpigen Winkel mit dem die 
Mündung enthaltenden Theile der Wand, fo fällt die Contraction Kleiner 

aus, und ift der Winkel zwifchen diefer Are und den inneren Randflächen der 
Oeffnung ein flumpfer, fo ftellt fich eine noch größere Contraction heraus. 

Den einen Fall repräfentirt Fig. 506, und den andern Fig. 507. Jeden⸗ 
Big. 506. dig. 507. falls hat diefe Verſchiedenheit 
— der Contraction darin ihren 
Grund, daß dort die von den 
Seiten zufließenden Waſſerele⸗ 
mente weniger, hier aber mehr 
von ihrer Richtung abgelenkt 
werden, wenn ſie durch die 
Mündung geben und zu ei⸗ 

nem Strahle fich vereinigen. 
Die  Coniräckien ift ein Minimum, d. h. Null, wenn durch allmälige 
Zufammenziehung der die Mündung umfaffenden Wand das Zufließen von 
der Seite ganz verhindert wird, und ein Marimum, wenn die Wand der 
Richtung des Strahles entgegen gerichtet ift, fo daß gewiſſe Wafjerelemente 
eo fi um 1809 wenden müffen, um in die Mündung zu gelangen. Beide 
Fälle find in den Figuren 508 und 509 abgebildet. In dem erften Falle 
ift der Ausflußcoefficient beinahe 1, nämlich 0,96 bis 0,98, und im zweiten 
bat ep fich bei den Meffungen von Borda, Bidone und von dem Ver 

faffer im Mittel 0,53 berausgeftellt. 
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In der Praxis kommen, durch convergente Wände herbeigeführt, Wers Marimum 


und Minimum 


änderungen der Ausflußcoefficienten fehr ef vor, namentlich tritt der KallarEontraction. 


Big. 508. Big. 509. 





bei Schügen ein, menn diefe gegen den Horizont geneigt find, mie 3. B 

Fig. 510 vor Augen fuͤhrt. Poncelet fand fuͤr eine derartige Schutzoͤff⸗ 

nung den Ausflußcoefficienten u = 0,80, wenn das Schutzbrett 450 ges 
Fig. 510. Fig. 511. 





neigt war, und dagegen u nur — 0,74 bei einer Neigung von 631/, Grad, 


d. h. bei einer Boͤſchung von Y. Für derartige Ueberfälle, Fig. 511, wo‘ 


ebenfalls wie bei der Poncelet'ſchen Schüge nur an einer Seite Contraction 
eintritt, fand der Derfaffer u = 0,70, alfo u, = % u = 0,467 bei 
einer Neigung von 45%; und u = 0,67, alfo u, — 0,447, bei eıner Nei— 
gung von 631/, Grad. 

Beifpiel. Wenn das unter dem Winfel von 50 Grad geneigte Schußbrett, 
welches quer über ein 2'/, Fuß breites Gerinne weggeht, Y, Buß hoch gezogen 
wird, und fih hierauf der Wafferipiegel um 4 Fuß über den Gerinnboden ftellt, 
fo läßt fich die Deffnungshöhe a = Y, sin. 50° — 0,3830 Buß, die Drudhöbe 
k—= 4— Y, .0,3830 — 3,8085 Fuß, und der Ausflußcoefficient u = 0,78, daher 
die Ausflußmenge O, = 0,78.2,25.0,3830 . 7,906 Y 3.8065 = 10.36 Eubiffuß feßen. 


$ 352. Die GContraction eines Wafferftrahles ift um fo größer, je Contraciand- 


mehr die Richtung des von der Seite zuftrömenden Waffere von der Be: 
megungsrichtung bes Strahles abweicht. Wei dem Ausfluffe durch die 
Müntung C, Fig. 512 a. f. S, in der ebenen dÄnnen Wand beträgt der 
Winkel d, um weichen die Bewegungsrichtung der von der Seite zuftrömenden 
Wafferelemente von der Axen⸗ oder Bewegungsrichtung des Strahles 
abweicht, den Rechtwinkel, bei der Mündung A, welche von einer dünnen 
Roͤhrenwand gebildet wird, mißt diefer Winkel oͤ 2 Redyte (2. R); bei dem 
Ausfluffe durch ein coniſch divergentes Mundftüd 2 ift 6 zwifchen R und 
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Sontracriong. 2 AR, und bei dem Ausfluffe durch conifch convergente Anfagftüde D und 
rau E ift 8 gwifchen 0% und A. 


Fig. 512. 





Unm das Geſet kennen zu lernen, nach welchem die Gontraction mit t dem 
Winkel 6 abnimmt, bat der Verfaffer an einer größern Anzahl von 
Mundftüden von 2 Gentimeter Mündungsmweite unter verfchiedenem 
Drude (von 1 bis 10 Fuß) eine ganze Reihe von Verſuchen angeftellt, 
und die Ergebniffe derfelben in folgender Tabelle zufammengeftellt: 


ZIEHEIEREIEE 


# | 0,541 | 0,546 | 0,577 | 0,606 | 0,632 | 0,684 | 0,753[ 0,902] 0,924 | 0,949] 0,966 








Diefe Tabelle giebt allerdings nur die Ausflußcoefficienten (1) an, welche 
den verfchiedenen Abweichungswinkeln Ö zukommen; die Contractions⸗ 
coefficienten find noch ein Paar Procent größer, da bei jedem Ausfluffe 
auch ein einer Verluft an Gefchwindigkeit eintritt. Um bei dem Ein» 
teitte des Waſſers in die convergenten Anfagftüde D und E keinen Ber: 
luft an lebendiger Kraft zu erleiden, wurden diefe Stüde bei der Einmün- 
dung abgerundet. Die Reibung, welche das Waffer bei der Bewegung 
an den Wänden diefer Munditüde zu überwinden hat, wird weiter unten 

($. 368) beflimmt werden. 
Partie 9. 393. Wir haben feither nur den Fall kennen gelernt, wo das 
Fontraerion. Waſſer von allen Seiten her der Deffnung zuſtroͤmt und einen ringsherum 
contrahirten Strahl bildet, und müffen nun noch auch die Fälle, wenn 
das Waſſer nur von einer oder einigen Seiten her gegen die Deffnung 
ſtroͤmt und deshalb einen nur theilweife contrahirten Strahl bervorbringt, 
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in Unterfuchung ziehen. Um dieſe Contractionsverhältniffe von einander zu 
umnterfcheiden, wollen wir den Fall, wenn der Strahl auf allen Seiten contra= 
birt, die vollftändige und den Kal, wenn der Strahl nur auf einen Theil 
feines Umfanges zufammengezogen ift, die unvoliftändige oder par: 
tielle Contraction (franz. contraction incomplete; engl. incomplele 
contraction) nennen. Die unvollftändige Contraction wird herbeigeführt, 
wenn eine Mündung in der ebenen duͤn⸗ 

Big. 313. | nen Wand durch andere Wände in der 

| Richtung des Steahles auf einer oder 
mehreren Seiten eingefaßt ift. In Fig. 513 
find vier gleichgroße Mündungen a,b, c,d, 


Die Contraction beim Ausfluffe durch die 
Mündung a in der Mitte des Bodens ift 





allen Seiten zuſtroͤmen kann; die Con 
traction beim Ausfluffe durch d, c und d 
ift aber unvollftändig, mweil bei diefen das Waffer nur von drei, zwei ober 


im Boden AC eines Gefäßes abgebildet. 


Vartielle 


Gontractien. 


volftändig, weil bei ihr das Waſſer von 


einer Seite zufttömen kann. Ebenfo, wenn eine rectanguläre Seitenoͤff⸗ 


nung bis zum Boden des Gefäfes geht, fo ifl die Contraction partiell, 
weil dann diefelbe auf der Seite im Boden wegfaͤllt; wenn ferner die 
Schugöffnung bis zum Boden und bis an die Seitenwände des Gerin⸗ 
nes reicht, fo bleibt nur noch an einer Seite Gontraction übrig. 

Die partielle Contraction macht fi) auf zweierlei Weiſe bemerklich. 
Erftens giebt fie dem Strahl eine ſchiefe Richtung, und zweitens bewirkt 
fie einen ſtaͤrkeren Ausfluß. 

Reicht 3. B. die Seitendffnung F., 
Fig. 514, bis an eine zweite Sciten: 
wand CD, fo daß dafelbft eine Con⸗ 
traction nicht eintreten ann, fo 
weicht die Are FÄ des Strahles um 
| einen Winkel KFG von ohngefähr 
J 9 Grad von der Normale FG zur 
Ebene der Mündung ab. Viel grö: 
Ser ſtellt fich aber noch die Schiefe 
des Strahles heraus, wenn zwei benachbarte Seiten der Mündung einge: 
faße find. If die Mündung an zwei gegenüberliegenden Seiten einge⸗ 
faßt, und die Contraction an denfelben aufgehoben, fo tritt natuͤrlich eine 
foihe Abweichung nicht ein, mohl aber nimmt der Strahl auf den nicht 
eingefaßten Seiten in einiger Entfernung außerhalb der Mündung noch 
mehr Ausbreitung an, als wenn diefe Einfaffung nicht vorhanden wäre. 


Big. 914. 





= [} N 
u * * 4 
— ——— —— 


Vartielle 


Contraction. 
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Wenn auch durch die partielle Contraction eine größere Ausflußmenge 
erzielt wird, fo muß man fie doc) in ber Regel zu vermeiden fuchen, weil Durch 
fie der Strahl eine abweichende Richtung und eine große Ausbreitung erleidet. 

Verfuche über den Ausfluß des Waſſers bei partieller Gontraction find 
von Bidone und von dem Berfaffer angeflellt worden. Sie haben 
gezeigt, daß die Ausflußcoefficienten mit dem Verhaͤltniſſe des einge: 
faßten Theiles zum ganzen - Umfange fat gleihmäßig zunehmen; 
doch ift leicht zu ermeffen, daß diefe Beziehung eine andere wird, wenn 
der Umfang beinahe ober ganz eingefaßt und die Gontraction beinahe oder 
ganz aufgehoben ift. Segen wir das Verhältniß der Einfaffung zum gan- 
zen Umfange = n, und verftehen wir unter x irgend eine Erfahrungs: 
zahl, fo können wir, wenn auch nur annähernd, das Verhaͤltniß des ent 
forechenden Ausflußcoefficienten u, der partiellen Contraction zum Aus: 
flußcoefficienten ws. bei vollftändiger Contraction: 


= 1 + xn, und folglich pn = (1 + an) fo feßen. 


Die F Berfuche Bidone’s geben für kleine kreisfoͤrmige Mändungen 
0,128 und für quadratifhe x—0, 152; die des Verfaffers haben für 
Eleine rectanguläre Mündungen x — 0,134, für größere (Ponceletmün- 
dungen) 0,2 Meter Breite und 0,1 Meter Höhe aber x = 0,157 gelie: 
fert (f. die Zeitfchrift: »der Ingenieur«, Bd. 2.) In der Anmwendung 
kommen faft nur rectanguläre Mündungen mit Einfaffungen vor; wir 
werden für fie den mittleren Werth x —= 0,155 annehmen und hiernady 
kn = (t + 0,155 . n) u, fegen. Bei einer Fertanguläcen Seitenöff: 


nung von ber Höhe a und Breite db tn = 2 ? wenn die Con⸗ 


traction an einer Seite 5 wegfaͤllt, wenn z. B. dieſe Seite in der Ebene des 
Bodens liegt, ferner n — Y, wenn eine Seite a und eine Seite 5 ein: 


gefaßt find, und n = aa wenn auf einer Seite 5 und auf’ bei» 
den Seiten a die Contraction verhindert wird, wenn 3. B. die Mündung 
die ganze Breite des Mefervoirs einnimmt und bis zur Bodenebene reicht. 
Beifpiel. Welches Wafferquantum liefert der Ausfluß des Waſſers durch 
eine 3 Zuß breite und 10 Zoll hohe vertifale Schugöffnung, bei einem Drude von 
1%, Fuß über der oberen Mündungsfeite, wenn die untere Mündungsfeite in den 
Gerinnboden fällt, und daher die Bontraction am Boden wegfällt. Die theore 
tiſche Ausflußmenge it Oo ='1%,.3.706VY 154 Yı = % - TWEV 1,9166 
= 27,35 Cubikfuß. Nach der Boncelet 'ſchen Tabelle if bei gollnandiger Con⸗ 
9 


traction u = 0,604 zu ſetzen, nun bat man aber n = 23 - 33V," BB 


— %., daher ift für den vorliegenden Fall der partiellen Bontraction 
uw, = (140,155. %s)- 0,604 = 1,060.0,604 = 0,640 und das effective Aus: 


flußquantum Q, = 0,640 Q = 0,640 . 27,35 = 17,50 Eubiffnß, 


t 
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8. 354. Die Contraction des Waſſerſtrahles ift auch noch davon ab: — 
haͤngig, ob das Waſſer vor der Mündung ziemlich in Ruhe ſteht, oder ob" 
es mit einge gewiffen Geſchwindigkeit vor derſelben ankommt; je ſchneller 
das Waſſer der Ausflußmuͤndung zuſtroͤmt, je weniger iſt auch der Strahl 
zuſammengezogen, deſto größer faͤllt auch die Ausflußmenge aus. Die 
oben angegebenen und unterſuchten Contractions⸗ und Ausflußverbaͤltniſſe 
beziehen ſich nur auf den Fall, wenn fih die Mündung in einer großen 
and befindet, und nun angenommen werben kann, daß das Wafler nur 
mit einer fehr Heinen Geſchwindigkeit der Mündung zufließt; wir müffen 
daher auch die Contractions⸗ und Ausflußverhältniffe kennen lernen, wenn 
der Mündungsquerfchnitt nicht viel Heiner ift, als der Querſchnitt des zu⸗ 
fließenden Waffers, wenn folglich das Waffer ſchon mit einer beträchtlichen 
Geſchwindigkeit an der Mündung ankommt. Um dieſe beiden Fälle von 
einander zu unterfheiden, wollen wir die Contraction bei fliliftehendem 
Dberwaffer die volltommene und die bei bewegtem Obermwaffer die uns 
vollfommene Contraction (franz. contraclion imparfaite; engl. 

Sig. 515. imperfect contraction) nennen. Unvollfommen ift 
“ 3. B. die Contraction beim Ausfluß aus dem Gefäße 
AC, Sig. 515, weil der Querſchnitt Fder Muͤn⸗ 
dung nicht.viel kleiner ift, ale der Querfchnitt G 
des ankommenden Waffers oder der Anhalt der 
MWandCD, in welchem ſich diefe Mündung befindet. 
Hätte dagegen das Gefäß die Form ABC,D,, 
wäre alfo der Inhalt der Bobenflähe C,D, viel 
größer als der Mündungsquerfchnitt F, fo würde 
der Ausflug mit volllommener Sontraction vor 
fih gehen. Webrigens unterfcheidet ſich der unvolllommen conträhirte 
Waſſerſtrahl nicht bloß durch feine größere Stärke, fondern auch dadurch 
von dem volllommen contrahirten Wafferftrahle, daß er nicht fo durch: 
fichtig und kryſtallaͤhnlich ift wie diefer. 
Setzt man das Verhaͤltniß zwifchen den Flaͤchenraͤumen der Mündung 


F und der Mündungswand G, alle = n, den Ausflußcoefficienten bei 





volltommener Gontraction = u, und den bei unvolllommener Gontrac: 
tion = p,, fo kann man mit großer Genauigkeit, den vom Verfaffer 
hierüber angeſtellten Verſuche und Rechnungen zufolge, ſetzen: 
1) fuͤr kreisfoͤrmige Muͤndungen: 
u = ep, [1 + 0,04564 (14,821* — 1)], und 
2) für vectanguläre Mändungen: 
En = P. [1 + 0,0760 (9° — 1] °). 
7) Berfuche über die unvolommene Gontraction des Waſſers u. ſ. w. Leipzig, 1833. 
Beisbachs Mechanik. ie Aufl. I. BD. | 33 
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Unvoltenumne Zur Erleichterung der Rechnung in Faͤllen der Anwendung ſind die 
ontraction Yo 


Corretionen der Ausflußcoeffi:tenten megen Unygltommen- 


beit der Gontraction in folgenden kleinen Tabellen zufammengeftellt. 


Zabelle 1. 
Die Correctionen der Ausflußcoefficienten für Ereisrunde Deffnungen. 


M 0,05 | 0,10 | 0,15 | 0,20 | 0,25 | 0,30 | 0,35 | 0,40 015 0,50 


A, #o  10,0070,014|0,023|0,034|0,045|0,0590,075|0,092|0,112|0,13@ 


| v 


— — 
[05 0,60 | 0,65 [om 0,75 | 0,80 | 0,85 | 0,% | 0,95 


—* 0,351 [0,408|0,471 [0,546 0,613 


1,00 





Fu Pf  |o,161J0,18910,223 








Tabelle n. 
Die Correctionen der ion der Ausflußeoefficienten für ten für vectanguläre Deffnungen. 


— 0,20 } 0,25 | 0,30 | 0,35 | 0,40 | 0,45 | 0,50 
















#n — Fe [0,0090,0190,03010,042|0,056]0,07110,088|0,107j0,1 0,152 
Mo. 
U Tann 1 
0 0,60 | 0,65 | 0,70 | 0,75 | 0,80 |'0,85 | 0,90 os! 


0,178[0,208| 0,241 |0,2780,319|0,385!0,416| 0,473 |0,537|0,608 






Bei dieſen Zabellen ftehen oben verfchiedene MWerthe von den Quer 
fchnittsverhättniffen n = * und unmittelbar darunter die entſprechen⸗ 


den Zuſaͤtze der Ausflußcoefficienten wegen der Unvollkommenheit der 
Contraction. 3. B. beim Querfchnittsverhättniß n = 0,35, d. i. für den 
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Fall, wenn der Inhalt der Mündung 35 Hundertel vom Inhalte ber — 


ganzen Muͤndungswand iſt, hat man bei kreisfoͤrmigen Muͤndungen 
— — 0,075 und bei rectangulären Muͤndungen = 0,088; es 


ift alfo der Ausflußcoefficient bei vollkommener Contraction im erſten 

Falle um 75 Tauſendel und im zweiten um 88 Tauſendel groͤßer zu 

machen, um den entſprechenden Ausflußcoefficienten bei unvollkommener 

Contraction zu erhalten. Wäre der Ausflußcoefficient ug — 0,615, fo 

hätte man daher im erften Kalle u. = 1,075 . 0,615 = 0,661 und 
im zweiten Zalle 3; — 1,088 . 0,615 = 0,669. 


Fig. 516. Beiſpiel. Welche Ausflußmenge 
giebt die rectangulaͤre 1Y, Fuß breite 

und Fuß Hohe Seitenmünbung F, 
wenn biefelbe in einer rectangwlären 
Wand CD, Fig. 516, von 2 Fuß Breite 
und1 Fuß Höhe ausgeſchnitten jſt, und die 
DrudhöheEH—h im ftillfiehenden Waffer 
2 Buß beträgt? Die theoretifche Waf: 
fermenge ift Q= 1,25. 0,5.7,906 V 2 
— 4941 . 1,414 = 6,987 Eubiffuß, 
I und der Ausflußcoefficient bei vollfomm: 
ner Gontraction it nah Poncelet: 

’ ; | F 1,25 . 0,5 

£ = 0,610; nun ift aber das Duerfchnitisverhältng n = — = — 


ae = 771 
= 0,312, und für n = 0,312, nad Tabelle II., 
—*— 
7 — 0,071 + '%, (0,088 — 0,071) — 0,071 + 0,004 — 0,075 


zu feßen / daher folgt denn ber Ausflußcoefficient für den vorliegenden Fall 
Bons = 1,075. u, = 1,075 . 0,610 = 0,6557 und die Ausflußmenge 
Q, = 0,6557 . Q = 0,6557 . 6,987 = 4,581 Eubiffuß. 


$. 355. Wir haben feither angenommen, daß die Drudhöhe im ftill: 
ftehenden Waffer gemeffen worden fei, und mäffen nun noch den Fall ab: 
bandeln, wenn nur der Wafferftand des bewegten, der Mündung mit einer 
gewiffen Geſchwindigkeit zufliegenden Waſſers gemeſſen merden kann. 
Segen wir eine rectanguldre Seitenöffnung voraus, bezeichnen wir deren 
Breite durh 6 und die MWafferftände in Hinficht auf die beiden horizon- 
talen Kanten durch h, und h,, die der Geſchwindigkeit c des zufließenden 
Waſſers entfprechende Höhe aber durch k, fo haben wir die theoretifche 
Ausflugmenge O = ybV2glkh, + k)% — (hu + k)"%). 
Diefe Formel läßt ſich aber nicht unmittelbar anwenden zur Beſtimmung 
der ee weil die Geſchwindigkeitshoͤhe 
ke 9 


29 = =; G Ba 0 abhängt, und die weitere Ume 





33 * 


ene 
Eontraciion. 


un ak 
6 bewegten 
Wapeıs 
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Mus „formung auf eine complicirte höhere Gleichung führt, es ift daher meit 
"Beh. " einfacher ‚ wenn man die effective Waflermenge Q, +u, ubVY2gh fekt, 

und unter u, nicht den bloßen Ausfluß⸗, fondern einen vorzüglich vom 

Querfchnittgverhättniffe abhängigen Goefficienten verfteht. Am häufigften 

kommt der Fall vor, wenn es darauf abgefehen ift, das in Gerinnen und 

Kandien fließende Waſſer zu meffen, weil e8 hier nur felten möglich iſt, 
das Waffer durch eine die Aug: 
flußöffnung enthaltende Quer: 
mand BC, $ig.517, fo hoch auf: 
zuftauen, daß die Mündung EF 
nur ein Bleiner Theil gegen den 
Querfchnitt des zufließenden Waſ⸗ 
ſerſtromes mird und daher die 
Geſchwindigkeit des letzteren fehr 
Elein gegen die mittlere Geſchwin⸗ 
digkeit ausfällt. 

Aus den vom Verfaffer hierüber angeftellten Verfuchen mit den Bon: 
celet'ſchen Mündungen, wobei die Drudhöhe ein Meter oberhalb der 
Miündungsebene gemeffen wurde, hat ſich ziemlic, genau 


= FN\? 
Mm _ 0,641 (z) — 0,641 .m?, ergeben, wobei n = = 


das Querfchnittsverhättniß, welches jedoch nicht viel über 4, fein ſoll, fer— 
ner a, den aus ber Poncelet’fchen Zabelle genommenen Ausflußcoeffis 
cienten bei volllommener Contraction, und u, den derſelben Mündung 
im vorliegenden Falle entfpuechenden Ausflußcoefficienten bezeichnet. Iſt 
b die Breite, a die Höhe der Mündung, 5, die Breite und a, die Höhe 
des Wafferftromes und ift A die Tiefe der oberen Mündungsfeite unter 
dem Wafferfpiegel, fo hat man hiernach die effective Ausflußmenge 


|! + 001 (7 1» - ab Vaola+ 2): 


Solgende Tabelle dient zur Abkürzung der Rechnung in Fällen der An: 
wendung. 


Fig. 517, 





n [00 0,10 | 0,15 | 0,20 | 0,25 | 0,30 | 0,35 | 0,40 | 0,45 | 0,50 





Pu Mo 0,002 | 1,006|0,014|0,026 
Ko | 


0,040| 0,058|0,07910,10310,130| 0,160 


Beifpiel. Um das dur ein 3 Fuß breites Gerinne zugeführte Waſſer⸗ 
quantum zu finden, hat man eine Spundwand mit einer 2 Buß weiten und 1 Fuß 
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hoben rectangulären Mündung eingefeßt, und dadurch das Wafler endlih fo auf: Ausnuf 
geftaut, daß es beim Bintritt des Beharrungszuftandes um eine Höhe von 2'/, Fuß je 
über der Sohle und 1%, Buß über ber unteren Kante der Mündung fland. Die 
theoretifche Waflermenge it O = ab V2gk = 1.2. 7,906 VTD 

— 15,812.1,118 = 17,68 Eubiffuß, der Nusflußcoefficient bei vollfommner Eon: 

traction läßt fih 0,602 feßen, und das Duerfähnittsverhältnif n = = = * 
1 


= 55 — 0,296, daher folgt der Ausflußcoefficient für das vorſtehende Aus⸗ 


flußverhältnig — (1 + 0,641 . 0,296°) u, = 1,056.0,602 = 0,6357 und das 
effective Ausflußquantum — 17,68 . 0,6357 = 11,24 Eubiffuß. 





$. 356. Die unvolltommne Gontraction kommt auch fehr oft beim 


Ausfluffe durch Ueberfälle, wie Fig. 518, vor. Die Ueberfälle können 
Fig. 518. aber entweder nur einen Theil der 


Breite des Reſervoirs oder Kanales 
einnehmen, oder fie koͤnnen über die 
ganze Breite des Gerinnes meagehen. 
In dem lebten Falle fällt auch die 
Gontraction an den Seiten der Mün: 
dung weg, und es fließt alfo aus . 
diefem Grunde mehr Waſſer durch, 
als bei den Ueberfällen der erften Art. Auch über dieſe Ausflußverhättniffe 
hat der Verfaſſer Verſuche angeftellt, und aus den rgebniffen derfeiben 
Formeln abgeleitet, wodurch ſich mit ziemlicher Sicherheit mit Hülfe des 
Querfchnittöverhältniffee n = = * der entſprechende Ausflußcoeffi⸗ 
101 

cient berechnen laͤßt. Behalten wir die Bezeichnungen der vorigen Para- 
graphen bei, fo haben wir für die Ponceler’fchen Ueberfaͤlle: 


— FN. 
— = 1,718 (7) = 1,718.n*, und für die die ganze Ge⸗ 


Bo 
rinnbreite einnehmenden Ueberfälle — 





— 0,041 + 0,3693 n2, 

es ift daher im erften Kalle die Ausflußmenge: 

— + 1,718 y — »V V sn. und im zweiten 
0,9, 


h den etwa 1 Meter vor dem Ueberfall ah Waſſerſtand EA — 
der Ueberfallſchwelle F bezeichnet. 








In folgenden Zabellen find die Correctionen = — für die ein» 
fachften Werthe von n zufammengeftellt. 
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ns Tabelle J. Correctionen für die Poncelet’fdhen Ueberfälle. 
efirs — 
nn 0,05 | 0,10 | 0,15 | 0,20 | 0,25 I} 0,35 | 0,40 | 0,45 | 0,50 
— 
— 0,000 [0,000 |0,001 o oos |0,007\0,014 10,026 |o,044|0,070| 0,107 
0 


Zabelle II. Gorrectionen für Weberfälle Über die ganze Wand, oder ohne 
Seitencontraction. 


- Tenfonsfon ——— 


Fr 


[0,041 |0,042 |0,045 |0,049]0,056 10,064 [0,074 10,086 Jo,100|0,116] 0,133 





Beifpiel. Um das in einem 5 Buß breiten Kanale forigeführte Waſſer⸗ 
quanium zu beftimmen, Hat man eine Spundwand mit einer nad außen abge: 
ſchrägten Rante eingezogen, und das Wafler über dieſe wegfließen laſſen. Nadh> 
dem das Steigen des Oberwaflers aufgehört hatte, ergab fich ber Waſſerſtand 
über dem Gerinnboden 3%, Fuß, und über der Schwelle 1Y, Fuß, es iſt daher 


bie theoretiſche Ausflußmenge Q = . 5. 7,906 . (>)” * — 48,41 Gubiffug. 


Der Ausflußcoefficient if, da — = 7 = %, und u, = 0,577, 
Kay — [1,041 + 0,3693 . . 0,577 = 1,110 . 0,577 = 0,64, daher bie 
effective Waffermenge Q, = 0,64 . Q = 0,64 . 48,41 — 31 Eubiffuß. 


.u.m — — — — — — 


Drittes Kapitel 
Bon dem Ausfluffe des Waſſers durch Möhren. 


IA. $. 357. Laͤßt man das MWaffer durch eine kurze Anſatzroͤhre (fram. 
tuyau additionel; engl. short pipe) ausfließen, fo treten ganz andere 
Verhättniffe ein, ald wenn ed durch Mündungen in der dünnen, ober 
durch nach außen abgefchrägte Mündungen in der didlen Wand ausfliekt. 
Iſt die Anfagröhre prismatifh, und ihre Ränge 21/, bis 3mal fo groß 
als ihre Weite, fo giebt fie einen uncontrahirten und undurdhfichtigen 
Strahl, welcher eine Eleine Sprungmeite und daher auch eine Meinere Ge: 
ſchwindigkeit hat, als der durch eine Mündung in der dünnen Wand unter 
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übrigens gleichen Umftänden ausfließende Strahl. Hat alfo die Röhre 
Fig. 519. Ä KL mit der Mündung F, 
— Fig. 519, gleichen Quer- 
ſchnitt und ift auch bie 
Drudhöhe von beiden eine 
und diefelbe, fo erhält man 
BL / ah | in ZR einen trüben und 
N A uncontrahirten , alfo dide: 
ee > ren, und in FH einen Ela: 
ren und contrahirten, alfo 
ſchwaͤcheren Strahl, und 
es läßt fih auch wahrnehmen, daß die Sprungmeite ER Heiner ift als die 
Sprungweite DA. Diefes Ausflußverhättnig tritt aber nur dann ein, 
wenn die Möhre die angegebene Ränge hat; ift die Röhre kürzer, vielleicht 
Fig. 520. nur fo lang als weit, ‘fo legt fich der Strahl 
- — KL, Fig. 520, gar nicht an die Röhren» 
IPFPFANNER ‚wand an, es bleibt die Röhre ganz ohne 
Bietili Einwirkung auf den Ausfluß, und der 
ER Strahl mie beim Ausfluffe durch Mün: 
dungen in der dünnen Wand. 

Zuweilen findet auch bei Röhren von 
größerer Ränge ein Ausfüllen der Röhre 
durch den Strahl nicht ſtatt, nämlich dann, wenn dem Waffer keine Ge- 
legenheit gegeben worden ift, mit der Roͤhrenwand in Berührung zu kom: 
men; verfchließt man aber in biefem alle die äußere Mündung durch die 
Hand oder durch ein Brett auf einige Augenblide, fo bildet fidy nachher 
ein die Röhre vollkommen füllender Strahl, und es findet ein fogenannter 
voller Ausftuß (franz. à gueule-bee; engl. of filled tube) flatt. Die 
Contractien des Wafferftrahles findet auch beim Ausflug durch Röhren 

Fig. 521. ftatt, nur fällt hier der contrahirte Theil 
in das Innere der Röhre. Man kann fich 
hiervon Überzeugen, wenn man ſich gläfer: 
ner Anfagröhren, wie KL, Sig. 521, bes 
dient, und dem Waffer eine Färbung giebt, 
denn man bemerft in diefem Falle, daß 
nur in der Mitte des Querfchnittes G 
nahe hinter dir Eintritteftelle X, nicht aber 
am Umfange beffelben progreffive Bewegung 
vorhanden ift, daß hier vielmehr nur eine wirbeinde Bewegung ftattfindet. 
Es ift aber die Capillarität oder die Adhäfion des Waffers an der Röhren: 
wand, weldye macht, Daß das Waſſer das Ende FL der Röhre ganz aus: 















Kurye 
Anfagröhren. 


Anfag ee 


Eylindeifhe 


Anfogröbren, 
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füllt. Das aus der Röhre fließende Waffer bat nur den ber Atmoſphaͤre 


"gleichen Drud, nun ift aber der contrabirte Querfhnitt G nur « mal fo 
groß als der Querfchnitt F der Röhre, und deshalb die Geſchwindigkeit 


in ihm — mal fo groß als die Ausflußgefchwindigkeit v, daher iſt auch 


I ) v2 


29 
=| (+) - ı];- — (6. 339) kleiner als beim  Auıre oder als 


der Atmofphärendrud. I Bohrer man bei G@ ein enges Loch in bie Röhre, 
fo findet auch wirklich fein Ausflug durch daffelbe, fondern vielmehr ein 
Einfaugen von Luft flatt, auch hört endlich der volle Ausflug und bie 
Einwirkung der Anfagröhre ganz auf, wenn man tag keqh weiter macht, 
oder mehrere Loͤcher anbringt. 





der Druck des Waſſers in der Nähe von G um 


$. 358. Ueber den Ausfluß bes Waflers durch kurze cplindrifche An: 
fagröhren find von Vielen Verfuche angeftellt worden, doch weichen die 
Refultate derfelben ziemlich viel von einander ab. Namentlich find es die 
Boſſut' ſchen Ausflußcoefficienten, welche durch ihre Kleinheit (0,785) 
von den von Anderen gefundenen bedeutend abweichen. Aus den Wer: 
fuchen von Micyelotii mit 11/, bis 3 Zoll weiten Röhren und bei 3 bis 
20 Fuß Drudhöhe folgt im Mittel diefer Ausflußcoefficient u = 0,813. 
Die Verfuhhe von Bidone, Eytelwein und D’Aubuiffon weichen 
hiervon nur wenig ab. Im Mittel läßt fi) aber, namentlid auch den 
Verſuchen des Verfaſſers entfprechend, der Ausflußcoefficient für kurze 
cylindriſche Anfagröhren: # = 0,815 fegen. Da wir denfelben für runde 
Mündungen in der dünnen Wand 0,615 gefunden haben, fo folge, daf 
unter übrigens gleichen Umftänden und Verhältniffen durch kurze Anfap: 
roͤhren 815/,,, = 1,325 mal fo viel Waffer ausflicht als durch runde 
Mündungen in der dünnen Wand. Uebrigens wachen dieſe Ausfluf: 
coefficienten, wenn bie Röhrenweite Eleiner wird, und nehmen auch wenig 
zu bei Abnahme der Druckhoͤhe oder Ausflußgefhmwindigkeit. Nach den 
bei einem Drude von 0,23 big 0,60 Meter angeftellten Verſuchen des 
Verfaſſers ift für Röhren, welche Imal fo lang als meit find: 


— — —— — — —— — — 


4 Gentimeter Weite 
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Diefer Tabelle zufolge nehnien alfo die Ausflußcoefficienten merklich zu, 
wenn die Roͤhrenweite kleiner wird. Ebenfo fand Buff bei einer 2,79 
Linien weiten und 4,3 Linien langen Röhre die Ausflußcoefficienten al: 
mälig von 0,825 bis 0,855 zunehmend, wenn die Drudhöbe von 33 bis 
11%, Zoll nach und nad) herabſank. 

Beim Ausfluffe des Waſſers durch kurze parallelepipedifche Anfagröhren 
fand der Verfaffer einen Ausflußcoefficienten von 0,819. 

Sind die Anfagröhrın KL, Fig. 522, in: 

dis. 522. wendig theilmweife eingefaßt , flogen fi fie 3. 2. 

mit der einen Seite an den Boden BC an, 
und wird dadurch eine partielle Contraction 
herbeigeführt, fo fteige nach den. Verfuchen 
bes Verfaſſers der Ausflußcoefficient nicht 


verfchierenen Stellen des Querfchnittes mit 
verfchiedenen Gefhwindigkeiten, unb zwar 
auf der Seite BC fchneller aus, als auf der 
gegenüberliegenden. Wenn die innere Stirn: 
fläche einer Anfagröhre nicht in die Wand: 
fläche fäut, fondern vorfteht, wie a, 6, c, 
ı Sig. 523, fo nennt man diefe Röhre eine 
innere Anfageöhre. Iſt die Stirnfläche 
diefer Röhre mindeftens mal fo’ breit als 
“ die Röhre weit, wie z. B. a, fo bleißt der 
Ausflußcoefficient derfelbe, als wenn die 
Stirnflähe in der Ebene der Wand läge, iſt 
aber die Stirnfläche fehmaler, wie 3. B. 5 und c, fo fällt der Ausflug: 
coefficient kleiner aus. Bei einer fehr ſchmalen faſt verfehwindenden 
Stirnflaͤche wird derfelbe den Verfuhen Bidone’s und des Verfaflers 
zufolge 0,71, wenn der Strahl die Röhre ausfüllt, und 0,53 (vergi.$.351), 
wenn er ſich gar nicht an die innere Röhrenwand anlegt. Im erften Kalle 
(b) ift der Strahl ganz zerriffen und befenförmig divergirend, im zeiten 
(c) aber ſtark zufammengesogen und ganz kryſtallrein. 
$. 359. Du das Waffer ohne Contraction aus der prismatifchen An» 
fagröhre tritt, fo folgt, daß bei dem Ausfluffe durch diefe Mundftüde der 
Gontractionscoeffiient —= Eins und der Gefhhwindigkeitscoefficint 9 — 
dem Aueflußcoefficienten w iſt. ine mit der Gefchwindigkeit v ausſtroͤ⸗ 
“ 





mende Waſſermenge O befigt die lebendige Kraft v? und ann da: 


„7? 
durch die mechanifche Arbeit 27 Oy (©. $. 71) —* Nun iſt aber 


—— 


Anfagröhren. 


anſehnlich, wohl aber fließt das Maffer an 


Widerflands⸗ 
corfficient. 


Wierfandt, bei dem Ausfluffe die theoretifche = 


coeffi ie 
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‚ daher entfpridht 


er 


der ausfließenden Waffermaffe die Leiftung * * . Qy, und es ver 
lert ſopech die Waſſermenge O durch den Ausfluß die mechaniſche Arbeit 
v2 . 
5 3 23) Oy=|I— — 93 — Oy. Beim Ausfluſſe durch 
Muͤndungen in der duͤnnen and ift p im tt 097, one beträgt 
bier der Arbeitsverluſt ( ) — 7 a9 = = (0 ‚063 2 27 7 02 


beim Ausfluſſe durch kurze cylindriſche ia, to= 0815 und es 
ſtellt fich der entfprechende Verluft an Arbeit 
1% v? v 

= 5) — ] 29 Or = 0,505 29 Qy , d. i. Smal fo groß 
heraus, als beim Ausfluffe durch Mündungen in der dünnen Wand. Bei 
Benugung der lebendigen Kraft des ausfließenden Waſſers ift es folglich 
beffer, das Waffer durch Mündungen in der dünnen Wand als durch 
prismatifche Anfagröhren ausfließen zu laſſen. Wenn man aber die in: 
neren Kanten, womit die Röhre an die Gefäßwand ftößt, abrundet und 
dadurch einen allmäligen Uebergang aus dem Gefäße in die Röhre hervor: 
bringt, fo mwird der Ausflußcoefficient auf 0,96 gefteigert und Dadurch der 
Arbeitsverluft auf 81, Procent herabgezogen. Bei kürzeren, genau abge- 
rundeten oder nach der Korm des contrahirten Wafferftrahles gebildeten 
Mundftäden ift u = P = 0,97 und daher der Arbeitsverluft wie bei 
Mündungen in der dünnen Wand — 6 Procent. 


Dem ars (5 — 93 QOy entſpricht eine Druckhoͤhe 
1) 29 ; man kann ſich daher auch vorftellen, daß durch bie 
Hinderniffe des Ausfluffes die Druckhoͤhe den Verluft re — 97 7 


erleide, und annehmen, daß nach Abzug dieſes Verluſtes der uͤbrigbleibende 

Theil der Druckhoͤhe auf die Erzeugung der Geſchwindigkeit verwendet 

werde. Dieſen mit dem Quadrate der Ausflußgeſchwindigkeit proportional 
2 

wachſenden Verluſt (75 — 1) 27 kann man Widerftandshöäbe 

(franz. hauteur de resistance; engl. height of resistance) und den Goefs 


ficienten — — 1, momit die Gefchwindigkeitshöhe zu multipliciren if, 


um die Widerftandshöhe zu erhalten, den Widerftandscoefficienten 
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nennen. Wir werden in der Folge diefen, auch das Verhältniß der Wider- 
ftandehöhe zur Druckhoͤhe ausdräüdenden Goefficienten durch den Buch» 


ftaben & bezeichnen, alfo die Widerſtandshoͤhe felbft dur & . Er ausdruͤ⸗ 


1 1 
den. di l — — — 1 und — = — laͤ 
en. Durch die Formeln & * und @ rt ßt ſich 


aus dem Geſchwindigkeitscoefficienten der Widerſtandscoefficient, und aus 
dieſem wieder jener berechnen. 


Beiſpiele. 1) Welche Waſſermenge fließt unter einer Drudhöhe von 3 Fuß 
durch eine 2 Zoll weite Röhre aus, welcher der Widerflandscoefficint Z = 0,4 


, 1 
entſpricht? Es iſt y— ya” 0,845, daher 





14 
» oo —= 0845.7%06 Y3 = 11,574 Fuß, ferner 
F= —* n— 0,02182 — f 
folglich das geſuchte Waſſerquantum Q = 0,02182 . 11,574 = 0,253 Eubilfuß. 
2) Wenn eine Röhre von 2 Zoll Weite unter einem Drude von 2 Fuß in der 
—* 10 Gubiffuß Waſſer liefert, fo if ihre Ausfiuß⸗ ober Geſchwindigkeits⸗ 
evefflcient 


— — — 1 
PTFVEgh  60.002182.7006. Vd 105 VR- 
. 2 
Biserflandecoeffcient — (7 55) — 1 — 1,143, und endlich der durch bie 
Hinderniffe der Röhre bewirkte Verluſt an Drudkhöhe 


_ ee ON 
= 118.57 — 11143 . 0,016 ( =) — 0,0183 


== 0,683, der 





1 
- d1a08 © 1,066 Zuß. 
$. 360. Schief angefegte ober ſchief abgefchnittene Anfagröhren geben 
ein kleineres Waſſerquantum als rechtwinkelig angefegte oder rechtwinkelig 
abgefchnittene Anfagröhren, weil die Richtung des Waffers in denfelben eine 
Aenderung erleidet. Die hierüber in nicht unbebeutender Ausdehnung 
angeftellten Verſuche haben den Verfaffer auf Folgendes geführt. Iſt ẽ 
Fig. 524. ber Winkel, welchen die Roͤhrenaxe KL, 
Big. 524, mit ber Normale K'N zur Ebene 
AB der Einmündung einfchließt, und iſt £ ber 
Widerflanbscoefficient für die winkelrecht ab: 
gefchnittene Nöhre, fo hat man den Wider: 
ftandscoefficienten der fchiefen Anfagrähre: 
ı&=5 + 0,303 sin. 0 4 0,226 sin. 82. 
Nehmen wir für & den mittleren Werth 
0,505, fo erhalten wir: 





Widerflands⸗ 
edefficiont. 


Schie fe 
Anfagröhren. 
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den Widerftandescoeffi- 
cienten I, = 0,505 | 0,565 | 0,635 | 0,713 | 0,794 | 0,870 | 0,937 


den Ausflußcoefficienten 
u = 0,815 | 0,7299 | 0,782 | 0,764 | 0,747 


0,719 
Hiernach ift 3. B. der Widerſtandscoefficient einer urzen Anfagröbre 
bei 20 Grad Arenabweihung & — 0,635 und ber Ausflußcoefficient 


— — — — 0,782, und bei 350 Ayenabweihung der erftere 


vV 1,635 
— 0,753 und der leßtere — 0,758, 

In der Regel find diefe fchiefen Anfagröhren länger ale wir@feither an: 
genommen haben, auch müffen fie länger fein, weil außerdem das Waſſer 
die Röhre nicht volllommen ausfüllen würde. Die vorftehende Formel 
giebt nur denjenigen Theil des Widerftandes an, welcher dem NRöhrenftüd 
an der Einmündung entfpricht, das dreimal fo lang als die ganze Möhre 
meit ift. Der MWiderftand, welchen das Übrige Röhrenftüd ber Bewegung 
des Waſſers entgegenfest, wird in der Folge angegeben werden. 


Beifpiel. Wenn die Ginmündungsebene AB eines horizontalliegenden 
Teichgerinnes KL, Fig. 525, fowie die Innenfläde des Teichdammes 40 Grat 
Fig. 525 gegen den Horizont geneigt if. 

ea | fo fließt die NRöhrenare mit 

der Normale diefer Ebene einen 
Winkel von 50 Grad ein, und 
ll es iſt daher der Widerfland« 
ZZ U U U — coefficient für den Ausflug durch 
A EI — 7 das Ginmündungsftüd dieſer 
Nöhre = 0,870, und wenn nım 
i | dem übrigen und längeren MRöb- 
renſtücke der Widerftandscoefflcient 0,650 entfpräde, fo wäre der Widerſtandé⸗ 
eoefficient für die ganze Röhre = 0,870 + 0,650 = 1,520, und daher der Aus: 


— 0,6%. Bei 10 Fuß Drud: 





; 1 

ußcoeffieient = 2 ——— ⸗ — 
— Vı1-+ 1520 V2,20 
höhe und 1 Fuß Röhrenweite ergäbe ſich folglich‘ die Ausflußmenge: 


0 = 0,63% . T 7906V 10 — 12,37 Eubiffuß. 


Fig. 526. | $. 361. Münbdet eine kurze cylin⸗ 
driſche Anfagröhre AL, Fig. 526, in 
einer ebenen Wand AB ein, deren Sn: 
halt G den Querfchnitt F der Röhre 
nicht vielmal übertrifft, fo kommt 
das Maffer mit einer nicht zu vernach⸗ 


Iinroßfom:> 
mene (ons 
Iracıion 
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täffigenden Gefchwindigkeit an der Einmündungsftelle an, und es tritt Umpelltem. 
deshalb nur mit unvolllommener Contraction in das Rohr, weshalb toies action. 
der die Ausflußgefchmwindigkeit eine größere ift, als wenn das Waſſer als 
ſtillſtehend vor dem Eintritt in die Roͤhre angenommen werben muß. 


Iſt wieder — =nbas Verhaͤltniß des Röhrengnerfchnittes zum Inhalte 
der Wandfläche, ferner u, der Ausflußcoefficient bei volllommener Con- 
traction, mo z der Null gleich gefegt werden kann, fo hat man den Ver: 


fuchen des Verfaffers zufolge den Ausflußcoefficienten bei unvollkommener 
Contraction oder dem Querfchnittsverhältniffe n zu fegen: 


BR, ko 
—— — 0,102 n + 0,067 n? + 0,046 n?, ober 
„=Ww(i+ 0,102 n + 0,067 n? 4- 0,046 n?). 
Nimmt 3. B. der Möhrenquerfchnitt den fechsten Theil der ganzen 
Wanpdflaͤche ein, fo ift: 
By, = bo(l + 0,102 .% + 0,067 . Ya + 0,046 . You) 
— u, (1 + 0,017 + 0,0019 + 0,0002) — 1,019 p, oder 
Bo = 0,815 gefest, u, = 0,815 . 1,019 = 0,830. 


2 Bo 
Etwas genauer giebt die Correctionsmwerthe — folgende, zum 
Gebrauch bequeme Tabelle an. 


Tabelle 


der Correctionen wegen der unvollkommenen Contraction, beim Ausfluſſe 
durch kurze cylindriſche Anfagröhren. 


0,05 } 0,10 | 0,15 | 0,20| 0,25| 0,30 | 0,35| 0,40 04 0,50 








Unvollfoms 
mene Con⸗ 
traetion. 


Coniſche 


Anſatzroͤhren. 
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Beim Ausfluſſe durch kurze parallelepipediſche Roͤhren ſind dieſe Cor⸗ 
rectionen ziemlich die naͤmlichen. 

Dieſe Coefficienten finden ihre Anwendung vorzuͤglich beim Ausfluß des 
Waſſers durch zuſammengeſetzte Roͤhren, wie z. B. in dem durch die 
Fig. 527 dargeſtellten Falle, wo die kurze Anſatzroͤhre KL in einer weiteren 
Eurzen Anfasröhre G X und biefe 
wieder in dem Gefäße AC einmuͤn⸗ 
det. Hier ift beim Eintritt des 
Maffers aus der weiteren Röhre in 
die engere unvolllommene Contrac⸗ 
tion vorhanden und daher der Aug: 
flußcoeffisient nach der legten Regel 
zu beflimmen. Segen wir den die 
fem Ausflußcoefficienten entfprechen: 
den FRiderftandscoefficienten — £,, ben Wibderftandscoefficienten für den 
Eintritt aus dem Gefäße in die weitere Röhre —-&, die Drudhähe — Äh, 





die Ausflußgefchwindigfeit = v und das Verhaͤltniß * der Roͤhrenquer⸗ 
ſchnitte = —=n, alfo bie — des Waſſers in der —— Roͤhre 
— nt, fo giebt die Formel: — ae nu * +8. 


d. — (1 +n? mat 


___V2sh 
VI rnier+E 


Beifpiel. Welche Waſſermenge liefert der in Figur 527 abgebildete Ap⸗ 
parat, wenn die Drudhöhe h — 4 Fuß, die Weite der engeren Röhre 2 Zoll und 
die der weiteren 3 Zoll beträgt? Esiftin—=(Y,)—= %Y,, daher u, y = 1,069 .0,815 


—= 0,871 und der entſprechende Widerſtandscoefſicient I, = (ser) — 1 = 0318; 


nun hat man aber { = 0,505 und n?.Z = !%ı .0,505 = 0,099, daher folgt 
1+n% +0 = 1 + 0,099 + 0,318 = 1,471 und die Ausflußgefchtwindig: 
fto= nt - Fan 413,29 Fuß. Da endlih der Röhren: 
querſchnitt = 0,02182 Quadratfuß if, fo folgt die Ausflußmenge 
0 = 13,29 . 0,02182 — 0,990 Gubiffuß. 

$. 362. Coniſche Anfagröhren geben andere Ausflußmengen als 
prismatifche oder cylindriſche Anfagröhren. ie find entweder coniſch 
convergent ober conifch divergent; im erften Kalle ift die Ausmändung 
kleiner, im zweiten Falle aber ift fie größer als die Einmündung. Die 
Ausflußcoefficienten bei den eriteren Röhren find größer und die bei den 
legteren Eleiner, als bei den cylindeifchen Röhren. ine und diefelbe coni- 





27 
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fche Röhre giebt allerdings mehr Waffer, wenn man die weitere Mündung 
zur Ausmündung macht, wie in gig. 528, als wenn man fie nad) 
Fig. 53. innen richtet, wie Z in berfelben 

Figur, allein fie giebt nicht in 

demfelben Verhaͤltniß mehr als 
die weitere Mündung die engere 
übertrifft. Wenn Manche, wie 
> B. Venturi und Epytels 
wein, für conifch Divergente 
Möhren größere Ausflußcoeffis 
cienten angeben, als für conifch 
convergente, fo ift zu berüdjichtigen, daß fie immer den engeren Querfchnitt 
ale Mündung behandeln. Den Einfluß der Gonicität der Röhren auf 
die Ausflußmenge führen folgende, unter Drudhöhen von 0,25 bis 3,3 
Meter angeftellte Verfuche mit einer 9 Gentimeter langen Röhre AD, 
Fig. 529, vor Augm. Die Weite diefer Möhre betrug an einem Ende 
Fig. 529. DE==2.468, am andern Ende AB= 3,228 

* Centimeter und der Convergenzwinkel, 
d. i. der Winkel AOB, unter den die gegen⸗ 
uͤberliegenden Seiten AE und BD eines 
Längenarenfchnitted zufammentaufen, = 4°, 
50°. Beim Auffluffe durch die engere Müns 








dung war der Ausflußcoefficint — 0,920; bei dem Ausfluffe durch die 


weitere Mündung aber —= 0,553; und wenn man die engere Einmuͤn⸗ 
dung als Querfchnitt in die Rechnung einführt, ergab er fih — 0,946. 
Der Strahl war im erften Falle, wo die Nöhre als coniſch convergentes Mund⸗ 
ſtuͤck gebraucht wurde, wenig contrahirt, dicht und glatt, im zweiten Falle aber, 
mo er als conifch divergentes Munpdftüd diente, war er ſtark divergent, zerriffen 
und ſtark pulfirend. Weber den Ausfluß durch conifch divergente Röhren haben 
noh Venturi und Eytelwein egperimentirt. Beide Hydrauliker haben 
noch diefe coniſche Röhren an cplindrifche und conoidifche, nad) der Form des 
contrabirten MWafferftrahles geformte Mundftüde angefegt. Durch eine ſolche 
Verbindung, wie Fig. 530 darftellt, wo das divergente Ausmündungsftüd 

Big. 50. KL innen 12 und außen 211/, Linien weit, und 81%/,, 
Zoll lang war, der Convergenzwinkel ſich aber 50, 9° 
berechnet, fand Eytelwein u = 1,5526, wobei er 
das engere Ende ale Mündung behandelte, und dagegen 
w nur = 0,483, wenn, wie recht, das weitere Ende 
als Mündung angefehen wird. Allerdings fließt durch dieſes combinirte 


1,5526 
Mundftüd 0.815 





== 2,5dmal fo viel, als durdy die einfache Mündung 


Eonifche 


Anfagröpren. 


&onifche 


.  Unfagröhren. 


528 Sechster Abſchnitt. Drittes Kapitel. 


—* — 1,9mal fo viel als durch die kurze 
cplindrifche Anfagröhre. Bei Meinen Gefchwindigkeiten und bei größerer 
Divergenz ift es Übrigen® gar nicht möglich, felbft durch vorbergegangenet 
Zuhalten der Röhren, den vollen Ausfluß herbeizuführen. 

$. 363. Die ausführlichften Verſuche über den Ausfluß durch conifch 
convergente Anfagröhren find von D’Aubuiffon und Caſtel angeftelit 
worden. Die hierzu in Anwendung gelommenen Röhren waren von gro: 
er Mannichfaltigkeit, verfchieden in den Rängen, Weiten und in den Con⸗ 
vergenzwinteln. Am ausgedehnteften waren die Verſuche mit Möbren 
von 1,55 Gentimeter Weite in der Ausmündung und von 2,6mai fo 
großer, d. i. von 4 Gentimeter Länge, weswegen wir ihre Ergebniffe auch 
in folgender Tabelle bier mittheiln. Die Drudhöhe war durchgängig 3 
Meter. Die Ausflußmengen wurden durd ein befondere® Aichgefäß ge: 
meffen, um aber außer den Ausflußcoefficienten auch noch die Geſchwin⸗ 
digkeits, und Gontractionscoefficienten zu erhalten, wurden die ge: 
gebenen Höhen entfprechenden Sprungweiten der Wafferftrahle gemeffen 
und bieraus die Ausflußgefchwindigkeiten (f. 6. 348) berechne. Das 
Verhaͤltniß Nor} der effectiven Geſchwindigkeit v zur theoretifchen Ge: 
ſchwindigkeit \/2 $' gab den Gefchwindigkeitscoefficimten ꝙ, fowie bas 


Verhaͤltniß Frag der effectiven Ausflußmenge Q zur theoretifchen 
Ausflußmenge FV 29h auf den Ausflußcoefficienten w führte und das 
Verhaͤltniß beider Goefficienten, d. i. 7 endlich ben Gontractionscoefs 
ficienten & beftimmte. 





in der dünnen Wand und 


Tabelle 
dee Ausfluß> und Gefchmwindigkeitscoefficienten für den Ausfluß durch 
coniſch convergente Röhren. 





Gonvergenz: | Ausflug: re Gonvergenz: | Ausfluß- ae 
winfel. | coeffleienten. ceoefficienten. winfel. | coefficienten. ten. 
0°, 0° 0,829 0,829 13°, 24° 0,946 0,963 
1°, 36’ 0,866 0,867 14°, 28 0,941 0,%6 
3°, 10 0,895 0,894 16°, 36’ 0,938 0,971 
4°, 10 0,912 0,910 19°, 28° 0,924 0,970 
5°, 26° 0,924 0,919 21°, 0 0,919 0,972 
7°, 52° -0,930 0,932 23°, 0 0,914 0,974 
8°, 58 0,934 0,942 29°, 58° 0895 0,975 
10°, 20° 0,938 0,951 40°, 20 0,870 0,980 


12°, 4 0,942 0,955 | 48°, 50 0,847 0,964 
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Man erficht aus biefer Tabelle, daß die Ausflußcoefficienten bei einer 
Möhre von 131,9 Seitmconvergenz ihre Marimum 0,946 erreicht haben, 
daß dagegen die Gefchwindigkeitscoefficienten immer größer und größer 
ausfallen, je größer der Convergenzwinkel if. Wie in vorkommenden 
Källen der Praxis dieſe Tabelle zu gebraudyen iſt, mag folgendes Beifpiel 
lehren. 
Beiſpiel. Welche Waſſermenge liefert eine kurze coniſche Anſatzroͤhre von 
1Y, Boll Weite in der Ausmündung und von 10 Grad Convergenz bei einem 
Drude von 16 Fuß? Nach des Verfaſſers Verfuchen giebt eine cylindriſche Röhre 
von biefer Weite 4— 0,810. die Röhre von D’Nubuiffon aber gab u== 0,829, 
atfo um 0,829 — 0,810 = 0,019 mehr; nun ift aber der Tabelle zufolge für 
die Röhre von 10° Konvergenz; u = 0,937, daher iſt es angemefien, für die ges 
gebene Röhre u = 0,937 — 0,019 = () 918 zu feßen, weshalb bie Ausflußmenge 

0918. 7: : 7006 VIE -— —— 0,3568 Gusitfug folgt. 

6.364. Langeprismatifche oder cylindrifheAnfagröhren verzögern 
den Ausflug um fo mehr, je länger diefelben find; es ift daher anzuneh⸗ 
men, daß die Röhrenmände durch Reibung , Adhäfion oder Kiebrigkeit des 
Waſſers an denfelben der Bewegung des Waſſers ein Hinderniß entgegen- 
fegen. Vernunftgruͤnden und vielfachen Beobachtungen und Meffungen 
zufolge Iäßt fi annehmen, daß biefer Reibungswiderftand ganz unab⸗ 
hängig ift vom Drude, daß er aber direct wie die Länge Z und umgekehrt 


wie die Weite d derfelben wächft, daß er alfo dem Vechäitnife pro: 


portional ift. Außerdem hat ſich auch noch herausgeftellt, daß diefes Hin⸗ 
derniß größer ift bei größeren und Meiner bei Bleineren Gefchwindigkeiten 
des Waſſers, und daß es beinahe mit bem Quadrate der Geſchwindigkeit 
v des Waſſers feibft waͤchſt. Meffen wir dieſes Hinderniß durch bie 
Höhe einer MWafferfäule, die nachher von der ganzen Drudhöhe h abzu: 
ziehen ift, um die zur Erzeugung der Geſchwindigkeit nöthige Höhe zu 
erhalten, fo können wir diefe Höhe, die wir in der Folge Neibungs: 
2 
widerftandshöhe nennen wollen, fegen: h, = E£. 5 . 5 und 
es iſt hierbei unter & eine Erfahrungszahl, die wir den Reibungs⸗ 
coefficienten nennen können, zu verftehen. Man verliert alfo bier: 
nach durch die Reibung des Waſſers in der Röhre um fo mehr an Drud 


oder Drudhöhe, je größer das Berhäimiß — der Länge zur Weite und 


je größer bie ee Ar ift. Aus der MWaffermenge Q und 


40 


dem Roͤhrenquerſchnitte F = En bie Geſchwindigkeit = —, 


Weisbach's Mechanik. te Aufl, J. Rd. 34 


—* 
aſatgrðhee 


Reabungss 
widerfland. 


530 Sechster Abfchnitt. Drittes Rapitel. 
Reivunge: und daher die ne 


widerfland. het. 569 = {£. ri (+) , 2. 


Um durdy das Kortleiten einer gewiffen Waffermenge O in einer Röhre 
möglichft wenig Verluft an Druckhoͤhe oder Gefälle zu erhalten, fol man 
die Roͤhre möglichft weit und nicht unnöthig lang machen. Die doppelte 
Meite beanfprucht 3. B. nur (1)? = Ymal fo viel Gefälle als die ein- 





fache Weite. 
Iſt der Querfchnitt einer er ein Rechte von ber Höhe a und 
der Breite 5, fo bat man fatt Z —=yY. = 1)... a 
— 2 2(a+b) _ a+b 
= — so; ad einzufegen, weshalb folgt: 
z Ka+b) 


hab. GE % 

Mit Huͤlfe diefer Formel für den Roͤhrenreibungswiderſtand laffen fich 
nun auch die Ausflußgefhwindigkeit und das Ausflußquantum finden, 
weiches eine Roͤhre von einer gegebenen Länge und Weite unter einem 
gegebenen Drude fortleitet. Uebrigens ift es volllommen gleich , ob die 
Roͤhre KL, Fig. 531, horizontal ift, fällt, oder auffleigt, wenn nur unter 

Fig. 531. der Druckhoͤhe die Tiefe 

— = RL des Mittelpunttes 

L der Röhrenmündung 

unter dem Waſſerſpie⸗ 

get ZO des Ausflug: 

reſervoirs verſtanden 

wird. Iſt h die Druck 

böhe, Ah, die Widerftandshöhe für das Einmändungeftüd und A, bie 
Miderftandshöhe für den übrigen Theil der Röhre, fo da man 


v2 
h—(h+h)= 5 ovderh=h, ++ Bezeichnet &, 
den MWiderftandscoefficienten für das Einmündungsftüd, und £ den Coef: 
ficienten des Reibungsmwiderftandes der übrigen Röhre, fo hat man 
v2 v U >) 
=, +6 Zr! da 
oder 1) h= (\ + &, + ) 


__V2soh 


und 2) v = ———— 
et. 
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Aus der legteren Formel ergiebt fich aber die Waffermenge Q = Fo, Keisangt. 


widerſtand. 
Bei ſehr langen Röhren 1 u & fehr Mein gegen & — L zus wes⸗ 


halb dann einfach 25 Zah fowie umgelehrt 


v= VaeT 1 — .2gh folgt. 


$. 365. Der Reibungsco fficiene ift, wie die Ausflußcoefficien: 
ten, nicht ganz conftant, er ift bei Meinen Gefchwindigkeiten größer und 
bei großen Geſchwindigkeiten Bleiner, d. bh. der Reibungswiderſtand des 
Waſſers in den Röhren mwächft nicht genau mit dem Quadrate der Ger 
fhwindigkeit, fondern aud noch mit einer andern Potenz der Geſchwin⸗ 
digkeit. Prony und Eptelmein haben angenommen, daß die durch 
den Reibungsmwiberftand verlorene Drudhöhe wie die einfache Geſchwin⸗ 
digkeit und wie das Quadrat derfelben wachſe und für fie den Ausdrud 


Rh, = (ev + WW) * wo & und 4 Erfahrungscoefficienten bezeich⸗ 
nen, feſtgeſetzt. Um dieſe Coefficienten zu beſtimmen, haben die genann⸗ 
ten Hydrauliker 51 Verſuche benutzt, welche zu verſchiedenen Zeiten von 


Couplet, Boſſut und Du Buat uͤber die Bewegung des Waſſers 
durch lange Roͤhren angeſtellt worden ſind. Prony fand hieraus: 


h, = (0,000060930 + 0,0013932 v2) * 
Eptelwein Ah, = (0,00008949 + 0,0011213 v2) * D’Aubuif: 


fon nimmt an h,=(0,0000753 0 + 0,001370-v2) z Meter. 


Noch weit genauer an die Beobachtungen fehließt fi eine von bem 
Verfaſſer Be Formel an, welche die Form 


‚= («+ A) u 


bat und ſich auf die Vorausfegung — * der Reibungswiderſtand 
wie das Quadrat und wie die Quadratwurzel aus dem Cubus der Ge⸗ 
ſchwindigkeit zugleich waͤchſt. Man hat alſo hiernach den Widerſtands⸗ 


coeffiinten & = a + Kr und bie Höhe ber Reibungswiderſtandshoͤhe 
einfach —8. en zu feßen. 


Zur Ermittelung des Widerflandscoefficienten & ober ber Huͤlfsconſtan⸗ 
ten @ und 4 find aber von dem Verfaſſer nicht nur die ſchon bei den 
34* 


Reibunges 
widerſtand. 
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Prony'ſchen und Eytelwein' ſchen Beſtimmungen zu Grunde gelegten 
51 Verſuche von Couplet, Boſſut und Du Buat, ſondern auch 


noch 11 Verſuche vom Verfaſſer und 1 Verſuch von einem Herrn Guey⸗ 


mard in Grenoble benutzt worden. Die aͤlteren Verſuche erſtrecken ſich 
nur auf Geſchwindigkeiten von 0,043 bis 1,930 Metern, durch die Ver⸗ 
fuche des Verfaſſers ift aber die letzte Grenze der Geſchwindigkeiten bis 
auf 4,648 Meter hinausgerächt worden. Die Weiten der Röhren waren 
bei den Älteren Verſuchen 27, 36, 54, 135 und 490 Millimeter, die 
neuen Berfuche aber wurden an Röhren von 33, 71 und 275 Millime- 
tern angeftelt. Mit Hülfe der Methode der kleinſten Quadrate ift nun 
aus den zum Grunde gelegten 63 DBerfuchen gefunden worden: 


£ = 0,01439 + —E alfo 


_ 0,0094714\ I © 
h= (0,01439 + I) 795 Meier, 
oder fuͤr das preußiſche Maaß 
0,016921\ 7 v2 
1 ( + Vv ) d29 Suß 


$. 366. Zur Erleichterung der Rechnung ift folgende Zabelle der Wis 
derftandscoefficienten zufammengeftelt worden. Man erfieht aus ihr, 
daß allerdings die Weränderlichkeit diefer Coefficienten nicht unbedeutend 
ift, da biefer Coefficient für O,1 Meter Gefchwindigkeit — 0,0443, für 
1 Meter = 0,0239 und für 5 Meter S 0,0186 ausfällt. 


Tabelle der Reibungscoefficienten des Waffere. 


Zehntel Meter. 


JKIENEZEZEZEZENEZEREE 


0| . |0,0443|0,0356|0,0317|0,0298|0,0278 0,0266| 0,0257] 0,0250) 0,0244 
11 0239| 0234| 0230| 0227| 0224| 0221] o2ıd o2ıd 021) 0213 
2|0211| 0209| 0208| 0206| 0205| 0204| 0203| 0:02] v201l 0200 
3 0199| 0198| 0197| 0196| 0195| O195l o194 0194 019 0192 
al oıgıl 0191| 0190| o190| 0189| orsel o1sH| oısdl o1s7] 0187 


Ganze Meter. 


Man findet in diefer Tabelle die einer gewiſſen Geſchwindigkeit entfpre- 
chenden Miberftandscoefficienten, wenn man bie ganzen Meter in der 
erften Vertikal⸗ und die Zehntel in der erſten Horigontalcolumne aufſucht, 
von der erften Zahl horizontal und von der legten vertikal fortgeht bis zur 
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Stelle, wo fich beide Bewegungen begegnen. 3. B. für v — 1,3 Meter Reitunges 
ift & = 0,0227, für v = 2,8, & = 0,0201. miberfan 


Für das preußifche Fußmaaß laͤßt ſich fegen: 


— — — —— — — a — — 


01 | 02 I 03 1 04 | 0,5 | 06 07 0,8 I 0,9 Fuß. 





&  10,067910,05221 0,0453} 0,0411 | 0,0383 0,0362/0,0346 ku 0,0322 





sl ılvlumnlalalalce s | 1 20 Fuß. 


£ 10,0313| 0,0296 | 0,0282 00203 0,024 —20 Do 001 0,0182 


Anmerkung. Cine ausgebehntere und bequemere Tafel giebt der »Inge⸗ 
nieure, Seite 458. " 


$. 367.: Im Anfehung der Bewegung des Waſſers in langen Roͤh⸗ gan 
een oder Röhrenleitungen können folgende drei Hauptaufgaben zur fung 
vortommen. 

1) Es ift die Länge Z und Weite d der Röhre und das fortzuführende 
Wafferguantum Q gegeben, und man fucht die entfprechende Drudhöhe. 
Hier hat man zunaͤchſt die Gefchwindigkeit v— g= — 1,2732. © 
zu berechnen, dann den diefern Werthe entfprechenden Reibungseoefficien- 
ten & in einer der legten Tafeln aufjufuchen, und zulegt die Werthe d, 
I, v, &und &,, wo &, den Widerftandscoefficienten für das Einmändungs: 


ftüd bezeichnet, in der erften Hauptformel h = ( 45646 4) % 
zu fubftituiren. 
2) Es ift die Länge und Meite der Röhre, fowie bie Drudhöhe oder 
das Gefälle gegeben, und die MWaffermenge zu beftimmen. Hier ift zu: 
naͤchſt die Geſchwindigkeit durch die Formel 
2gh 


Virusrtl 


zu finden; da aber ber Wibderflandscoefficient nicht ganz conftant ift, ſon⸗ 
dern fih mit v etwas Ändert, fo muß man v vorher ſchon annähernd 
Eennen, um darnach & ermitteln zu Können. 


xd? 
Aus v folgt dann Q = Tv — 0,7854 d? v 








Lange 
Röhren. 
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3) Es iſt die MWaffermenge, die Drudhöhe und die Länge der Möhre 
gegeben, und die nöthige Weite der Röhre zu EN. 


————— 
fo hat man 2gh = * ++ +) (. 2). ser 
9. (7) + z ar: * oder 
29.4. (5 "B=( + &) d+ EL; daher iſt die Roͤhrenweite 


atmdargl (10\ 
_ yutrwarsı real +81 (2 
Nun iſt aber * = 1,6212, 1 + $, im Mittel = 1,505 und 


für das preuß. Madf 7 — == 0,016, daher läßt ſich fegen: 


d= * V 508 .d+ 89 gu. 
Auch diefe Formel ift nur als Näherungsformel zu gebrauchen, weil 
die Unbekannte d und auch der von v — a abhängige Coefficient & 


in ihr mit vorkommen. 


Beifpiele. 1) Welche Druckhöhe beanfprucht eine NRöhrenlettung von 150 
Fuß Länge und 5 Zoll Weite, wenn biefelbe in der Minute 25 Eubiffuß Waſſer 
2 12° 


fortleiten fol? Hier ifl o = 1,2732 . s- 3,056 Fuß, daher läßt fi 
& = 0,0242 feßen, und es folgt nun bi Drudfäbe oder das totale Röhren 
gefäße = (1,505 + 0,022 . 2), 0016. 3056° 


= (1,505 + 8,712) 0,016 . 9330 — 1,927 Fuß. 
2) Welche Wafjermenge wird eine Röhrenleitung von 48 Buß Länge und 
2 Soll Weite bei 5 Buß Drudhöhe liefen? Es tft 








7906 V5- 116 
79V 1505 + 2388. 
V 15065 +2. * 
Vorlaͤufig — 0,020 angenommen, erhält man — 1138 1ER = 6,5, 


7,26 
aber d = 6,5 giebt richtiger & —= 0,0211, daher hat man genauer 
17, 17,678 
u = nn — 6,42 Buß, und das Waſſer⸗ 





quantum 0 — 0,7854 . 6 . 642 = 0,140 Cubitfuß — 242 Gubifjol. 
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3) Weldye Weite muß man einer 100 Fuß langen Röhrenleitung geben, bie 
bei 5 Buß Drudhöhe in jeder Secunde einen halben Cubikfuß Waſſer Liefert? 


Ee if d = 0,4817 W/1,5054F 1000) . CE = 0,8817 YO0IBa Fat. 
Setze ich vorläufig Z = 0,02, fo befomme ih d = 0,4817 /0,0254-+0,100, 
oder annähernd — 0,4817 0,100 = 0,30, alfo genauer 


d = 0,4817 %0,0225-0,100 — 0,4817 W/0,1225 =0,3165 Fuß — 3,8 Boll. 
Diefer Weite entfpriht der Querſchnitt F = 0,7854 . 0,3165° = 0,0787 Dua- 








indiakeite⸗j· 05 | „ 
dratfuß, die Gefchwindigfeit o — * * 0,0787 — 6,35 Fuß, und diefer wies 


‚der der Widerflandseoefficint Z = 0,0211. Führt man ben leßteren genaueren 


Werth ein, fo erhält man d = 0,4817 Y/0,1280 — 0,319 Fuß. 

Anmerfung. Berfudhe mit 2), und 4%, Zoll weiten orbinären Holzröhs 
ven haben dem Verfaffer ven MWiderftandscoefficienten 1,75mal fo groß gegeben, 
als bei den Metallröhren, auf bie fih die in den Tabellen des vorigen $. auf: 
geführten Werte beziehen. Während alfo 3. B. für die Gefchwinpigfeit von 
3 Buß bei Metallrögren Z — 0,0242 iſt, müffen wir ihn bei Holzröhren 
= 0,0242 . 1,75 = 0,04235 fegen; während wir im Beiſpiel 1. die Druckhöhe in 
einer 150 Zuß langen Metalfröhre 1,527 Zuß gefunden haben, wird fie bei einer 
glei weiten Holzröhre unter denfelben Umftänden 
h = (1,505 + 0,04235. 360) . 0,016 . 9,339 = 16,75 . 0,1494 — 2,50 Fuß 
betragen müffen. 


$. 368 *). Bei einer conifhen Röhre AD, Fig. 532, laͤßt ſich der 


Reibungswiderſtand auf folgende Weife finden. Es fei ber Convergenz⸗ 
winkel ACB der Roͤhrenwand —= 6, der Durch⸗ 
mefjer AB der Einmündung — d,, der Durchmefs 
fer DE der Ausmündung = d, ferner die Länge 
KL der Röhre = |, und die Ausflußgefchwindigkeit 
 (iDE)=v. 

In einem Abftande KM = x von der Ausmuͤn⸗ 
dung ift der Durchmeffer der Röhre 


NO=y=DE+2KMtang. 2 


= d-+ 2x lang. 2 
und daher die Geſchwindigkeit daſelbſt, da ſich 
v_t läßt 
v — * ſetzen ßt, 


2 


v 
uvm nn, 
Tan 3 
( 4 tang. ) 
Fuͤr ein Element NOPR des Roͤhrenſtuͤckes von ber Länge MO = dx 
ift daher die Widerſtandshoͤhe der Reibung: 





Lange 
Röhren. 


Kon 
Kayeen, 


Au 


Eonifite 
Rohren. 
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2 92 v? 
>) u 2 Zu ‚Z 
y 29 2® St 2g 
Bi 7 tang 2 
. —* La 


und es folgt die Resume ih Fi die ganze Röhre: 


a STE +77 tang. B3 


Nun ift u 
SCH m I ‘ +2 T 7 tang. 2) 
a SH mn ol 


cotang. ° ( 4 tang. daher 


I; AR 
⸗ ( 4 22 Lang. =) 


d ö 21 ö\-‘ 
= 9 cotang. zL — ( + 7 tang. oder 


__d _ d\* 
=z cotang. — 1: — =.) ]-: — colang. — 2 [- 2) I 


dad +21 ang. 2 den Durchmeffer d, der Einmündung ausdruͤckt. 
Es ift folglich die gefischte Widerſtandshoͤhe 


et. Fentung. [1 - (2) 
h=bya 8 cotang. 2 1 (2) 


AN\? ö 2 
=%e.[! — Z) | ortans, z . 5 


Iſt die Einmuͤndung viel weiter als die Ausmuͤndung, ſo kann man 


T= Null fegen, und erhält hiernach 
1 


hi 2. * 
— WG cotang. — 2° Pr) ; 
es hängt alfo in diefem Falle der Reibungẽwiderſtand gar nicht von der 
Laͤnge der Roͤhre ab. 
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Beifpiel Bei einem Feuerfpripenmundftüd AK, $ig. 533, ift der Conver⸗ Eonifche 
genzwinfel ber Ausmündung LK, d = 5°, und ber ber Ginmündung AK, 
4, — 18°, ferner die Weite der Ausmündung, d — 7 Knien, die Weite der 


Fig. 533. 


Röhren. 


Sinmündung d;, = 1%, Zoll = 18 Linien, und bie ganze 
Länge des Gußſtückes AK — I = 6 Soll 72 Rinien, wie 
groß iſt der Widerſtandscoefficient beffelben ? Setzen wir 
die Länge bes Ausmündungsflüdese KL — I, und die des 
Ginmündungsftüdes AL = 4, fo haben wir 

d, — d 


4 tk=lun dh tang. FtHetang di — 2 
in Zahlen, 

b 72 und tang 24° + L tang. 9 = !/,, 
ober 0,04362 4 + 0,15838 I, = 5,5. Hieraus folgt 

4 = 49,44 und I, = 20,56 Linien, und die Weite bei L, 


wo bie Kegelflaͤchen zufammenftoßen, 


d4=d+ 2, tang, Z = 7 + 2.49,44.0,04362 = 113 


Linien. Da dieſe Stelle abzurunden iR, möge aber d,—= 13 
Linien gefeßt werden. Nun folgt für das Ausmündungsftüd 


d 4 
[i u (z)] eotang. 5 = fl — (%4,)°] . cotang. 21° 
= 0,9159 . 22,904 = 20,98, 
und für das Ginmündungsftäd 
2 
[: — (63] cotang. * = [1 — (12,,)9 cotang. 90 
= 0,7195 . 6,314 = 4,92, 
daher if für das ganze Gußſtück die Widerſtandshöhe 
t d\* ee ce T 4 o' 
5 [2008 + 40. 57] — [208 +42.(5)] 5 
—2241 — 
2 
h = 0,056 . 27° db. i. über 5%, Procent ber Gefhwindigfeitshöhe, womit auch 
die angeftellten Berfuche übereinftimmen. 
$. 369. Eine Röhrenleitung mündet entweder in freier Luft oder UNFREHrenteitung. 
ter Waffer aus. Beide Fälle find in den Siguren 534 und 535 abge: 
Fig. 534. dig. 535. 








g 
— — 28. —, und wenn man — 0,02 annimmt, 
29 29 








bildet. Im erften Falle ift ats Druckhoͤhe h der Niveauabitand BC beis 
der MWafferfpiegel, im zweiten aber die fenkrehte Tiefe BO der Ausmüns 
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Rötentetung bung O unter dem Wafferfpiegel A des Zuflußapparates anzunehmen. 
Behält nun die Röhre Überall eine und dieſelbe Weite d, fo finden in bei 
den Faͤllen die im $. 367 entwidelten Sormeln ihre unmittelbare Anwen: 
dung, vewengert oder erweitert fich aber die Röhre an einer Stelle, fo bat 
man ed mit verfchiedenen Röhrengefchwindigkeiten zu thun, und es ift da⸗ 
ber der Reibungswiderftand für jede Röhre befonders zu berechnen Einen 
foihen Fall bietet z. B. die Wafferleitung in Sig. 535 mit einem fprin: 
genden Strahle dar, wo das Mundſtuͤck O enger ift ale die Zuleitungs⸗ 
roͤhre BLM. Setzen wir, tie gewoͤhnlich, die Ausflußgeſchwindigkeit 
— v, die Weite der Ausmändung O — d, die Weite der Röhre aber 
— d,, fo haben wir die Gefhwindigkeit des Waſſers in derfelben 


v= (2) v, und bezeichnet nun noch /, die Ränge der Röhre ALM 
1 . 
und & den Reibungecoeffileneen, ſo folgt die entſprechende Reibungshoͤhe 
ı fd\ © 
£e- _ — 
—R—— * 6) 29 
Iſt nun noch &, der Widerſtandscoefſicient für das Einmuͤndungsſtuͤck 


K und &, der für das Ausmündungsftäd, fo ift der Drudhöhenverfufl, 
welchen das erflere verurfacht, 


by -=4(2) 3 7 
dagegen ber, welcher aus der —* durch das zweite entſpringt, 


R= = 6 25 
und hiernach hat man nun das sone Gefaͤlle 
ve d 
= rk | 1424 2) +6 (2) + %& 
und umgekehrt bie XAusflußgefhroindigkeit 


= f r * a 
+2 +&)(7) +& 


Die Mund» oder Ausgußſtuͤcke muͤſſen zur Erzielung einer großen 
Steighöhe nicht bloß dem Waſſer einen möglichft Meinen Widerfland dar: 
bieten, fondern auch das Ausftrömen in möglichft parallelen Fäden bewir: 
Een, bamit diefelben beim Auffteigen einen langen zufammenhängenden 
Strahl bilden, der durch die Luft weniger geflört wird als ein zerrifjener 
Strahl. Aus diefem Grunde zieht man die Burzen cplindrifchen oder 
wenig conifchen Mundſtuͤcke mit abgerundeter Einmündung den Ausmün- 
dungen in der dünnen Wand oder den nad ber Geſtalt des contrahirten 
Waſſerſtrahles geformten Mundftäden vor, obgleich fie einen wenig groͤ⸗ 
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Beren Gefchtwindigkeitsverluft verurfachen als biefe. Die Knoten undmspenteinmg. 
Baͤuche, welche der aus den letzteren Mündungen kommende Strahl bils 

det oder zu bilden fucht, geben ber Äußeren Luft mehr Gelegenheit zum 
Eindringen, als ein cylindrifcher Strahl. 


6. 370. Aus der Gefchwindigkeit v, mit welcher das Waffer aus ei: Springease 
nem Mundbſtuͤcke ausftrömt, laͤßt ſich auch die Höhe berechnen, auf welche Fi" 
der Strahl auffteigt. Iſt d der Neigungsmwinkel bes Strahles gegen ben 
Horizont, fo hätte man, wenn dem auffteigenden Steahle keine Hinder⸗ 
niffe entgegen fländen, die Steighöhe (f. $. 38): 

__ v2sın.Ö? 
29 ° 
Da jedoch die Luft und, zumal bei einem ganz fenkrechten Strahle, auch 
das zurüdfallende Waffer dem Auffteigen des Strahles hinderlich find, 
fo fäut die effective Steighöhe noch etwas Kleiner aus. 

Bei Strahlen, welche der Verfaffer durch kreisfoͤrmige Mündungen in 
der dünnen Wand, oder durch kurze cplindrifche oder wenig conifche Mund- 
ftüde von 1 Gentimeter Weite fließen und obngefähr 13%, Fuß, jedoch 
nicht ganz ſenkrecht in die Höhe fleigen ließ, war der Widerfland der Luft 
noch unmerklich, fiel wenigftens die effective Steighähe 8 noch nicht 


2 
Fuß Meiner aus ale die Geſchwindigkeitshoͤhe 37° Nah Mariotte, 


ber hierüber mehrere Verſuche angeftellt hat (f. deſſen Grundlehren der 
Hydroftatit und Hydraulik, deutfh von Meinig, 1723), ift für eine 
treisförmige Mündung von 6 Linien Weite bei einer Druckhoͤhe von 
26,08 Fuß die Steighöhe 24,21 Fuß, und bei einer Drudhähe von 
34,96 Fuß die Steighöhe 31,71 Fuß; nun beträgt aber der Widerſtands⸗ 
coefficient für dieſe Mändung (f.$.347) mindeftens 5 Procent, folglich ift 
die der erften Druckhoͤhe entfprechende Geſchwindigkeitshoͤhe 


v2 26,08 
2 105 Bd Buß 
und die ber zweiten 
u” __ 34,96 
>y 788 1657 — 33,30 Fuß, 


und der Verluft an Steiyhöhe, im erften Kalle 
2 
57 = 4,84 — 24,21 = 0,68. Fuß, 
und im zeiten 


2 ‚ — 
5 — s = 33,30 — 31,71 = 1,59 Fuß; 





540 Schster Abſchnitt. Drittes Kapitel. 
Eoringende oder im Verhaͤltniß zur Steighöhe s: 


Strahlen, 
v2 ) — 0 ‚63 __ 
29° : = 7, 0926 und 
1,59 _ 
som 31,71 —— 0,050. 
2 
Setzt man =s(1 +xs), fo erhält man nad dieſen Angaben 
für das Parifer Fußmaaß im Mittel den Corfficienten 
; 2 
— 29 — s) :5? = 0,0013, und daher 
% —_ 5 (1 +0,0013 8 
2 9 5 ( + ); 


und umgekehrt, u 
2 
=, (1 - 0,0013 . se 


Beifpiel. Wenn bei einem Springbrunnen die Leitungsröhre 350 Fus 
lang und 2 Zoll weit if, wenn ferner das conifhe Mundflüd defielben Y, Zell 
weitift, und den Wiberftandscoefficienten &, — 0,08 hat, wie body wird bei einer 
Drudhöhe von 40 Fuß der Strahl fpringen, vorausgefeht, daß außer der Rei: 
bung alle übrigen Röhrenwiderflände Hein genug find, um fie vernadläfftgen 
zu fönnen. Es ift hier, wenn man = 0,0235, 0, 0, 


Sig. 536. 
| a\‘ 
| ba = 0,08, (2) = U = Yan 
ı __ 350 
und 2 = 37 —2U100 fehl, 


die Höhe BA NL. 


u I+t2 @ )+ F 
0“ 
— 508002. 2100. Ya En 
= 31,08 Fuß, und daher die zu erwartende Steighoͤhe 
bei ruhiger Luft 
s = 31,08 (1 — 0,0013 . 31) = 31,08 — 1,25 
— 29,83 Buß. 


Anmerkung”. Unter der Borausfeßung, daß 
die Luft dem auffteigenden Waſſerſtrahl ebenfo entgegen: 
wirkt, wie die Flaͤche einer Röhre, laͤßt fi die Steig: 
Höhle s wie folgt beſtimmen. If « die Geſchwindigkeit 
und y die Weite DE des Strahlee ABC, Fig. 536. 
| im Abflande KL = z von der Mündung, fo bat man 
ohne Rüdfiht auf die S etörung der Luft 

ve. w* 


2% 29 ’ 
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oder, da vtd = w'y zu feßen iſt, Epringende 


— - 


Iſt T der Wiverfiandscoefficient der Luft, fo hat aan aber den entfprecdhenden 
Berluf an Steighöhe 


— — — — -:/3 2 I ).3 * 2, Gersl. 6. 3689). 
und es iſt daher 
— —* — En 
Nun iſt aber annähernd 
o® 2 
Ya = — d!. 2 9) ns 722 
daher folgt nun fchärfer 


--[1-(5)]; -efha. —— — 
- [1-9]; ee Dt 
1-15 Or") 

(Ol) 
Für den ganzen ein bat man aber z = s, und (5) nabe = 0, weshalbnun 
= (1-% Em >) .> 5, fo mie umgelehrt 


‚vo? i s. 
— (1+% 5%) bigst. 
Bei den Berfuhen von Mariotte war d= Y, Boll = Y, Buß, daher iſt 
YE.-Z=U.%e= 0008 5 b.i. 


a ke und 


a (1 4 0,000054 #) zu feben. 


Sig. 537. $. 371. Die Drudvers Yirzemeier. 
Iufte, weldye das Waffer 
in einer Roͤhrenleitung 
ABCDE, $ig. 537, durch 
PVerengungen, Reibung 
u. f. mw. erleidet, kann 
man dur die Wafferfäus 
len meffen, welche fi in 
ſenkrecht aufgefegten Roͤh⸗ 
ven BK, CM, DO erhal⸗ 





Pie zomerer. 


542 Sechster Abſchnitt. Drittes Kapitel. 


ten, die man, wenn fie lediglich zu dieſem Zwecke dienen Pizometer nennt. 

Iſt v die Geſchwindigkeit des Waſſers an der Stelle B, Fig. 537, 
wo ein Piezometer einmuͤndet, Jddie Länge, d die Weite des Roͤhrenſtuͤckes 
AB, h die Drudhöhe oder die Tiefe des Punktes B unter dem Waſſer⸗ 
fpiegel, ift ferner &, der Widerftandscoefficient für den Eintritt aus dem 
Refervoir in die Röhre, und E der Reibungscoefficient, fo hat man für 
den, den Drud in B meffenden Piezometerftand 


I 
s=h—-(1+6+t7 7 

Iſt die Länge eines Roͤhrenſtuͤckes BC j und das Gefälle deſſelben 

— h,, fo hat man ben Piezometerftand in C: 

„=h+th—(1+6 +7 +64)5 
und baher die Differenz der Piezometerflände: 
u —3:3=h—|$ 7° 37 umgekehrt folgt daher die Wider: 
ftandshöhe des Röhrenftüädes BC: 

2 

67 Er — M1 43 — 2, = Gefälle des Röhrenflädes 
plus Differenz ber Piezometerftände. 

Man erfieht hieraus, daß die Piezometer dazu dienen koͤnnen, die Wir 
berftände, welche das Waſſer in den Möhrenleitungen zu überwinden hat, 
zu meffen. Befindet fi in der Roͤhre ein befonderes Hinderniß, bat 
ſich 3. B. ein Meiner Körper in derſelben feflgefegt, fo wird biefes fo- 
gleich durch das Sinken des Piezometerftandes angezeigt und die Größe 
des erzeugten Widerftandes ausgebrüdt werden. Die Wiberftände, welche 
durch Megulirungsapparate, wie Hähne, Schieber u. f. w., von mel: 
chen im folgenden Kapitel die Rede ift, erzeugt werden, laffen fich eben: 
falls durdy Piezometerftände ausdruͤcken. So fteht 3. B. das Piezometer 
in D tiefer, als das in C, nicht allein wegen ber Reibung bes Waſſers in 
dem Nöhrenftüde CD, fondern auch wegen der Verengung, welche der 
Schieber S in diefer Röhre hervorbringt. Iſt bei völlig geöffnetem Schie: 
ber die Differenz NO ber Piezometerftände — h,, und bei eingeftelltem 
Schieber aber — h,, fo giebt die neue Differenz oder Senkung h, — h, 
die Widerftandshöhe, melde dem Durchgange des Waſſers durch den 
Schieber entſpricht. Endlich läßt fich audy aus dem Piezometerftande die 
Ausflußgefhmwindigkeit berechnen. Iſt der Piezometerfliand?. PQ = 
die Länge des legten Roͤhrenſtuͤkes DE — I und die Weite beffelden 
—=d,fo dat man: 


s=t- n. 2 und daher v — V=VT FR 
34 


2° 
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Deifpiel, Iſt der Piezometerfiand PO — z, Big. 537, %, Buß, und die Yizyomaer. 


Länge der Röhre DE, vom Piezometer bis zur Ausmänbung gemefien, = 150 
Zuß, die Röhrenweite aber 314 Boll, fo folgt die Ausflußgeſchwindigkeit 





55905 
oe = 7,906 10 20085” 7,906 . 0,2415 = 1,91 &uß, und bie 
Ausflugmenge (0 — (5). 1,91 — 0,127 Gubiffuß. 


Anmerfung. Die Bewegung des Waſſers in einer Röhrenleitung kann 
fehr Leicht dur Luft geflört werden, welche fich entweder aus dem Waſſer ent- 
widelt, ober von außen einbringt. Damit Feines von beiden eintrete, muß bei 
der Anlage der NRöhrenleitung dafür geforgt werben, baß der Drud an jeder 
Stelle derfelben pofitiv bleibe, oder vielmehr den Atmoſphärendruck übertreffe, 
alfo in jedem der Piözometer eine gewiffe Wafferfäule ſtehe. Hiernach ift alfo 

2 
ſtets nöthig, daß A >> (. +4 +3 25 fei; daß z. B. der Wafferfland in Zu⸗ 
flußrefervoir mindeftene die Geſchwindigkeitshöhe des Waſſers in der Röhre über: 
treffe. Außerdem ift zu befürchten, daß bie Röhre in einem Wirbel Luft nach⸗ 
fauge. 


Biertes Kapitel, 


Bon den Binderniffen des Waſſers beim 
Durchgange Durch VBerengungen. 


8. 372. Beränderungen in. dem Querfchnitte einer Röhre oder eines 
anderen Ausflußrefervoirs geben auch Veränderungen in der Geſchwindigkeit 
des Waſſers. Die Geſchwindigkeit iſt dem Querſchnitte des Waſſerſtromes 
umgekehrt proportional; je weiter das Gefaͤß iſt, je kleiner iſt die Geſchwin⸗ 


Ploͤtliche 
Erweiterung. 


digkeit, und je enger das Gefäß, je größer die Geſchwindigkeit des durchflie: . 


ßenden Waſſers. Aendert fich der Querfchnitt eines Gefäßes plöglich, mie 
Fig. 538. 3. B. bei der Röhre ACE, Fig. 538, 

fo tritt auch eine plögliche Geſchwindig⸗ 
feitöveränderung ein, und hiermit ift 
wieder ein Berluft an lebendiger Kraft 
oder ber entfprechenden Abnahme an 
Drud verbunden. Diefer Verluft laͤßt 
fidy genau fo berechnen wie der Arbeitöverluft beim Stoße unelaftifcher Körs 
per (f. 8.275). Jedes Waſſerelement, welches aus der engeren Röhre BD 
in die weitere Röhre DG tritt, flößt gegen die langſamer gehende Waffer: 
maffe in dieſer Röhre und geht nach) dem Stoße mit diefer vereinigt fort. 
Genau fo ift e8 aber auch bei dem Zufammentreffen feiter und unelaſtiſcher 
- Körper, auch diefe Körper gehen nach dem Stoße mit einer gemeinfchaftli= 





Piẽdlich⸗ 


@rmeiterung. 


544 Sechster Abfchnitt. Niertes Kapitel, 
chen Sefchwindigkeit fort. Wenn wir num gefunden haben, daß der Ar: 
beitsverluft beim Stoße diefer Körper L = —E ———— iſt, 
29 G+% 
fo koͤnnen wir hier, da das floßende Wafferelement G, unendlich Bein ift 
gegen die geftoßene Waffermafle (,, fegen: Z = rs G,, und 
folglich den entfprechenden Verluſt an Drudhöhe: A — re 
Es entſteht alfo dburd bie piößgliche Geſchwindigkeits⸗ 
veränderung ein Druckhöhenverluſt, welcher durch bie 
dieſer Veränderung entſprechende Geſchwindigkeitshoͤhe⸗ 
gemeſſen wird. 
Iſt nun der Querſchnitt der einen Röhre AC, = Fi, und der Quer: 
fchnitt der andern Röhre CE, — F, die Geſchwindigkeit des Waſſers in der 


erften Röhre = r, und bie in ber andern = v, fo hat mn u, = 7. 
1 


daher den Druckhoͤhenverluſt beim Uebergange aus einer Roͤhre in die andere 
2 v2 
= (F 1) 27 
und den entiprechenden, ſchon von Borda gefundenen Widerſtandscoeffi⸗ 


F 2 
ienten = I — 1). . 
ciente [d ( ) 
Die hierüber angeftellten Verſuche des Verfaffers ftimmen mit der Theo⸗ 
Fig. 539. tie gut überein. Damit die Röhre 


DG vom Waffer ausgefüllt werde, 
ift es nöthig, daß fie nicht fehr kurz 
und nicht fehr viel weiter fei, ale die 
Röhre AC. Diefer Verluſt ver: 
fhtwindet, wenn, wie Fig. 539 res 
präfentirt, durch Abrundung der Kanten ein allmaͤliger Uebergang aus der 
einen Roͤhre in die andere herbeigefuͤhrt wird. 





Anmerkung. Die gefundene Druckhoͤhe a, = (- 3 —— fann 


natürlich nicht fpurlos verloren gehen, man muß vielmehr annehmen, 9 die ihr 
entſprechende mechaniſche Arbeit auf bie Zeriheilung und die wirbelnde Bewegung 
der vorher ein Continuum bildenden Waſſertheile verwendet wirb. 


Beifpiel. Wenn der Durchmeffer der einen Röhre in der Zufammenfepung 
von Fig. 538, noch einmal fo groß ift, ale der der andern Nöbre, fo ift 


7 * (Y,)° = 4, daher der Widerſtandscoefſficient ¶ — (4 — 1)2 = 9 und bie 
| 
entfprechende Widerftannshöhe für den Uebergang aus der engeren Röhre in bie 
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weitere = 9. =. SR die Geſchwindigkeit des Waflers in ver letzteren Roͤhre Yrermgung. 
— 10 Fuß, fo folgt die Widerfiandshöhe = 9. 0,016. 10? — 14,4 Fuß. 
6. 373. Eine ploͤtzliche Gefchmwindigkeitsveränderung tritt auch dann 
ein, wenn das Waffer aus einem Ge: 
Big..540. J faͤße AB, Fig. 540, in eine engere Röhre 
. DG tritt, zumal wenn an der Eintritt 
ftelle CD ein Diaphragma figt, deffen 
Oeffnung noch Meiner ift, als der Quer: 
fchnitt des Rohres DG. Iſt der In» 
halt der Verengung — F,, und «@ der 
Gontractionscoefficient, fo hat man den 
Querſchnitt Fr, des contrahirten Waſ⸗ 
ferftrahlee = & F,, und ift dagegen F der Querfchnitt des Rohres und 
v die Ausflußgefchwindigkeit, fo findet man die Geſchwindigkeit im contra: 


bieten Querſchnitte F,:v, = YA v, daher den Druckhoͤhenverluſt beim 
Uebergange aus F, in F abe aus v2 ” v: 


(vV⸗ —v) ( F 
— 297 *6 AT — 1 2g’ und ben entiprechenden Wider: 


ftandscoefficienten: & = (Fr — *. 
Ohne Diaphragma erhaͤlt man eine 
Big. 541. bloße Anſatzroͤhre, Fig. 541, daher iſt hier 
F=F, unb =(£ — 1) . 
Nimmt man «0,64, fo erhält man 


— 0,64 
7 — 
tele — UM = 0,316. 
Nun ift aber der Miderftandscoefficient 
für den Durchgang duch eine Müns 
dung in der dünnen Wand ohngefähr 0,07, daher hier, wo das Wafler 
— mal fo fchnell ausfließt, als im en Duerfchnitte, die entfpre: 
0 
a" 2g 











ende MWiderftandshöhe — 0,07 . (2 2). — 0,07. 


— 0,171 > D V beider Widerſtaͤnd 
0,41 755 — urch Vereinigung ider Wide e 


erhält man die ganze MWiderftandshähe für den Ausflug durch eine kurze 


y2 v2 eo? 
Anfagröbhre = 0,316 or ; + 0,171 *7 = 0,49. prä während wir 
v2 — 
oben 0,50 37 — haben. 


Weisbach'“s Mechanik. 2te Aufl. 1. Bd. 35 


Verengung. 


@influß 
Me unvolls 
kommenen 


Contraction. 
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Verſuche uͤber den Ausfluß des Waſſers durch eine Anſatzroͤhre mit ver: 
engtem Eintritte, wie Fig. 540 vorſtellt, haben den Verfaſſer auf Folgen⸗ 
des gefuͤhrt. Der Widerſtandscoefficient fuͤr den Durchgang durch ein 
Diaphragma und fuͤr den Anſchluß an die weitere Roͤhre kann durch die 


2 
Formel $ = (Z — 1) ausgedrückt werben, es ift aber zu fegen: 
1 





sis 0,614 [0,612 |0,610|0,607 10,605 [0,603 [0,601 [0,598 | 0,596 
und folgt 


sası nor oe 1non oam 0,480 








Ss buszlaooo 700012 





Hiernach ift z. B. in dem Falle, wenn ber verengte Querfchnitt halb 
fo groß ift, als der Querfchnitt der Röhre, der Widerftanbscoefficient 
& == 5,256, d.h. der Durchgang durd) diefe Verengung nimmt eine Druck⸗ 
höhe in Anſpruch, weiche 5Y,mal fo groß ift, als die Geſchwindigkeitshoͤhe. 


Beifpiel. Welche Ausflußmenge giebt der in Fig. 540 abgebildete Apparat, 
wenn bie Drudhöhe 1%, Fuß, die Weite der Freisförmigen Verengung 1%, und 


bie ber Röhre 2 Boll iR? Hier Hat man . — (A) en: 
u = (= Y%s 

— 0,56, daher « = 0,606, und = (3-4, 0,606 — — Ca) 

= (Fr 26 — 3,74. Setzt man nun = (1 + 9) 5 „‚ fo erhält man bie 


Aueflußgeſchwindigkeit o — — = nn — 4,45 Fuß, und folglich 


j 2 
das Ausflußquantum Q = Tr = T .4.12.445=53,4.n = 168 @ubitzofl. 


$. 374. Bei dem im legten Paragraphen betrachteten alle kommt 
Fig. 542. 


das Waffer aus einem großen Gefäße, es 
konnte daher die Contraction als eine voll: 
fommene angefehen merden, ift aber der 
Duerfchnitt des Gefäßes oder des an der 
Verengung ankommenden Waſſerſtromes 
nicht ſehr groß in Anſehung auf den Quer⸗ 
ſchnitt F,, Fig. 542, der Verengung, fo 
ift die Contraction eine unvollkommen⸗ 
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unb baher auch der entfprechende Widerflandscoefficient Heiner, als in dem 


Einfluß 


oben unterſuchten Falle. Gelten die vorigen Bezeichnungen, ſo hat man — 


auch bier bie Widerſtandshoͤhe oder die durch den Durchgang durch F, ver⸗ 
2 92 

zehrte Druckhoͤhe h = 65 — 1) ri nur hat man für « verän- 

derlihe, und zwar um fo größere Zahlen einzufegen, je größer das Ver⸗ 

haͤltniß 7 zwifchen dem Querfchnitte der Verengung und bem der Zu: 


leitungsröhre AB ift. Befindet fih das Diaphragma CD in einer gleich: 
weiten Röhre AG, Fig. 543, fo findet ganz biefelbe Beftimmung ftatt, 
nur hängt hier der Coefficient « 


Fig. 543. 


F, 
von F ab. 


Nah den vom Verfaſſer hierüber 
angeſtellten Verfuchen hat man in 
| der Sormel E = ( — 1) für 
die Widerſtandscoefficienten zu fegen. 








und es folgt 


| basalarzr 17,50 7,801 13,753 ]1,796 0,060 ! 0,000 




















0,797 — 2* 





Dieſe Verluſte werden vermindert, wenn man durch Abrundung der 
Fig. 544. Kanten die Gontraction vermindert 
Ober aufhebt, und fie laffen fich faft 
ganz befeitigen, wenn man, tie 
dig. 544 repräfentirt, ein fich all» 
mälig erweiterndes Rohr MN, ein: 
ſetzt. 
Beiſpiel. Welche Drudhöhe wird erfordert, damit der in Fig. 545 auf 
folgender Seite abgebildete Apparat in der Minute 8 Eubiffuß Waſſer liefere? 


ar die Weite des Diaphragma A, = 1Y,, die Weite der Ausflußröhre DE — 
2 Zoll und die untere Weite der Zuflußröhre AC — — Zoll, ſo hat man 


>= (2) - Y, daher « = 0,637, ferner £ = (7) =(Y='%, 
35 * 





Contraction. 


@infink der 

unvelfommee 
nen Con» 
iraciion. 
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Fig. 345. und den Widerſtandscoefſicienten 
e — 16 ⸗ 102678* 
Die Ausflußgeſchwindigkeit folgt nun 






KR 410 __48 12 
IE n.d* DB. 757 
Kur = 6,112 Fuß, 

a baher die in Frage ſtehende Druckhoͤhe 

TE F 8 

AR k=(49 2 = 4.207 . 0,016 . 6,112° 

r BANN <; = 251 Buß. 

EN: 


$. 375. Beſondere Hinderniffe ftellen fi der Bewegung des Waffers 
in Röhren entgegen, wenn diefelten gekruͤmmt find oder gar Knie: 
bilden. Diefe MWiderftände laſſen ſich nicht mit Sicherheit theoretiſch be: 
flimmen, und mußten daher, wie fo viele andere Ausflußverhältniffe auf 
dem Wege der Erfahrung unterfucht werten. 

Bildet eine Röhre ACB, Fig. 546, ein Knie, fo trennt fich der Strabi 
in Folge der Gentrifugalkraft von der innern Flaͤche des zweiten Möhren» 
ftüdes; es hört, wenn dieſes Stud kurz iſt, der volle Ausfuß auf, 
und es fällt deshalb auch die Ausflußmenge Meiner aus, als bei einer 


Fig. 546. 





a 
& „ 77 
\ “Hi | 
1 — 
* | 
- —— = 


gleich langen geraden Roͤhre. Iſt aber das aͤußere Städ CB der Anie: 


röhre ACB, Fig. 547, länger, fo bildet fich hinter dem Knie C ein Wir: 
bet S, und es tritt bei wieder gefülltem Querfchnitte eine verminderte 
Ausflußgefhtwindigkeit v ein. Diefe Verminderung der Ausflußgeſchwin⸗ 
digkeit ift genau fo zu beurtheilen, wie der Widerftand, welchen Berengun: 
gen in Möhren bewirken. Iſt F der Querſchnitt der Röhre und F, der 
Querſchnitt des contrahirten Strahles bei S, fo hat man ben Gontrac: 


tionscoefficienten beffelben: & — m 








Bon den Hindernifien des Waſſers beim Durchgang durch Verengungen. 549 
und daher den entfprecyenden Widerfiandscoefficienten: 


F 2 1 2 
=(F = 1) =(; > 1). 

Der Contractim&coefficient & und folglich auch ber entſprechende Wi⸗ 
derftandscoefficient &, hängt von dem Bricols oder halben Ablen» 
tungswintel ö = ACD = BCE = 1,BCF, $ig. 546, ab, und 
e6 ift nach den Verfuchen, welche der Verfaſſer in großer Anzahl hierkber 
angeftellt bat: 

£ = 0,9457 sin. 6? + 2,047 sın.öt 
zu feßen. | | 

Folgende Bleine Tabelle enthält eine Reihe von nach biefer Kormael bes 
rechneten Widerftandscoefficienten für verfchiedene Bricolwinkel: 





o|»|» es ss 1 0. | os | m 


| 


0,984 120 1,556 — 2* —*X* las 





t oois Io,120 0,364 oo 


Man erficht hieraus, daB durch die Knieröhren der lebendigen Kraft 
des Waffers in Röhren bedeutende Verlufte ermachfen. Iſt 3. B. das 
Knie ein rechtwinkeliges, alfo ö6 —= 45°, fo hat man hiernach den durch 
daffelbe herbeigeführten Drudhöhenverluft : 


2 «2 
—E * 01884 . >, 
ö 29 29 
alfo ziemlich gleich der Geſchwindigkeitshoͤhe. 


Stoßen an ein Knie ACB, Fig. 548, noch andere Kniee ohne längere 
Zwifchenröhre, wie 3. B. aus Fig. 549 und Fig. 550 zu erfehen ift, fo 


Kig. 548, Fig. 550. - 





treten ganz befendere, jedoch leicht erflärliche Ausflußverhaͤltniſſe ein. 
Das zweite Knie BDE, Sig. 549, melches den Strahl nad derfelben 
Seite hin ablenkt, wie das erſte ACB, bringt keine weitere Gontraction 


Knierdhren. 
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Rnierpien. des Strahles hervor, es ift daher auch bei vollem Ausfluffe bier & nicht 
größer als für ein einfaches Anie ACB. Lenkt aber das Knie BDE, 
Fig. 550, den Strahl auf die entgegengefegte Seite, fo ift die Contraction 
eine doppelte, und baher auch der Widerflandscoeffictent doppelt fo groß 
al& bei einfachem Knie. Wird endlih BDE fo an ACB gefest, daß DE 
rechtwinkelig auf ACBD zu fliehen kommt, fo ſtellt fi F ohngefähr 1%, 
mal fo groß aus al& bei dem Knie ABC allein. 


Big. 551. Deifpiel. Wenn eine Ri 
— renleitung BLN, Fig. 551, ven 
150 Fuß Länge und 5 Zell 
Weite, welde in der Minute 
25 Cubikfuß Waſſer liefern foll, 
zwei rechtwinkelige Kniee entHält, 
e = man bie nöthige “Drud: 

o 





h=(1,505-48,71124+2-0,984).- 
= 12,185.0,1499 —= 1,82 Fuf. 
(Bergl. Beifpiel 1 ;u $. 367.) 

Kcorfrönen. 6. 376. Gekruͤmmte Röhren geben unter Übrigens gleichen Wer 
hältniffen viel kleinere MWiderftände als unabgerundete Knieroͤhren. Aud 
fie veranlaffen in Folge der Eentrifugalkeaft des Waſſers eine partiehe 
Gontraction des Wafferftrahles ABD, Fig. 552, fo daß, wenn fid) an die 
krumme Röhre keine längere gerade Röhre anfchließt, der Querfänitt F, 
des Strahles bei feinem Austritte kleiner ift als ber Querfchnitt F’ der Röhre. 

Big. 532. Sig. 553. 


— — — — — — 





Endigt ſich aber der Kropf ABD, Fig. 553, in einer laͤngeren geraden 
Roͤhre BE, fo bilder ſich wieder ein Wirbel S und es findet auf Unkoſten 
der lebendigen Kraft des Waſſers wieder ein voller Ausflug des Waffer: 


ftatt. Iſt der Contractionscoefficient za = a, fo haben wir audy den 


2 
Goefficienten des Krümmungswiderftandes — (— — ) 
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Der Contractionscoefficient & hängt von dem Verhaͤltniſſe * der hal⸗ Kierfrobeen. 


-beſn Roͤhrenweite BM=EM= a, und dem Kruͤmmungshalbmeſſer CM=r 
der Nöhrenare ab und läßt fi annähernd auf folgende Weiſe theoretifch 
:  beftimmen. ft v die Gefchwindigkeit des Waffers beim Eintritt in den 
- Kropf und v, die des zufammengezogenen Waſſerſtrahles, fo hat man 


vuF,=vF, daher vu, = 5 v, und demnach die ben Drud in BE 


meſſende Druckhoͤhe — * = IE ni ) - J5 — g Diefe 
' 1 


Höhe mit 1 und y SE — ſich der Druck des Waſſerſtrahles 
bei E auf die Flaͤcheneinheit nad) en Richtungen hin: 


==) - 1177-1 - 1125, 


Da nun die Eentrifugalfraft des en an der converen Seite dem 
Drude p entgegenwirkt, fo iſt es möglich, daß fie denfelben hier ganz aufs 
heben fann. In diefem Falle wird aber auch die äußere Luft eindringen 
und fich der Strahl ganz von der converen Seite losziehen, wie aus ben 
Figuren 554 und 555 zu erfehen ift. Die Eentrifugalkraft eines Waffer- 


Sig. 594. Big. 555. 





5 Se nn ee ul * 





prismas von der Länge BEMÆA 2a und dem Querfchnitte 1 iſt bei 
5 

dem Krümmungshalbmeffer CM = r, g= 7 . 2ay, fest man da⸗ 

| 4a 


9 
9 


M 7 2 
daher ber Contractionscoefficient «a = \V m 1a’ und ber Wider: 
ftandecoefficient bei vollem Ausfluffe: 


(VER) 


ber p = g, fo folgt die Bedingung bes Losreißens: m 1= 
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Ketten. Da bei dieſer Entwicklung nur eine mittlere Geſchwindigkeit und ein 
mittlerer Krümmungshalbmeffer- zu Grunde gelegt wurde, fo kann fie na⸗ 
türlich auch nur auf eine annäbernde Bellimmung von « und & führe. 

Aus den Verfuchen bes Verfaſſers und aus einigen Beobachtungsreſul⸗ 
taten Du Buats bat aber der Verfaffer für den Widerſtandscoefſicien⸗ 
ten beim Durchgange des Waſſers durch Kröpfe folgende empirifche For⸗ 
meln abgeleitet: 

1) für Kröpfe mit kreisfoͤrmigem Querfchnitte: 


— 0,131 + 1,847 (2 A, 
2) für Kropfröhren mit rectangulären Querfchnitten : 
€ = 0,124 + 3,104 (2)? 
Nach diefen Formeln find folgende Tabellen berechnet worden: 


Tabelle ll. 


Coefficienten des Kruͤmmungswiderſtandes bei Röhren mit kreisfoͤrmigen 
Querfchnitten. 










0,138 | 0,158 | 0,206 | 0,294 





0,440 jo 0,977 2 1,978 





Zabelle 1. 


Coefficienten des Kruͤmmungswiderſtandes bei Roͤhren mit rectangulaͤren 
Querſchnitten. 


2101 [02 03 04 | 05 | 06 | 07 }08 | 09 E 


r 


L Ma ons — * 





0,643 | 1,015 | 1,546 | 2,271 3,228 





0,250 | 0,398 


Hiernach fieht man, daß bei einer runden Röhre, deren Krämmungs: 
balbmeffer 2mal fo groß ift, als der Röhrenhalbmeffer, der Widerſtands⸗ 
coefficient = 0,294, und bei einer Röhre, deren Krümmungshalbmeffer 
mindeſtens 10mal fo geoß ift, als der Dalbmeffer des Querfchnittes, die: 
fer Eoefficient — 0,131 ausfält.. 

Um die Gontraction des Waffers in einer frummen Röhre ABD, 
Sig. 556 a. f. S., zu verhindern, ift der Querfchnitt der Röhre allmälig 
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fo zu verengern, daß der Querſchnitt DZ = F, der Ausmuͤndung zum 
i | Ä 1 
Querſchnitte BE —= F der Einmündung im Verhältniffe « = 





zu flehen kommt. 


Stößt an den Kropf BD, Kig. 554, noch ein anderer an, welcher den 
Strahl nach derfelben Seite noch weiter ablenkt, bildet 5. B. die Möhrens 
are einen Halbkreis wie BDE, &ig. 557, ſo aͤndert ſich die Contraction 

Fig. 598. 
Fig. 556. Big. 551. 





nicht, es behält alfo auch « und £& nahe denſelben Werth wie bei der 
Roͤhre in Fig. 554, welche nur einen Quadranten einnimmt; ſchließt ſich 


Kropfroͤhren. 


Vt1 | 


dagegen ein Kropf DE, Fig. 558, an, welcher nach der entgegengefegten 


Seite ablenkt, fo bifdet fich vor biefem ein Wirbel S und es tritt in dem: 


ſelben eine zweite Zuſammenziehung des Strahles ein, wodurch der Wi: 


derftand (&) nahe verdoppelt wird. 


Beifpiel. Wenn die NRöhrenleitung BLM, Fig. 559, im zweiten Bei- 
Sig. 559. fpiele des 8. 367 noch fünf 

Kröpfe zu je 90° enthält, und 

der Kürmmungshalbmefier eines 
jeden 2 Zoll beträgt, fo hat man 


* = und nach ber erſten 


der obigen Tabellen der entſpre⸗ 
chende Wliderſtandscoefficient 
0,204; folglich für alle 5 
Kröpfe 55 = 1,47, und baher 
bie Geſchwindigkeit des ausflies 
ßenden Waflers flatt 





TER, _ 942 Juß, 


V758 
17,678 17,678 
— — — — 
— 582 + 1,47 "9,052 
und es if nım bie Ausflußmenge pro Secunde: 
Q = 0,7854 . 4 - I876 = 0,1282 Eub.- Fuß = 221 Eub.sgoNl. 


— 9,876 Fuß, 
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Shin, 6. 377. Um den Ausfluß des Waſſers aus Roͤhren und Gefäßen zu 


Klapıın. veguliren, werden Schieber, Hähne, Klappen .und Ventile angewendet, 
wodurd fi Verengungen erzeugen laffen, meldye dem Durchgange des 
Waſſers Widerftände entgegenfegen, die fich auf ähnliche Weife wie die 
in den legten Paragraphen abgehandelten Verluſte beflimmen laffen. Da 
aber hier das Waſſer noch befondere Richtungsänderungen, SIertheilungen 
u. f. w, erleidet, fo laffen fi) die Goefficienten & und & nicht unmittelbar 
beflimmen, fondern es war zu deren Ermittelung die Ausführung be: 
fonderer Verſuche nöthig. Diefe Verſuche find aber von dem Verfaſſer 
ebenfalls angeftellt worden *), und die Dauptergebniffe derfelben mögen in 
folgenden Zabellen mitgetheilt werben. | 


Tabelle 1. 


u Die Widerftandscoefficienten für den Durchgang des Waſſers durch 
Schieber oder Schubventile (franz. tiroirs; engl. slide-valves) im 
parallelepipebifchen Rohre. 


Querſchnitts⸗ 
FR |101|091081|07.|06 05 04 030210.1 
verhaͤltniß F | 


Widerſtande⸗ | 1 
coefficient L 0,00 0,09 0,39 0,95 2,08 4,02 —* 178 44,5 13 


Tabelle II. 


Die Widerflandscoefficienten für den Durchgang des. Waſſers durd 
Schieber im cylindrifhen Rohre. 


Duerfhnittöverhäftnig |1,000|0,948 [0,856 [0,740 |0,609|0,466 |0,315 | 0,159 


Widerftandscoefficent & | 0,00 | 0,07 | 026 |0,81 |2,06 | 5,52 | 17,0 [978 


v 


) Verſuche über den Ausfluß des Waſſers durch Schieber, Hähne, Klappen un 
Ventile, angeſtellt und berechnet von Jul. Weisbach, oder unter dem Titel allater- 
fuchungen im Gebiete der Mechanik und Hudraulif« m, f. w. Leipiig 1842. 
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0 Tabelle IH. 
. Die Miderftandscorfficienten für den Durchgang des Waſſers durch Sauber, 


äbne, 


einen Hahn (franz: robinet; engl. cock) im parallelepipedifchen Klapren. 
Rohre. 







































winfel. | | [a |» 55° JE207 
Quer: | . ” 
(änitte- ,9260,849l0,7690,687)b,604 0,5200, 136W 3520, 269 18810110] 0 
verhältniß. | 
Rider: | 
et 0,05} 0,311 0,88] 1,84 | 3,45 6,15 111,2 | 20,7 141,0 Be & 
cien 
Jabelle IV. 


Die MWiderftandscoefficienten für den Durdigang des Waſſers durch 
einen Hahn im cylindbrifhen Rohre. 


Stellwinfel. | 5° | 10° 





15° | 20° 2] 300 6 300 








Duerfi nittes 
verhältuißg. | 0020| oa | om | 00m | 0,613 | 0,535 | 0,458 
Widerſtands⸗ 
coefficient. | 0,05 | 0,29 | 0,75 | 1,56 3,10 9,47 u 9,68 








Stellwinfel. 









Querſchnitto⸗ 
verhaltniß. 


| 
| 
ik 





Widerſtands⸗ 
coefficient. | 17,3 I 31,2 
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Tabelle V. 


Sout . Die Widerſtandscoefficienten für den Durchgang des Waſſers durch 
sinn. Drehklappen oder Droffelventile (franz. valves; engl. throttle- 
valves) im parallelepipedifhen Rohre. 


KZSEIEIEZEIEIEIE: 


Querfchnittes 
verhältniß. 0,913] 0,826 | 0,741 0,658 | 0,577 | 0,500 | 0,426 


Widerſtands⸗ 
coefficient. | 0,28 | 0,45 | 0,77 | 1,34 | 2,16 | 3,54 | 5,72 


Stellwinfel. 40° 45° | 50° | 55° | 60° | 65° | 700 99» 





Querſchnitts⸗ 
verhältniß. 0,357 | 0,293 | 0,234 | 0,181 | 0,134 | 0,094 | 0.060 | 0 


Widerſtands⸗ 


eoerfcient, | 927 | 15,07 | 249 | 427 | Ta | 158 | 368 | oo 





Tabelle VI. 


Die MWiderftandscoeffieienten für den Durdygang des Waſſers durch 
Drehklappen im cylindrifhen Rohre. 


rm 27700120 es ss ES EEE ET nn a nn nn nn nn 


— 7 


Querſchnitts⸗ 
verhaͤ tniß. 0,913 0,826 | 0,74 0,658 0,577 0,500 0,426 


— “ — — — —— — 


Wider ſtands⸗ [021 0,52 I 0,80 | 1,54 | 251 | 391 | 6,2 


coefficient. 
| 
SPRREREGE 


Widerftande: 108 | ı87 | 326 20 | zu » 


Stellwinkel. 





coefſicient. 





\ 
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$. 378. Mit Hülfe der in den vorftehenden Tabellen aufgeführten 
Widerftandscoefficienten fann man nicht nur den einer gemiffen Schieber:, 
Hahns oder Klappenftellung entfprechenden Drudhöhenverluft angeben, 
fondern auch beflimmen, mweldye Stellung diefen Apparaten zu geben ift, 
damit die Ausflußgeſchwindigkeit oder der MWiderftand ein getwiffer werde. 
Big. 560. Allerdings wird aber eine ſolche Bes 

flimmung um fo fidherer, je mehr diefe 
regulirenden Vorrichtungen den bei den 
Berfuchen angemwendeten gleichen. Uebri- 
gens gelten die in den Tabellen anges 
| gebenen Zahlenmwerthe nur für den Fall, 
nme Fe wenn das Maffer nady dem Durch⸗ 
nn | gatıge duch die mittels diefer Apparate 
hervorgebrachten Verengungen das Rohr 

wieder ausfült. Damit diefer volle Ausfluß bei Heinen Verengungen 





noch eintrete, muß das Rohr eine beträchtliche Länge haben. Die Quer: - 


Fig. 561. Fig. 562. ſchnitte der parallelepipedifchen Röhren 

— — waren 5 Gentim. breit und 21/, Gent. 
hoch, die Querfchnitte von den cylin⸗ 
deifchen Röhren hatten aber eine Weite 
von A Gentimetern. Beidem Schieber, 
Sig. 560, entfteht eine einfache Ver: 
engung, deren Querfchnitt bei dem eis 





bei dem zweiten aber ein Mondchen F,, 


Schieber, 
Haͤhne, 
Klappen. 


nen Rohre ein bloßes Rechteck F,5.561, 


dig. 562, bildet. Bei den Hähnen, 


Sig. 563, flellen fich zwei Verengungen und auch zwei Richtungsabändes 
rungen heraus, deshalb find auch die MWiderflände fehr groß, Die Quer: 

Fig. 563. fhnitte der größten Verengungen 
haben ganz eigenthuͤmliche Geftatten. 
Bei den Drebflappen, $ig.564, 
tbeilt fic) der Strom in zwei Theile, 
| wovon jeder durch eine Verengung 
bindurchgeht. Die Querfchnitte dies 
fer Verengungen find bei der Dreh⸗ 
Elappe im parallelepipedifchen Rohre 
rectangulaͤr und im  cplindrifchen 
mondförmig. — Zur Anwendung der 
oben mitgetheilten Tabellen wird 
durch folgende Beifpiele hinreichende 
Anleitung gegeben werben. 





Schieber 
HDähne, 
Klappen. 
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Beifpiele. 1) Wenn in einer cylindriſchen Röhrenleitung von 3 Zoll Weite 
und 500 Zuß Länge ein Schubventil angebracht iſt, und biefes %, ber ganzen 
Höhe gezogen wird, alfo %, derſelben verfchließt, melde Waſſermenge liefert bier 
jelbe unter einem Drude von 4 Fuß? Der Widerflandscoefficent Z für den @ins 
tritt in die Möhre läßt fih nach dem Brüheren 0,505, und der MWiberflandscorf: 
ſicient 5, für den Schieber nach Tabelle IL., = 3,52 feßen, e& folgt daher für die 


Ausflußgefhwindigfett o — __ W006. VA 7,906 . 2 


Vv 1,505-45,52+ 5. v7.025+500.2, 
_ __ 1Rl2 
7025 + 2006 


erhalten wir v — 13812, _ 2,09 Fuß. Nun entſpricht aber ber Geſchwin⸗ 
57,025 
digkeit 0 — 2,1 Buß genauer T. 0,026, daher iſt richtiger o — - 15,812 


Setzen wir ven Meibungscoefflcienten &,.== 0,025, fo 


== 2,06 Buß und die Ausflußmenge pro Secunde = T ‚9.12 .2,06 = 55,62 . a 


— 175 Cubikzoll. 2) Gine Nöhrenleitung von 4 Boll Weite 'Tiefert bei einer 
Drudhöhe von 5 Fuß in der Minute 10 Gubiffup Waffer, welche Stellung hat 
man dem angebrachten Droffelventile zu geben, bamit fie nachher nur 8 Eubiffuß 


. . 6 
liefert? Die Geſchwindigkeit iſt anfange = RE —— — 1,91 Fuß, und 


nach der Klappenſtellung % 1,91 — 1,528 Fuß. Der Ausflußcoefficient für den 
erften Ball des Ausfluffee u 5 2 NG — 0,108, daher der Wir 


berftandscoefficient: = 4 —i- ug: — 1 = 84,7 ; der Ausflußcoefficient 
' . . 

für den zweiten Fall it = %, .0,108 = 0,0864, daher der Widerſtandecoefficient 

— cs J { = 133,0, and vemnach des Eoefflcient für den vom Drofielven- 


tile zu erzeugenben Wiberfland : & — 133,0-84,7= 483. Nun giebt aber nad 
Zabelle VI.der Stellwinfela = 50°, 5 == 32,6 und der Stellwinteld = 55°, = 58,8; 
es Laßt ſich Daher annehmen, baß bei einer Stellung von 5045 .50= 539 daß ge: 
wůnſchte Ausfluß quantum erhalten werde. Berückſichtigt man noch, daß bei dem Ge⸗ 
ſchwindigkeitswechſel von 1,91 Fuß auf 1,528 Fuß der Reibungscoefftcient von 0,0266 
in 0,0281 übergeht, fo iſt noch genauer & = 133,0 — 847. 2 133,0-89,5 
| 109. 











= 43,5, und fonad der Stellwinfel — 50° +37 5° = 52°. 


Bentile. 


$. 379. Bon befonderer Wich⸗ 
tigkeit ift bie Kenntniß der Durch 
Ventile (franz. soupapes; engl. 
valves) hervorgebrachten Wider: 
ftände. Auch über diefe find vom 
Verfaſſer Berfuche angeftellt wor⸗ 


Fig. 565. 
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Sig. 566. den. Am häufigften kommen die ſoge⸗ 
nannten Kegel= und naͤchſtdem die 
Klappenventile, wie in den Figuren 
565 (vorig. ©.) und 566. abgebildet 
find, zue Anwendung. Bei beiden geht 
das Maffer durch die von einem Ringe 
RG gebildete Apertur; das Kegelventit 
KL bat einen Stiel, womit «6 in einer Führung liegt, die ihm nur einen 
Ausfchub in der Arenrichtung geftattet; das Klappenventil KL oder bie 
Ventilklappe hingegen Öffnet fich drehend wie eine Thuͤre. Man fieht leicht 
ein, daß bei beiden Apparaten dem Waſſer nicht nur burch ben Ventilring, 
fondern auch durch die Ventilplatte ein Hinderniß entgegengefegt wird. 


Bei dem Kegelventile, womit die Verſuche angeftellt wurden, mar das 
Verhältnig zwiſchen der Apertur im VBentilringe zum -Querfchnitte der 
ganzen Röhre: 0,356, und dagegen das Verhältniß zwifchen der Ringfläche 
um das geöffnete Ventil herum zu dem Roͤhrenquerſchnitte = 0,406; 


es läßt fih daher im Mittel 4- = 0,381 fegen. indem man den Aus: 


fluß bei verfchiedenen Ventilſtellungen beobachtete, ergab fich, daß der Wi. 
derftandscoefficient zwar abnahm, wenn der Ventilfchub größer wurde, daß 





Beniile: 


aber diefe Abnahme ſchon höchft unbedeutend ausfiel, wenn der Ventilfchub - | 


die halbe Weite der Aperture übertraf. Seine Größe war für diefen Stand 
— 11, alfo die Widerſtandshoͤhe oder der Drudhöhenverluft 

—ii. ern wenn v die Geſchwindigkeit des Waflere in der vollen 
Möhre bezeichnet. Diefe Zahl kann man auch benugen, um die anderen 
Querfcnittöverhäftniffen entfprechenden Widerſtandscoefficienten zu beftim- 


2 
men. Segen wir allgemein & = ( — 1) „ fo erdalten wir für 
1 
F,_ — — 1 ) 
den beobachteten Fall F —0,381,6—11,und 11= (5 Yu ” 


daher a — — m —— _ — = 0,608 und endlich 


allgemein 3 = (sr — 1) = _ (110. 2) . Iſt z. B. 
der Querſchnitt der Apertur die Hälfte von dem ber Roͤhre, fo fällt hier⸗ 


nach ber Widerſtandscoefficient — (1,645.2— 1)? =2,29?—=5,24 aus. 


Bei dem. Klappenventile mar das Querſchnittsverhaͤltniß zwiſchen der 
Apertur und der Roͤhre, d. i. 4, = 0,535, wie aber bie Widerſtande⸗ 
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— Vgl, 2 V2gh : v2 gh 


ee: vVır+] 1+ (2-1) +0 60 


Fig. 569. Diefe Beflimmung wich bei 
dem Apparate, welchen Fig. 569 
repräfentirt, fehe einfach, weil 
man bie Querſchnitte G, Gr, Gy 
der Gefäße unendlich groß fegen 
Bann in Anfehung der Mündunge- 
querfchnitte F, F. F, Es ift 
daher die erſte Niveaudifferenz 
OR over u. für 


den Durchgang duch Fi, Ah, = = ) = E en 2, und 
| 
ebenfo die zweite Niveaubiffereng Or oder die —— fuͤr den 
9? 
Durchgang buch Fo, k» = = (2 m) 28 —, mofern nur &, a, und @, 


die Contractionscoefficienten für die Mändungen F, F, und Fy bezeichnen. 


Hiernach folgt v = — — und das Aus: 


ve) tler) 


«F 29h 


Vr + ur (5) 


\ V/ 2gh 


VE 


Es iſt leicht zu ermeffen, daß zufammengefegte Ausflußbehälter weniger 
Waſſer liefern, als einfache unter übrigens gleichen Verhältniffen. 


— Beiſpiel. Wenn bei dem Apparate in Fig. 568 die totale Druckhöhe oder 
die Tiefe des Mittelpunktes der Mündung F unter dem Waflerfpiegel des erfien 
Gefaͤßes — 6 Fuß beträgt, die Mündung 8 Zoll breit und 4 Zoll Hoch, der tie 
beiden Refervoirs verbindende Lutten aber 10 Fuß lang, 12 Boll breit und 6 Zoll 
Hoch ift, welches Ausflußquantum wird dieſes Refervoir geben? Die mittlere 


Meite des Lutten ifl = — = %, Fuß, daher = ER = 15, feßen 


. — 
J 

















flußquantum * 





— 

wir nun noch den Reibungscoefficienten &, = 0,025, fo — — — 0,025 .15 
— 0,375; hierzu den Widerflandscoefficienten O, > für a Gintritt in prismati- 
ſche Röhren gefeht, erhält man 1 + ( 4) +4 Z=140,50540,375 
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— 1,88. Da — a 1m 0,2845, fo folgt der Biberftandscoeffeient —5 


für den ganzen Butten = — 1,88.0,%845° — 0,152, und den Widerſtandscoefficient erh 
für den Durchgang durch F, — 0,07 geſetzt, erhält man die Ausflußgeſchwindig⸗ 
7906 V 6 7,906 V/ 6 


i m ———— = — — — |7 2 
keit v F — — 1752 Fuß. Der contrahirte 


Querſchnitt if 0,64 . 1. Y, = 0,32 Quadratfuß, daher das "uefußananten 
Q = 032. 17,52 — sei Eubiffuß. 


Fanftes Kapitel. 


Bon dem Ausfluſſe des Waſſers unter veränder⸗ 
lihem Drucke. | 


6. 381. Erhaͤlt ein Gefäß, aus welchem das Waffer durch eine Seiten⸗ Vrltmarige 
oder Bodenöffnung ausfließt, von einer anderen Seite her keinen Zufluß, 
fo tritt ein allmäliges Stuten des Wafferfpiegeld und endlich Ausleerung 
des Gefäßes ein. Wenn ferner die Zuflußmenge O größer oder Kleiner 
ift, als das Ausflußgquantum u F\/2 gh, fo fleigt oder ſinkt der Waſſer⸗ 
fpieget, bis die Drudhöhe h = * (5) wird, und nad) diefem blei⸗ 
ben Druckhoͤhe und Ausflußgefchwindigkeit unveränderlich. Unfere Auf 
gabe iſt nun, zu ermitteln, in welcher Abhängigkeit die Zeit, das Steigen 
und Sinken des Waffers und das Sichleeren von Gefäßen bei gegebener 
Korm und Größe zu einander ſtehen. 

Den einfachften Fall bietet der Ausfiuß aus einem prismatifchen Ge⸗ 
faͤße dar, wenn derſelbe durch eine Deffnung im Boden erfolgt, und wenn 
dabei fein Zufluß von oben flatt hat. ft a die veränderfiche Druckhoͤhe 
FG, , F der Inhalt der Mündung und G der Querfchnitt des Gefäßes 
AC, $ig. 570, fohat man die theoretifche Ausſtußgeſchwindigkeit u — \/2 9%, 

Fig. 570. die theoretifche Seſchwindigker des ſinkenden Waſ⸗ 


ſerſpiegels = = = ev 9%, und bie effective 
—* — Anfängtich tz=FG=h, 
und am Ende bes Ausfluffee x =0, alfo die 


Anfangsgefchwindigkeit ift c = — 294 und 


die Endgefhwindigkeit c, == 0. Ran erfieht aus 
36 * 
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"era der Formel —V 2 — gx, daß die Bewegung des Waſſerſpie⸗ 


gels gleichförmig verzögert und daß das Verzögerungsmanf p — (Z 2) g 


iſt; wir wiſſen daher auch ($. 14.), daß dieſe Geſchwindigkeit — Null 
wird unb 97 der Ausflug beendigt it, ne Bd Zeit 
2G vVh 


= 1 ⸗EVGÊ5M: za = 2gh ), it= 
—X 9 (= 9g= ur: V29 

Auch kann man ? = — = — und dieſemnach anneh⸗ 
men, daß zum Ausfluffe der Waſſermenge Gh durch die Bodenoͤffnung F 
bei einer von h bis O abnehmenden Druckhoͤhe doppelt foviel Zeit noth⸗ 
wendig ift, als bei unveränberlichere Druckhoͤhe. 

Da der Ausflußcoefficient ge nicht ganz conftant ift, fondern bei Abs 
nahme des Drudes größer wird, fo muß man bei Berechnungen biefer 


Art einen mittleren Werth diefes Coefficienten einführen. 

Beifpiel. Im welder Zeit Ieext fi ein parällelepipebifcher Kaſten von 
14 Quadratfuß Querſchnitt durch eine zunde Bobenöffnung von 2 Zoll Weite, 
wenn die anfängliche Drudgöhe 4 Fuß beträgt? Theoretifh wäre die Ausfluß- 


2.14 94 2.14.144.2___8068_ 4 
te — =» = Tu.n 700. 7æ R.24,7©xr. 
7906 . 7.%' 


Am Ende ver halben Ausflußzeit if die Drudhöhe = (/,”.kh= Y 41 Auf; 
nun iſt der Ausflußcoefficient, welcher der Druckhoͤhe — 1 Fuß entſpricht, für eine Mün⸗ 


dung in ber bännen Band — 0,613, daher läßt ſich Die effective Ausflußgeit = — on 13 
= 529,6 = 8 Minuten 49,6 Secunden feßen. 
sonmani. 9 382. Da bei einer anfänglichen Druckhoͤhe h, die Ausflußgeit 


cırende Gefäße. 
ı = Ta und bei einer anfänglichen Drudhöhe Ah, biefe Zeit 
u 





1 


= Be ift, fo folgt durch Subtraction die Zeit, innerhalb wel⸗ 





cher die: — aus Ah, in Ah, uͤbergeht, oder der Waſſerſpiegel um 
h— k⸗ Meet: 


{= — (Vh, — V/h,), oder für Fußmaaß: 
t = 0,253 ur (Yh, _ V/h,). 


Umgekehrt ift die einer gegebenen Ausflußzeit entfprechende Senkung 
s == h, — h, des Waſſerſpiegels gegeben durch die Formel: 
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welehe uvag. F J. oder | — 
= vn #8 
= — * (vi +8 Ft). 


Diefelben — finden — dann noch ihre a wenn ein 
Gefäß CD, Fig. 571, durch ein anderes Gefäß AB, in welchem das Waſ⸗ 
Fig. 571 fer einen unveränderlihen Stand hat, 
= gefuͤllt wird. Iſt der Querfchnitt der 
Communicationseöhre oder der, Mün: 
bung = F, der Querfdmitt bes, zu 
füllenden Gefaͤßes — Gr, und. der an» 
fängliche Niveauabftand G G, beider 
Waſſerſpiegel S h, fo hat man, da 
biee der Wafferfpiegel G, im zweiten 
Gefäße gleichförmig verzögert fteigt, 
| ebenfalls die Zeit zum Füllen oder bie 
Beit, ir innerhalb welcher der zweite Wafferfpiegel in das Niveau HR des 
26VF 





erſten kommt: i= 


— — 
und ebenſo die Zeit, in welcher der Niveauabſtand h, in A, übergeht, alſo 
der Mafferfpiegel um GG, = s —h, — hy fleigt: 


2G 
= ur Er.y2g (Vh, — Vh,). 
Beiſpiele. 1) Um wie viel finkt der Waflerfpiegel in dem Gefäße bee 
legten Beifpieles binnen 2 Minuten? Es iſt 4— = 4, = 2.60 = 120, — 


- u Tag und nimmtmannod u = 0,605, fofolgt y — VE) 


-(2 - 0! — (2- 0,605.7,906 . 43 " 1,5523° 


144 
— 2,412 Buß, und bie gefuchte Senfung s = 4 — 2,412 = 1,589 Fuß. 
Fig. 572. 2) Welche Zeit braucht das Wafler, 
— in der 18 Zoll weiten Röhre CD, Fig. 572, 
überzulauien, wenn es mit einem Gefäße AB 
durch eine kurze, 11%, Zoll weite Röhre com: 
municirt, und der fleigende Waflerfpiegel G 
anfänglih 6 Fuß unter dem unveränderlichen 
Waſſerſpiegel A und 4), Fuß unter bem Kopfe 
| C ver Tr Es ift in 
ee! — ze Gm 8 
— 144 und 4 = Kr zu ſetzen, weshalb folgt 


— — 288 . 1.2248 
a TE . 7,906 (ve - v1) = 051 7.906 = —2 Sec. 
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ee 


— 3Gh Kr 
2und/2g — (m—% +(m+ wa +..+ BR 


— _ ICh R_ La ._a 
u ( ARLHITRLHITTRH... — 
oder nach dem »Ingenieur«, Arithmetik 5, 28.: = 


— 364 (IH "+ 
un At +1 


IGn 1 
— — u , 2 —“ — — 
2nb Vroh (m ’ " h.) 


— [@ ) 


u ya (er) a) Eur Sm ho Vh 74). 


Set man h, = 0, fo erhält man TE und alſo auch wm; 





damit alſo das Waſſer bis zur Schwelle abiäuft, ift eine unendliche Zeit 
nothroendig. 

Beifpiel. Wenn das Waſſer durch einen Wandeinſchnitt von 8 Zoll Breite 
aus einem Reſervoir von 110 Fuß Länge und 40 Fuß Breite ausfließt, melde 
Zeit braucht es, um aus dem Waflerfiande von 15 Zoll in den Waflerfland von 
6 Boll ergehen? Es if 


. 110 . 40 1 19800 — _ 
- 177 78 (Fir - 75) = u. 7,906 (v2 - vr) 
— 442 — 0894) — ie 0,5198 _ Se. 
Kant man den Ausflußcoeffleienten a = 0,60, fo folgt die effective Aus: 
Außgeit 2 — Ir — 2170 Ser. = 36 Min. 10 Sec. 


Anm s A fung. _%ür eine rectanguläre Seitenöffnung läßt ich annähernd ſetzen: 


= —— 5 —X vn) - (vs -vV =]. 
und es bezeichnen F und G die Duerfhhnitte ber Deffnung und bed Gefäßes, a bie 
Deffnungshöhe, A, die Drudhöhe am Anfange, Ah, aber die am Ende des Aus 


fluffes. Wird h, — z fo geht die Deffnung in einen Bandeinfchnitt über und 
es ift nun die Formel für biefen anzuwenden. 
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$. 385.. Bildet das Ausflußgefäß ABF, Fig. 575, ein horizontales, weit. un 


dDreifeitiges Prisma, fo findet man die Ausflußgeit auf folgende Weife. ee 
Bio. 55. Theilen wir die Höhe CE=hinn 

— gleiche Xheile und legen wir durch bie 
Theilpunkte Horizontalebenen,, fo zerlegen 
wir das ganze Wafferquantum in lauter 
gleich dide Schichten von gleicher Länge 
AD = I! und von nady unten zu abneh: 
menden Breiten. Iſt die Breite DB der 
| oberen Schiht==b, fo hat man die Breite 
Di Bi einer anderen Schicht, welche um 
CE, = @ über ber in der unteren Kante liegenden Mündung F fteht, 


x c N 
y=7 b, und ihr Volumen = yl. az Nun if aber 


die Ausflußmenge auf die Zeiteinheit bezogen: Q = uFV2gx, daher 
folgt denn die Beine Zeit, innerhalb welcher ber Waflerfpiegel um = 





i 
fintt, = 2 z:uF —* Da endlich die 


bi 
Ze ern 
| 
Summe aller —* von = * bio — PS genommen, 


% 
—(2)% j 7 = 2 nh? ift, fo bat man bie Zeit zum Aus: 
A | 
fluffe des ganzen Wafferprisma’s: F en 
= . nhR=% hr — 
—8 " urV2g Rurvagt 2gh 


=. —, wenn V das ganze MWafferguantum und c bie ans 


fänglihe Ausflußgefchwindigkeit ift. Es braucht alfo hier das Waffer um 
1/, mehr Zeit, als wenn die Ausflußgefhwindigkeit unveraͤnderlich c wäre. 
Bildet das Gefäß. ABF, Fig. 576, ein aufrechtflehendes Paraboloid, 
Fig. 576. fo hat man für das Verhaͤltniß zwifchen: 

den Halbmeffeen KM =y und CD 








=dv, 3_Vz, und daher das Pers 


haͤltniß des Horizontalfchnittes G, buch X 
zue Grundfiähe ADB = G: — 
x 


1 ; 
> =7 folglich G, = T 


und den Inhalt einer Wafferfhicht = G, * — — Die vollſtaͤndige 





Kels und 
Phramidene 
tmige 
Gefäße. 
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Uebereinſtimmung dieſes Ausdruckes mit dem fuͤr das dreiſeitige Prisma 


gefundenen geſtattet daher auch hir — 4. Te z zu feßen, 
j V 
oder, da bier V=1% Gh if (9.118), aucht . — 


Dieſe Formel laͤßt ſich in vielen anderen Faͤllen zur angenaͤherten Be 
ſtimmung der Ausflußzeit namentlich auf das Ausleeren von Teichen an⸗ 
wenden. Sie gilt uͤberhaupt auch in allen den Faͤllen, wenn die Horizon⸗ 
talſchnitte wie die Abſtaͤnde von dem Boden wachſen. 

Hat man es endlich mit einem ppramidenförmigen Gefäße ABF, 
Sig. 577, zu thun, fo it G,: G = a2 : h?, und daher G, = IE 
ferner der Inhalt der Schicht A,R,. St, 
_ Ge 
nk’ 


__Ga? : : 6 BR; 
T — ı & FV ge = = nuFh 39 E 


Da aber die Summe aller ©? von & = 2 


und die Zeit zu ihrem Ausflufle: 


v 





2 5% 
bis o—" genommen, = (* Er ni k 


„= Y nh’ iſt, ſo folgt die Zeit zum Leeren der ganzen Pyramide: 





6 Gh 1y, Gh 
t — — nn, kr nen r 
nu Fh\y2g m 2 urV2g z uFV 2gh 


N — — er en: 
oder „Ch=V ſgeſetzt: — — 


Da bei dieſem Ausfluſſe die anfaͤngliche Ausflußgeſchwindigkeit von c 
allmälig bis Null abnimmt, fo ift die Ausflußzeit 1/, größer, als wenn die 
Geſchwindigkeit unveränderlih = c bliebe. 


Beifpiel. In welcher Zeit wird ſich ein Teich, deſſen Waflerfpiegel 765000 
Duabdratfuß Inhalt Hat, leeren, wenn das in der tiefften Stelle einmündent: 
Fiſchgerinne 15 Fuß unter dem Waflerfpiegel fieht und eine Röhre von 15 Zell 


Beite und 50 Fuß Länge bildet? Theoretifch ift die Ausflußzeit = Y, . — 


r 
EV2y 
165000 . 15 _ __ 19584000 203586 Ser. 


2(3) 700VB F). ev .. 7,906 V15 


Nun iſt aber der Miverflandscoefficient für den Eintritt in das etwa um 45° 
abgefhrägte Gerinne: Z = 0,505 + 0,327 (f. $. 360) = 0,832, und der Rei: 
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2 ® Meile un 
bungswiberftand für das Gerinne = 0,025 T . % = 0,025. Fr . 2 55 
235 es folgt daher der vollſtaͤndige Ausflußcoefflcient für das Teichgerinne: 
1 
m — — — 0,594 und die in Frage ſtehende Aus: 
7 — 5 ge ſteh 
flußzeit: € = 203586 : 0,594 = . 342670 Se. — 95 Etund. 11 Win. 
$.386. Mit Huͤlfe der im legten $. aufgefundenen Formeln kann man gi. um 
nun aud die Ausflußzeiten für viele andere Gefäße, z. B. für kugel⸗, klin 
ponton=, ppramidenförmige u. ſ. w. finden. Für das Leeren eines gefä, rk 
ten Kugelfegmentes AB, Fig. 578, erhält man 
arh? ah? 
t=% — 2 — 
Big. 578, | RUFT Tch BFVEC 7 uFV2gh 
— Yy,x (10r—3 h) hꝰ- 
= /ps# —— 
uFV2g 


einer vollen Kugel, wo h = ?r, 
_ tar ‚und für das einer halben 


— 15uFVag 
1daryr 


Kul,wh=rt= 





‚ alfo. für das Leeren 





15 u F\/2g 
Es ift nämlich hier die ber Tiefe FG, = x entfprechende Horizontals. 
fdiht A,R, = G, = ax (Ar—ıa). 2 = Serie — m alfo 


_.. 2zrh v ah "y 
T = — 072 — ——.0’2; da der erſte Theil diefes 
TTVETRERTTVET ee 
Ausdrudes mit der Kormel für das Beeren des prismatifchen und der 
zweite Theil für das Leeren des pyramidalen Gefäßes übereinflimmt, 
menn man nur das eine Mal 2rrh flatt bl und das zweite Mal ch? 
flott Gr fegt, " erhält man mit Hälfe der Differenz für die im vorigen 
| 579. Paragraphen gefundenen Ausleerungszei⸗ 
ten eines prismatifchen und eines pyramidas 


bih 
len Sefäßes: = 7,. d 
en Gefäße /z Ever un 


— | i 2 
t BFVY2gh auch die Auslee⸗ 
rungszeit des Kugelſegmentes. 

Fuͤr das obelisk⸗- oder pontonfoͤr⸗ 
mige Gefaͤß ACD,. Sig. 579, laſſen ſich, 
da daffelbe aus einem Parallelepipede, aus 
zwei Prismen und einer Pyramide zuſam⸗ 
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Bugete uns mengefeßt ift, die obigen Formeln ebenfalle anwenden. ft 5 bie obere 
Be Breite AD, d, die untere Breite A,D,, ferner I die obere Länge AB 
und /, die untere Länge A,B,. und ift endlich Ah die Höhe des Gefäßes, fo 

bat man für die Fläche des Wafferfpiegels. AC,b = bl, + db, d—I) 

+1 (bb) + (II) (b—6,), und davon gehört d,!, dem Paral 
lelepipede A,C,EG, d, (I—1,) + I, (b—b,) den beiden Prismen 
CFB,C, und AFB,A, und (d— I) (b— 5,) der Prramide BFB, an. 

Nun ift aber die Ausflußzeit für das Paralletepiped mit der Baſis du d.: 


—— ferner die Ausflußzeit fuͤr die beiden dreiſeitigen Prismen 


Bl) ——— 





L= und endlich die für die P ib 
„= Y —— f vramibe 
t, = Y, dt) bay h, e6 folgt daher die Ausflußzeit für das 


uFv2g 
ganze Gefaͤß: t — +hr+ 


—[305,1,+ 105, (4--1)+ 104,(6—5,) - 16 —5,)] Vh 
15 #& FV 2g 


| | av h 
— l bl b 
[357 + 85,1, +2 (bi, ac Pre FT 20 


30% = * fo hat man es mit einer abgekuͤrzten Pyramide zu thun. 
1 


Segen wir für dieſe die Grundflaͤche 55 —= G und die Grundflaͤche Sil, 
= G, fo erhalten wir: 


t= (3G6+86,+4/GG) _—_ Vh_ 
15@ FV 29 
Uebrigens ift Leicht zu ermeffen, daß diefe Formel auch für jede drei 
oder vielfeitige Ppramide gilt. 


Beifpiel. Gin obelisfenförmiger WBaflerfaften if. oben 5 Fuß lang um 
3 Buß breit, und 4 Fuß tiefer, nämlich im Nivean ver 1 Zoll weiten und 3 Zell 
langen horizontalen Anfagröhre, 4AFuß lang und 2 Fuß breit, wie viel Zeit braucht 
das den Kaften anfangs ganz füllende Wafler, um 2%, Fuß zu finfen? Die Zeit 
zum Leeren if, u = 0,815 angenommen: 


= [8.4.24+3.5.3-+2 ee ee 
. 0815 . 2. 
153.4.43.14 2304 
Im Niveau 4— 24, — 1% Fuß über der Röhre =, + % = 4, 
und 63 — 6. + % = 2% Buß, daher die Seit zum Leeren, wenn das Gefäß 
nur bis zu diefem Niveau gefüllt if, 
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= B.4.243.% 9% 420.9% +4). ma. 

= 131,672 . 4,6465 = 612 Sec. Die Differenz der gefundenen Zeiten giebt 
bie Zeit, innerhalb welder der a bis zum * des . reichende 
Mafferfpiegel um 2%, Buß finft. 


$. 387. Iſt die Ausflußzeit für ein —— geformtes Gefaͤß 
HFR, $ig. 580, zu finden, fo hat man eine Annaͤherungsmethode, z. B. 


Fig. 580. 





die Simpfon’fche Regel, anzuwenden. Hat man bie game Waffermaffe 
in vier gleich hohe Schichten getheilt, und bie den Horizontalfchnitten Go, 
G,, Go. G, G, entfprehenden Drudhöhen duch hy Au, Aa, ha, hu bes 
zeichnet, fo ergiebt fi u die u durch die Simpfon’fche Regel: 











Roh, (£ F — + 2) 
120 FV29g W ho — Vh, 
Bei Annahme - 6 = —— man: 
wi _ho—de +46 EHRT —®), 
184 F\/29 — — TRY 


Das Ausflußquantum iſt im erſten Falle: 
0= nel (Go + 4G, + 2@, + 4G; + G,), im jweitm: 
Q 








= re (G,.+ 46, +26, + 16, +26, +46, 4 60. 


Iſt die Geftalt und Größe des Ausflußgefäfes nicht bekannt, fo kann 
man durch die in gleichen Zeitintervallen beobachteten Mafferftände die 
Ausflußmenge gleichwohl berechnen. If dieſes Zeitintervall, fo hat man 
bei Boden: und Seitenöffnungen: 


F ; 
= EN (Vr+ Vi + 2 Vi + AV + Vh), 
und für Ueberfälle oder Wandeinfchnitte 
Q=%ubtiv2gVi, + avVRı , + VB). 


Beifpiel. Im welcher Zeit finft ver Wafferfpiegel eines Teiches um 6 Fuß, 
wenn das Teichgerinne einen halben Gylinder von 18 Zoll Weite, 9 Zoll Tiefe 
und 60 Zuß Länge bildet, und die Wafferfpiegel folgende Inhalte haben: 
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Ungefepmäfige G,, bei 20 Fuß Druckhoöhe = 600000 Duadratfuß. 
Gefaße. G, » 185» » — 495000 » 
G, » 170» » == 410000 » 
G.. » 15,5 » » = 325000 » 
Ge? » 402 2 = > 


Bu« um 
Abfluß. 


Es iſt F=> 3 .(Y)* = = = 0,8836 Quabratfuß. Geben wir, wie 
im Beifpiel zu $. 28. den Biber anhecosfäienten für. ven Gintritt = 0,832, 
und den für die Reibung = 0,025 . * — 0,025 . 60. 1,091 = 1,6356, fo 
ift der Ausflußcoeffliient a — — A zum — — 0,537, 


ViroBR Fin  V5A08 


und «u F V2g = 0,537 . 0,8836 . 7,906 — 3,7518. Run bat man 








6, 600000 6, 495000 | 

_— = 7 134170, A 115000, 
VM v20 Vn v18,5 

G 410000 * 22000 
— = —— = 99440, — 82550, 
Vh, vr — Bar s 

@, 263000 


Vi = ya — 70830, daher folgt die Ausflußzeit: 
4 . 


= 1 (134170 + A. 115000 4 2.99440 + 4.82550 4 70630) 


1194440 , 
= 7,5036 — 1591M Sec. = 44 Stunden 13 WRinuten. 


Das Ausflußqguantum ift: 
Q = %. - (600000 + 4 . 495000 + 2 . 410000 4 4 . 325000 4 265000) 


— m = 2482500 Gubitfaß. 





$. 388. Erhält das Gefäß während des Ausfluffes von unten noch 
Zufluß von oben, fo wird die Beſtimmung der Zeit, innerhalb weicher ber 
Wafferfpiegel auf eine gewiffe Höhe feige oder finkt, viel verwickelter, fo 
dag man ficdh meift mit einer angenaͤherten Beſtimmung begnügen muß. 
Iſt das Zuflußquantum pr. Sec. QO, > u FV2gh, fo findet ein Steigen 
und ift Q, < u F\V2gh, fo findet ein Sinken des Wafferfpiegels ftatt. 
Uebrigens tritt hier alle Dal Beharrungszuftand ein, - wenn die Druckhoͤhe 
auf k = Er a) F angewachſen oder herabgefunten iſt. Die Zeit r, 
innerhalb welcher die veränderliche Druckhoͤhe = um die Heine Größe £ 
mächft, ift beftimmt durch die Gleichung G,B&E = Q,r— uFV2gz.r, 
und dagegen die Zeit, innechatb weicher der Wafferfpiegel um £ finkt, durch 

G&E=urFV2ge.1— Qt. 


GE 
Man hat daher im erſten Falle r = — und im zweiten 
Q—uFV2g 





Bon dem Auerufe des Waſſers unter veraͤnderlichem Drucke. 575 


= G5 . Durch Anwendung der Simpfon'fchen Regel 


erhält man fo die Aueflußzeit, innerhalb weicher der Bafferfpiege fintend 
aus. G, in G,, G,- . ..und die Drudhöhe aus h, in h,, h2. Fl 


has Pe + 4a _ 42% _ 
12 | ur V2gho- Qı uFV/2gh1-0, uFYV * Gr 


+ An + re | 
| uFVAh - O uFV29h.-O 
I, . Q =. 
oder einfacher, wenn man — duch Y% bezeichnet, 
uFV ” 
16, 


— oh Keez Go 2 
— Vet Vh- ve? V—yVk 
+ Er VE 
Iſt das Gefäß ME und hat e8 den uurseehnberftjen Querfchnitt 
G, fo ha un 


h— 
(= Gar LVR- VÄ+ vr. log. nat. en, vn] 
die get, EV welcher die Drudböhe aus A in h, — Da fuͤr 
h, = k vVh— Vk_ vVh—-yk Vk 
1 — 
J 
Beharrungszuſtand erſt unendlich ſpaͤt eintritt. 
Bei einem Wandeinſchnitte ſtellt ſich folgende Formel heraus: 
‚_ 6 |: (VR— vd? (h, + Vhık+k) 
= 7 I log.nat. ———— a — 
3Q, (Vh—VkR(h+Vhk+K) 
| (Yh— vh) Vi2 
+ vi12.are (tan oo Vhzvhiviak | 
(on = EVBEVHRYhEVR) 
TR EV log. nat. den natürlichen Logarithmen und 
arc (lang. = y) den der Tangente y entfprechenden Kreisbogen bezeich- 
net. Je nachdem k S h, oder das zufließende Wafferguantum 


t= 





G, 
Vk — + 





= © wird, fo folgt, daß der 


wok = 


Q, z AK V 2gh? ift, findet ein Steigen oder ein Fallen des Waſſer⸗ 


ſpiegels ftatt. Der Beharrungszuftend tritt ein, wenn h, == k ift, bie 
entfprechende Zeit & fällt aber co aus. 


3 und 


Abfluf. 
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Bus nm Beifpiel. In welcher Zeit fleigt das Waſſer in einem 12 Fuß langen 

KA. und 6 Fuß breiten parallelepipedifchen Kaflen von Null auf 2 Fuß Höhe über 
der Schwelle eines Fuß beiten Wandeinfchnittes, wenn in der Secunde 5 
Gubiffuß Waſſer zufließen? Man hat Hier k = 0, daher einfacher 


Gk KAVEELR LE _—V5h 
— ZU] Dg.na, a VHS TS, IR arc (von. ) : 
TOLL" mv 2VA-Vm 
Nun R=- 72, haider) und 06, 
— (u W)” — 2,1544, daher folgt die geſuchte Zeit 


72.2,1544 4,1544--\/4,3088 __ d( — W ) 
—J———— | — VI arcel tang. 14122725357 


6,2302 V 
—= 10,341 [«- nal. 0 — Vi2 .arc (tang. = 13190 )] 
= 10,341 (7,682 — 1,778) = 10,341 . 5,90 = 61 Secunden. 


Byte. 8. 389. Eine fehr nuͤtzliche Anwendung der eben abgehandelten Lehren 
laͤßt fih auf das Füllen und Leeren ber Schleufen (franz. écluses; 
engl. sluices) mahen. Man unterfcheidet zmeierlei Schleufen (Schifffahrte- 

Sig. 581. fhleufen), nämlich einfache 
— und doppelte. Die ein⸗ 

fache Schleuſe, Fig. 581, 

beſteht aus einer Kammer 

B, welche durch das Ober⸗ 

thor Z F vom Oberwaſſer 

A und durch das Unter⸗ 

tbor RS vom Unterwaffe 

C getrennt wird. Die 

doppelte Schteufe, Fig. 582, hingegen befteht aus zwei Kammern, mit dem 

Fig. 5890. Oberthore KL, Mittel: 
— thore ZF und Unter: 
thore RS. 

Setzen wir den mittle⸗ 
ren horizontalen Quer⸗ 
ſchnitt einer einfachen 
Schleuſenkammer 6G, 
den Abſtand der Mitte 

| der Schugöffnung im 
Dberthore von der Oberfläche ZZ R des Obermaffer S h, und von der 
des Unterwaſſers S Ah,, und endlich den Inhalt der Schugöffnung —= F, 
fo erhalten wir die Zeit des Fuͤllens bis zur Mitte der Mündung: 











und die Zeit zum Füllen des Übrigen Raumes, wo ein 





u = 
urF\2gh, 








DZ En 1 En En 


Bon dem Ausfluffe des Waſſers unter veränderlihdem Drude. 577 


| 26N 
Umaͤliges Abnehmen der Druckhoͤhe ſtatt hat, id, = — es iſt Sqleuſen. 
allmaliges eh er Druckhoͤhe ſtatt h 2 iſt f 
folglich die Zeit zum Fällen der einfachen Schleufe 
(, + 2h,) G 
=! = 
ı tb ur fach, 
Befindet fich die Muͤndung im Unterthor ganz unter Waſſer, ſo nimmt 
beim Leeren die Druckhoͤhe allmaͤlig von h, + Ay bis Null ab, es iſt da⸗ 
her die Zeit bed Leerens oder Ablaffens: — 26 Binde A SE wi th 
urFV2g 
Steht hingegen ein Theil der Mündung aus em Untermwaffer hervor, 
fo hat man zwei Ausflußmengen, eine über und eine unter Waſſer aus⸗ 
fließend, zu berädfichtigen.. Segen mie die Höhe des Theiles der Mün- 
dung über dem Waſſer — a, und die Höhe des Theiles unter dem Waſſer 
— 0,, die Breite der Mündung aber —= 5, fo erhält man die Ausflußzeit 
durch den Ausdrud: 
2G(h, + h,) 


BEE — — — — —— — —.. 
ubV2ꝗ (a, Vhth, — * +@ VA +h,) 


Bei den doppelten Schleufen nimmt die Drudhöhe in der vom Ober: 
waſſer abgefchloffenen Kammer während des Ausfluffes in die zweite Kam⸗ 
mer immer mehr und mehr ab. Iſt G der horizontale Querfchnitt der 
erften Kammer und finkt die anfängliche Drudhöhe h, in diefer Kammer 
auf x herab, während das Waffer in ber zweiten Kammer bis zur Mitte 
der Schußs oder Ausflußöffnung fleigt, fo hat man die entfprechende Zeit 


26 
= 5 (Yh—Vx). Run iſt aber Waſſerquantum G(h,—x; 


— (i,h,, daher = hı — rn h, und 


er VD) WE N En VER -CH). 


Die Zeit, in welcher das Waſſer in der zweiten Kammer fo hoch fteigt, 
als in der erfien Kammer, nad welcher alfo das Waffer in beiden in 
einerlei Niveau kommt, beſtimmt fi nad} $.. 383: 

__26G REICHTE _2G,yGyYGh—Gyh 
ur(G+G, uF(G+G)V2g uF(G+G)V2g 
und die ganze Füllungszeit: 


=h+rb= NE (von „S VG) 


Weisbach's Mechanik. 2te Aufl. I. Bd. 37 





2 — 
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© qleuſen. Beiſpiel. Welche Zeit iſt zum Füllen und Ablaſſen folgender einfachen 
Schleuſenkammer nöthig? Mittlere Schleuſenläͤnge = 200 Fuß, mittlere Breite 
— 24 Fuß, alfo G = 20 . 24 — 430 Duadratfuß, Abfland des Mittelpunt: 
tes der Schugöffnung im Obertbore von beiden Wafferfpiegeln 5 Fuß, Breite 
beider Oeffnungen 2, Fuß, Höhe der Deffnung im Oberthore 4 Zuß, und Höbe 
der Deffnung im Unterthore (ganz unter Waſſer) 5 Fuß. Seben wir in 


(Ah +h)6 . 
I — ⸗ = ), == 5, G=j4 P = U, a EF=4. * 
ah 5,h 800, u = 0,615 2 
— 10 und Y2g = 7,906, fo befommen wir die Seit zum allen: 
3.5.4800 14400 i 
= 7 = 662 Se, = 11 Min. 2 Secec. 


Setzen wir in der Formel t = 2CYh th, G = 4800, A. + A, == 10, 
| ang 
F=-*5.24, = 12,5, fo erhalten wir die Zeit zum Leeren der Schleufe: 


— 2. 4800 YV10_ _ R i 
t= en a (00 500 Ser. 8 Min. 20 Eee. 


Hörrautifger 6 390. Durch einen in Fig. 583 abgebildeten bydraulifchen 
— Verſuchsapparat kann man nicht allein durch mehr als 100 Verſuche 
die wichtigſten Erſcheinungen des Ausfluſſes vor Augen führen, ſondern 


auch die hauptfächlichften Gefege derfelten in Zahlen nachweiſen. Dirfer 
Fig. 583. 
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Apparat beſteht in einem Ausflußgefaͤße mit drei Muͤndungen A, B. C. 
deren Abftände von dem mittleren Mafferfpiegel IR um Höhen abftchen, 
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toelche gegen einander in dem Verbältniffe wie 1 zu 4 zu 9 zu einander Operanliiäe 
ftehen. In diefe Mündungen laffen fich die verfchiedenartigften Mund: crrara. 
ſtuͤcke und Röhren einfegen, und damit dies ohne Störung durch das 
Waſſer gefchehen könne, hat man befondere Verſchließungsklappen D, E, F. 

deren Stiele (7, A, K durch Stopfbüchfen in der Ruͤckwand des Apparates 
bindurchgehen, angebradht. In dem oberen und weiteren Theile des Apparates 
befinden fich noch zwei zugefpigte und nad) oben gerichtete Haken S, und 

H,, welche als Anhaltepunfte bei den Verfuchen dienen, indem der Durch⸗ 

gang des ſinkenden Waſſerſpiegels durch diefe Spigen ben Anfang und das 

Ende eines jeden Verfuches beflimmt. Das ausfliegende Waffer wird in 

einem Gefäße M aufgefangen, das vor dem folgenden Verſuche auf das 
Ausflußrefervoie gefegt wird und durch ein mit einem Stöpfel verfehenes 

Loch Z feinen Inhalt in das Reſervoir zurädführt. " 

Um mit Hälfe diefes Apparates die Ausflußcoefficienten gu verfchiedener 
Mundftüde und Röhren zu finden, Hat man mittels einer guten Secun⸗ 
denuhr die Zeit # zu beobachten, innerhalb weicher während des Ausfluffes 
ber Waflerfpiegel von der einen Spige bis zur anderen finkt, oder die 
Druckhoͤhe h, in die Drudhöhe A, übergeht; iſt dann noch F der Quer- 
ſchnitt der Ausflugmändung und Gr der Inhalt des fintenden Waſſerſpie⸗ 
gels, fo hat man den Ausflußcoefſicienten (f. $. 382): 


_ 26 (Yh, — Vhz 


und bie entfprechende mittlere Druckhoͤhe: 
F (ii + — 

Zu dieſem Apparate gehoͤrt noch eine Sammlung von Mundſtuͤcken 
und Roͤhren, naͤmlich quadratiſche, rectangulaͤre, kreisfoͤrmige und trian⸗ 
gulaͤre Muͤndungen in duͤnnem Blech, mit oder ohne innerer Einfaſſung, 
kurze cylindriſche und coniſche Röhren, längere gerade Röhren von verſchie⸗ 
benen Weiten, Kropfs und Knieroͤhren u. f. w., welche fich in bie verfchie> 
denen Ausflußloͤcher A, B, C einfegen laffen. Mittels diefes fo ausge⸗ 
rüfteten Apparates kann man in wenig Stunden faft alle Erfcheinungen - 
und Gefege des Ausfluffes vor Augen führen; man ann an demfelben 
nicht nur die volllommene und unvolltommene, die. vollftändige und uns 
vouftändige, fondern auch die verfchiedenen Grade der Gontraction der 
Wafferftrahlen fkudiren, ferner die Reibungs⸗, Knie: und Kruͤmmungs⸗ 
widerftände in Röhren, fo wie auch den pofitiven und negativen Drud 
des Waſſers, durch Springen und Anfaugen u. f. w kennen lernen. 
Immer wird man auf recht Teidliche, zum Xheil aber auch auf überra: 
fhend gute Uebereinftimmungen mit den mitgetheilten Erfahrungsgrößen 

37* 
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Optrentifger (u, P, a, &) floßen. Bei unferem Apparate ift G = 0,080 Quadrat 
ervarar. meter, Die gewöhnliche Muͤndungs⸗ und Röhtenmweite obngefäßr 1 Centi⸗ 
meter, und für die untere Mündung h, —= 0,81 und h, = 0,69 Me 
(Tine ausführlihe Befchreibung diefes Apparates ift im polptechni- 
fhen Gentralblatte Nr. 4, 1848, enthalten.) 
Ein Beifpiel, wie gut die Beobachtungen an diefem Apparate mit den 
betannten Verſuchen im Großen übereinftimmen,, ift Folgendes. Für 
eine Burze cylindrifche Anfagröhre im unteren Loche wurde t=33, für 


eine längere Glasroͤhre mit dem Rängenverhältniffe 1 aber I 56 

Secunden gefunden; hieraus berechnet fich für bie 4. ss, = 0,815 und 

—E mi — 1 — 0,504, und für die andere 1, — 0,480 und 
1 


= Mr — 1 = 3,332, e8 folgt hiernach &—£, = 3,332 — 0,504 
1 
== 2,828, und daher der Reibumgscoefficiemt der Röhre: 
et ER — 0,0228 
— l ( 2 1/ —— 124 — Va 
Nach der Tabelle in $. 366 iſt aber für die mittlere Geſchwindigkeit 
v— 184 Meter, mit welcher das Waffer aus der Roͤhre ausflof, 
& = 0,0215, alfo die Webereinflimmung eine ganz gute. Bei diefen 
Verſuchen laͤßt ſich auch auf das Meberzeugendfte nachweifen, daß die Aus⸗ 
flußgefchmwindigkeit durch Röhren nicht von der Neigung derfelben, fondern 
nur von der Drucdhöhe der Ausmündung abhängt. Es fällt z. B. die 
Ausflußzeit gleich groß aus, die lange Röhre mag im mittleren ober im 
unteren Loche fteden, wenn nur die Ausmündung derfelben glei, tief un: 
ter dem Wafferfpiegel im Reſervoir fteht. 


Schlufanmerfung. Die Literatur über den Ausfluß des Waflers und 
über die Bewegung des Waflers in Röhren wird am vollftändigiten mitgetbeilt 
in der allgemeinen Mafchinenencyelopädie, Band 1, Art. Ausfluß. Von den neue: 
ren Schriften ift hier nur anzuführen: Gerſtner, Handbuh der Mechanif, 
Band 2, Prag 1832; ferner D’Aubuisson’s Traité d’Hydraulique à l’usage 
des Ingenieurs. I. edit. 1840. Die erſte Wusgabe ift auch deutſch erfchienen. 
Eytelwein’s Handbuch der Mechanik fefter Körper und der Hybraulif, dritte 
Auflage, 1842; ferner Scheffler’s Principien der Hydroſtatik und Hydraulik, 
Braunſchweig 1847. Wegen ihrer praftifhen Haltung behalten die älteren hy⸗ 
draulifhen Schriften von Boffut und Du Buat immer einen gewiffen Werth. 
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Bon dem Ausfluſſe der Luft aus Gefäßen und 
Röhren. 


$. 391. Die verdichtete Luft fließt nicht genau nach dem Geſetze aus auenus mr 
Gefäßen wie das Waffer, weil mit dem-Ausfluffe derfelben eine Ausbeh ket. 


nung verbunden ift, die fich beim Ausfluffe des Waſſers nicht vorfinber. 
Um aber ein folches Gefeg für die Luft und andere Gasarten aufzufinden, 


2 
fegen wir die Arbeit Qy 5 welche ein Luftquantum Q von der Did; 
tigkeit y in Anſpruch nimmt, um aus der Ruhe in die Geſchwindigkeit v 
uͤberzugehen, gleich der in $. 330 gefundenen Arbeit Op Log.nat. (&), 


welche daffelbe Luftquantum verrichtet, wenn es aus der größeren Preffung 
Pı in die kleinere Preffung p übergeht. Iſt alfo p, die Erpanfivfraft 
der in einem Gefäße eingefchloffenen Luft, v die Ausflußgefchwindigkeit 
derfelben, p die Spannung der Luft außerhalb des Gefäßes, und y bie 
Dottgirn derſelben, ſo laͤßt ſich ſetzen: 


Qy. Pr — (p Log. nat. 2). alfo die Geſchwindigkeitshoͤhe 
v“_p Pı\ — pP Pı 

27 „29 nat. (£ )= 2,3026 209 (E ) 

und die Gefhmindigteit — 


*V29 Ios nat () 


Nur dann, wenn die Spannungen p und p, wenig von einander ver⸗ 
fehieden find, wenn p, — pP < Yop iſt, läßt fich 


Log. nat. (E:)=Log. nat (1 + AZ2 3r — FT SE, und dader 


*VWV 29 Gm P)) ſeben Nun ift aber die Sir einer äußeren 


Luftfäule, welche hund ihe Gewicht dem Drude 9, — p das Gleichgewicht 
hätt (f. 6. 327, A F — ; e6 läßt fich daher die Ausflußgefchwindig- 





keit v = \/2gh fegen, und man erhält hierdurch eine vollſtaͤndige Ueber: 
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.« einfiimmig mit dem Ausfluffe des Waſſers. Bei höheren Preffungen 
= reicht allerdings dieſe — nicht mehr aus, hier iſt mindeſtens 


Log.nas (2) = = ur — 4 7 ) ju fegen, meshalb man 


— Pı — 24 (pı p)? 
denn auch fchon weit genauer v = / 29 (= Ya FY, (pı — Pf) 
VG 2 (1 — —P 9(1 — EP) h, oder, wenn man ben Luftbarometerfland 


der äußeren Luft = zp alſo p = by ſetzt, 


= Y2g( (1-5) — (1 2%) vV29R sat. 


Iſt die Ausflußäffnung F des Gefaͤßes AB, Fig. 584, immer genau 

Fig. 584. und glatt abgerundet, fo fließen die Zufteles 
mente in parallefen Linien aus und es ift 
daher die durch die Deffnung in jeder Secunde 
ausfließende und unter dem äußeren Barome⸗ 
terftande gemeffene Luftmenge: 


= Prr=rF(i-— IE) VEoR, 
oder genauer 

7, 7b+ IN 
=FY/ 295 Log. nat. (+ )- 
6. 392. Die im vorigen g. gefundenen Formeln laſſen ſich = uns 
mittelbar zur Anwendung bringen, da man weder den inneren noch ben aͤuße⸗ 
ren Drud durch die Längen 5-+ h und 5 von Luftfäulen zu meffen vermag. 
In der Regel mißt man diefe Drüde vielmehr durch Quedfilbers oder 


Waſſerſaͤulen. Was nun ben Quotienten Pı an. anlangt, fo ift 
es allerdings einerlei, ob man 5 und A in Lufts, Waſſer⸗ oder Quedfil- 


berſaͤulen ausbrüdt, weil jede Reduction von 5 und A den Bruch ad +2 








unverändert läßt, allein der Quotient — b ift noch von ber Tem⸗ 


peratur der ausftrömenden Luft abhängig und auch bei verfchiedenen Luft 
arten verfchieden. Fuͤr atmofphärifche Luft bat man (f. $. 333), wenn 
man unter p den Drud ber Luft auf 1 Quabratcentimeter, unter y bas 
Gewicht eines Cubikmeters Luft, und unter £ die Temperatur ber Luft 
verftebt, = == EN NL LER a ‚ dagegen für Wafferdampf 

pr _i+ 0,00367 t 


77 0,7857 











- 
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Segt man dieſe Werthe in dee Hauptformel für v ein, fo erhält man 
für atmoſphaͤriſche Luft: “ 


v= 3935 \y (1 + 0,00367.. i) Log. nal. + Meter, 


ar h 
ober bei kleinen 7 


li nnnearm „BR 
v — 395 Vu + 0,00367 . ) F Meter, u. fuͤr Waſſerdaͤmpfe: 


v = 500,6 V (t + 0,00367 . t) Log. nat. CH) Meter. 

Die unter dem dußeren Drude zu meffende theoretifche Ausflußmenge ift 
O0 = Fo, will man aber diefelbe unter dem inneren Drude meflen, fo 
bat man zu fegen Q,p, = Op, daher folgt Q, =} 0= an 
Auf Null Grad Wärme zurüdgeführt, ſtellt fi endlich das Ausfluß: 


quantum Q, = Tr 0,00807.v alfo für atmofphärifche Luft 


0.==395 F] Log. nat. —— — — F nat. b Cubikmeter heraus. 


Sollen bei verfchiedenen Temperaturen aus verfchiedenen Mündungen 
F und F, bei gleiher Spannung gleiche Luftmaſſen ausſtroͤmen, fo muß 


. Fı__, /T # 0,00367 4, | 
biernad) fein: F” T-+ 0,0030717° Iſt $- B. — 0 und 


t, = 1500, fo hat man F, = 1,5505 . F = 1,245 F. Wenn 
man alfo bei einem Eifenhohofen mit erhigter Luft von 1509 Wärme 
fhmelzen will, fo muß man Düfen anwenden, welche um ein Viertel 
mehr Querfchnitt in der Ausmündung haben, als bei Anwendung von 
alter Luft. 

Fuͤr das preuß. Fußmaaß hat man bei Luft 


v — 1258. V (1 + 0,00367 &) Zog. nat. CH ), und bei Dampf 
v= 1595 V a + 0,00367 t) Log. nal. +2). 


Deifpiel. In einem. großen Behälter if Luft von 120° Wärme einges 
ſchloſſen, welder ein Quedfilbennanometerftand von 5 Zoll entſpricht, während 
der äußere Barometerſtand 27,2 Zoll beträgt, melde Windmenge wird aus dem⸗ 
felben Durch eine 1%, Zoll weite runde Mündung ausfirömen? Es ift 


Log. nat. ‚+ _ Log. nat. (5 = Log. nat. 322 — Log.nat. 272 
— 5,77455 — 5,60580 = 0,16875, daher die Ausflußgefchwindigfeit 
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an 0 = 1258. vV(t + 0,00367 . 120) . 0,16875 = 1258 . Im zum 5 
u _ 6202 Fuß. Nun iR aber der Inhalt der Mündung — T —(Y) = — 


= 0,01227 Quadratfuß, daher folgt die Ausflugmenge Q = ‘oe . 620,2 
—= 7,61 Eubiffuß. Unter dem inneren Drude gemefien, ift diefelbe 








= 25 . 7,61 = 6,43 Eubiffuß, und auf den mittleren Barometerfland von 
283 Soll und auf 0° Wärme reducirt, if das Ausflußquantum 

272 1 ; 
—= 761 . 380° 1.4204 = 5,13 Eubiffuß. 


Ausfup or I 393. Die gefundenen Autflußformeln fegen voraus, daß die Pref: 
buwegten Euftfung pn, oder der Manometerftand A an einer Stelle gemeffen worden fei, 
wo die Luft in Ruhe befindtich ift, oder eine fehr ſchwache Bewegung hat, 
Fig. 585. mißt man aber p, ober h,an . 
— — — einem Orte, wo die Luft in 
Bewegung iſt, communicirt 
z. B. das Manometer M, mit 
der in einer Leitungsroͤhre CF. 
Fig. 585 befindlichen Luft, fo 
bat man auch noch die leben: 


Bor lu 


dige Kraft der ankommenden 

Luft zu berädfichtigen. Iſt 

nun c die Geſchwindigkeit der 

vor der Manometermuͤndung en Luft, fo bat man demnad 
vr Pı 

- L l. d 

zu fegen: Oy 29 = 0%. + Qp Log. na (>) ober, da 


wenn F der Querfchnitt der RER und G der der Röhre oder bei 
an der Danometermündung vorbeigehenden Stromes bezeichnet, nach dem 


Mariotte’fchen Geſetze * = 2, der Gepn = F Un 
V Pı ; 


alfo c= En v if, Oy [: — (7) (2) 15 u 


== (Qp Log. nat. (>) und die in Frage ſtehende Ausflußgeſchwindigkeit 
_ Vaoklag na () gEL Log. nat. G D) 
Vi-(@) 


Es fteilt fi alfo auch bier, genau wie beim Ausfluffe des Waffers aus Gefl⸗ 
Ben, die Ausflußgeſchwindigkeit um fo geößer heraus, je größer das Verhaͤltniß 


F zwiſchen dem Querſchnitte ber Mündung und dem der Röhre ober dit 
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antommenden Luftftromes ifl. Man erſieht auch hieraus, daß unter Übris ‚Kastuf ser 
gens gleichen Werhättniffen der Danometerftand p, um fo kleiner au kuſt. 
fäne, je enger die Leitungsröhre oder je größer bie Geſchwindigkeit der 
durch ſie fortgefuͤhrten Luft iſt. 

Beiſpiel. 1) Ein auf einer 3%, Zoll weiten Windleitung ſitzendes Queck⸗ 
flbermanometer ſteht auf 2), Boll, während der Wind vom coniſch zulaufenden 
Ende derfelben durch eine runde 2 Zoll weite Mündung ausftrömt, mit welcher 
Geſchwindigkeit findet fe Ausftrömen flatt ? Iſt der äußere Barometerftand 


m Boll, fo hat man — _ 742% 30 — 1%, und 








25 
_ 36.1 - 4 
3) 5 — nn” u es iſt daher die theoretifche Aus⸗ 
an 9 os Mindtemperatur: 
1258 . Log. nat. (!%,,) -— 1258 1,0367 .0,087 
= ML N = 396 Fuß. 
N — (Yan) V0,9104 
2) Die Spannung p, im Bindregulator, wo ber Wind ohne Bewegung iſt, er⸗ 
giebt ſich durch die Formel Log. nat. (2) =: * ober Log. nat. p, 
Log. nat 2 af Sail 
= Log. nat.p + ——f 7 _, alfo in dem vorliegenden Falle 
1 


— Log. nat, 75 + ur = 3,3142 4 00065 — 3,4107. Hieraus folgt 


p, = 3,3 Soll. 

$. 394. Wenn ein Windrefervoir keinen Zufluß erhält, während durchxusmur unre 
eine Mündung in demfelben ununterbrocdyenes Ausſtroͤmen ſtatt hat, fo "mi. 
nimmt die Dichtigkeit und Spannung allmälig ab, und es fällt daher 
auch die Ausflußgefchwinbigkeit während des Ausfluffes immer Meiner und 
kleiner aus. In welchem Verhältniffe nun diefe Abnahme zur Zeit und 
zur Ausflaßmenge in derſelben fteht, läßt fich auf folgende Weife ermitteln. 

Es fei das Volumen des Reſervoirs V, der anfängliche Manometer: 
ftand = h. und der Manometerfland am Ende einer gewiſſen Zeit 4, 
— hn, der äußere Barometerftand aber = 6. Dann iſt das auf den 
Außeren Druck reducirte Lufts oder Windquantum im Reſervoit anfangs 
= AU und am Ende der Zeit , = eh ‚ und folglich das 
innerhalb der Zeit & ausgefloffene und unter dem Äußeren Drude gemef: 
fene Windguantum: 


Va = ——— — Fische) = tn), umgekehrt ift aber der 
dem Ausflußquantum Vn entfprechende Manometerſtand 


= ho— 8b, 
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Anus 0 —= 1258. Yil + 0,00367 . 120) . 0,16875 = 1258 . —— 


der ruhigen n 


620,2 Buß. Nun iR aber der Inhalt der Mündung — T MT 


= 0,01227 Quadratfuß, daher folgt die Ausfiugfmenge O —= 0,01227 . 620,2 
— 761 Eubiffuß. Unter dem inneren Drude gemefien, ift diefelbe 

— . 761 — 6,43 Cubikfuß, und auf den mittleren Barometerſtand von 
28 Soll und auf 0° Wärme rebucirt, if das Ausflußquantum 








272 1 
—= 161. 80 1.4404 —= 5,13 Eubiffuß. 


Austub or I 393. Die gefundenen Ausflußformeln fegen voraus, daß die Pref: 
bewegten Euft fung py oder der Manometerftand A an einer Stelle gemeffen worden fei, 

wo die Luft in Ruhe befindiich ift, oder eine fehr ſchwache Bewegung bat, 
mißt man aber p, oder A, an 
einem Orte, wo die Luft in 
Bewegung ift, commmunicirt 
3. B. das Manometer M, mit 
derin einer Leitungsroͤhre CF, 
Sig. 585 befindlichen Luft, fo 
bat man audy noch die leben» 
dige Kraft der anlommenden 
Luft zu berädfichtigen. Iſt 
nun e bie Geſchwindigkeit der 
vor der Manometermündung vorbeigehenden Luft, fo hat man demnach 


2 
zu fegen: Qy. 7 = 07.77 + Qp Log. nal. (> m ) oder, da 


wenn F der Querſchnitt der Mündung und G der der Roͤhre oder des 
an der Manometermündung vorbeigehenden Stromes bezeichnet, nach dem 


Mariottefchen Gefege — 


ale. 2, — (2) ]% 


= (p Log. nat. (>) und bie in Frage flehende Ausflußgefchwindigkeit 
v3 gEL Log. nal. & ) 
ve, (GE Gpi ) 


Es fteit ſich alfo aud) hier, genau twie beim Ausfluffe des Waſſers aus Gefaͤ⸗ 
Ben, bie Ausflußgeſchwindigkeit um fo geößer heraus, je größer das Verhaͤltniß 


FF. | 
G zwiſchen dem Querfchnitte dee Mündung und dem der Roͤhre oder des 








— a oder Gcp, = Frep, 
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antommenden Luftſtromes if. Dan erfieht auch hieraus, daß unter uͤbri⸗ — 
gens gleichen Verhaͤltniſſen der Manometerſtand p, um fo kleiner au kuſt. 
faͤllt, je enger die Leitungsroͤhre oder je groͤßer die Geſchwindigkeit der 
durch ſie fortgefuͤhrten Luft iſt. 

Beiſpiel. 1) Ein auf einer 3%, Zoll weiten Windleitung ſitzendes Queck⸗ 
filbermanometer fleht auf 2%, Zoll, während der Wind vom conifch zulaufenden 
Ende derfelben durch eine runde 2 Zoll weite Mündung ausftirömt, mit welcher 
Geihwindigfeit findet Dit Ausftrömen Rai? Iſt der äußere Barometerſtand 

1, 
ih Zoll, fo Hat man fi Ti rn = 1%, , und 
16.11: 4 

2 +) 0 = nn” I es ift daher die theoretifche Aus: 


—2 vi 10. — 


0 1258 VTOST- Log nat. (7,) _ 1258VT0367.0087 _ z95 gup. 


vi1—-(A) v0, VO 
2) Die Spannung p, im Bindregulator, mo ber Wind ohne Bewegung iſt, er⸗ 
giebt ſich durch die Formel Log. nat. (2) = 2% * oder Log. nat, p, 
Log. nat, 2 n 


5 pP —, alfo in dem vorliegenden Falle 
1- (72) 
= * nat, 27,54 vom” = 3,3142 4 0,0965 = 3,4107. Hieraus folgt 

—303 Zoll. 

—F 394. Wenn ein Windreſervoir keinen Zufluß erhaͤlt, waͤhrend durchuneaus une 
eine Mündung in demfelben ununterbrochenes Ausftrömen ſtatt hat, fo "Sue. 
nimmt die Dichtigkeit und Spannung allmälig ab, und es fällt daher 
auch die Ausflußgefchtwindigkeit während des Ausfluffes immer Bleiner und 
Eleiner aus. In welhem Verhältniffe nun diefe Abnahme zur Zeit und 
zue Ausflaßmenge in berfeiben ſteht, läßt fich auf folgende Weife ermitteln. 

Es fei das Volumen bes Reſervoirs V, der anfängliche Manometer: 
ftand — Ah. und der Manometerftand am Ende einer gewiffen Zeit 4, 

— hn, ber Äußere Barometerſtand aber = d. Dann ift das auf ben 
äußeren Druck reducirte Lufts oder Windquangm im Reſervoir anfangs 


= OH und am Ende ber Zeit td, = een, und folglich das 


innerhalb der Zeit & ausgefloffene und unter dem dußeren Drude gemef: 
fene Windquantum: 


In = ee _ AUcERe) — ; umgekehrt iſt aber der 





— Log. nat. p + 


dem Kusflußamantum Va entforechende erometand 


M=hh— tb, 
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Auctus unen Nehmen wir vier Intervalle an, fegen wir den anfänglichen Manome⸗ 


abmehrmenden 


Druse. terfland Ay, vn am unbe der Zeit £ = h, und fegen wir 
=h— ZH = ho — % (ho — hu) und 


kz = ho — Yı m — h,) fo erhalten wir mittels bee Simpfon ’fchen 
Megel die Zeit 


‚_Vlo—h) 


12 Fb / 2 sr V Log.nat. ne)" * Trognanf Eh Log.nat. — ) 
>) "7 Togman(E) nat. 5 


* V 5) 


Bei maͤßigen Preſſungen oder Ranometerftänsen laͤßt fich 
b-+h h 
Log.nat (> li - 3) 


un VE 
7 nat. V— =(1 + av 7, fegen. 








Nehmen wir nun n Intervalle an, fegen wir alfo bie Ausflußmenge 
für ein Intervall: A_ r * ſo bekommen wir das entſprechende 


Zeitelement 7 = Ag) : F V 2 gZLog. nat. =) 
| 2 

__ Vko—hn) (: + Wi 

— nb — 





Segen wir nun ſtatt A; hy Ay Aa. . . . An ein, fo erhalten wir bie 








Bon bem Ausfluffe der Luft aus Gefäßen und Möhren. | 587 
Summe ale (7 =20 Ph) = 2 (Yo Vin Je. 
Ro Drude. 
und die Summe aller —E n ht (hr—h,%) 


= Yy (Yhr— vb? ), weshalb die Summe aller Zeittheildyen oder die 
ganze Zeit, innerhalb welcher Am in h, übergeht, und die Windmenge 


Yn = — ausſtroͤmt, 


wi 2gbE 
— —— ———— ) ( 4 — annaͤhernd 
Van 2965 
— RN 


F 2967 


Beifpiel. der 50 Buß lange und 5 Fuß weite cylindriſche Windregulator 
eines Geblaͤſes iſt mit Wind angefüllt, deſſen Manometerftand k — 10 Zoll und 
Thermometerfland 6° beträgt. Wenn nun ein Ausftrömen des Windes in einem 
Raume, defien Barometerftand 27 Zoll ift, durch eine 1 Zoll weite runde Mün⸗ 
bung flattfindet, fo entfieht die Frage, in welcher Zeit der Nanometerftand auf 7 Zoll 
—— und nme bie entſprechende aueſtußmenge iſt? Das Volumen des Keſſels 


ft- 7 T . 50-120 . T = 981,75 on daher die unter dem aͤuße⸗ 
ren Drucke gemeſſene Ausflußmenge V, (kon ”) V- (7 — ). 981,75 








[Vr— Vhr)+ (Wh hoꝰ⸗V Al. ober 














109,08 Cubikfuß. Run if V 29 —3 1258 Me 


= 1258 102202 = 1272, und F= T Gt z7g = 0005454 Qua- 
dratfuß, daher folgt die in Frage flehende Ausflußzeit 


= mas lV or Var) (14 Sr 


TE ° 0,0994 . 1,079 — 30,3 Secunden. 


8.395. Die Contractionserfheinungen, welche wir beim Auss Aumıs. 
fluſſe des Waffers aus Gefäßen kennen gelernt haben, finden ſich auch beim" 
Ausftrömen der Luft aus Gefäßen vor. Iſt die Ausflußöffnung in einer 
dünnen Wand ausgefchnitten, fo hat ber durch fie gehende Luft: oder Wind» 
ſtrahl einen Bleineren Querfchnitt, als die Mündung felbft, und es ift des: 
halb auch die Ausflußmenge Meiner als das Product Fv aus Querfchnitt 








Ausäußs 
corfficienten. 
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F der Deänbung und theoretifche Gefchwindigkeit v. Gegen wir wieder 


das Verhältniß 5 1 des Querſchnittes F, vom Strahle zu bem der Mün- 
bung F, = u, Mi haben wir auch wie beim Waſſer die effective Ausfluß⸗ 


menge Q, = uQ=Fv=urFv=urFV 295 Log.nat.( PL), 


Nach des Verfaffers Berechnungen der Koch'ſchen Verſuche ift bei 
Manometerftänden von Y, bis Y, Atmofphäre im Mittel u — 0,58 zu 
fegen. 

Ebenſo ift auch das effective Ausflußguantum beim Kusftrimen ber 
Luft durch kurze cylindrifhe Anfagröhren Meiner als das theoretifch be⸗ 
flimmte, man hat alfo auch bier das letztere durch eine Erfahrungszaßt, 
ben Ausflußcoefficienten w, au multipliciren, um das erftere zu 


erhalten; nur ift hier ge nicht das Querſchnitisverhaͤltniß a fondern das 


Verhaͤltniß Ader effectiven Ausflußgeſchwindigkeit v, zur theoretiſchen v. 


Die Koch'ſchen Verſuche geben bei den oben angegebenen Preſſungen 
für das Ausſtroͤmen durch cylindriſche Anſatztoͤhren, welche hoͤchſtens bmal 
fo lang als weit find, im Mittel u — 0,74. 

Coniſch convergente Anfagröhren, ähnlich wie Düfen bei Geblaͤſen, geben 
noch größere Ausflußcoefficienten; nah den Koch'ſchen Verſuchen 
giebt eine Röhre von 60 Seitenconvergenz, wenn fie 5mal fo lang als im 
Mittel weit ift, den mittleren Ausflugcoefficienten u = 0,85. 

Hiernach ift für den Ausfluß der Luft durch Mündungen in ber bünnen 
Wand die effective Ausflußmenge, gemeffen unter m äußeren Drude: 


Q,=1729, sr(t —)V (1 + 0,00367 g- 7 A Gubifuß, für dem 


Ausflug durch kurze cylindrifhe Anfagröhren: 


Q, = 931 F. ( 2) ) (1 + 0,00367 g 7 Cubikfuß, und fuͤr 


den durch die coniſche — von 60 —* 


— 1069 F(1 —)V 1. + 0,00367 9) . Cubikfuß. 


Beiſpiel. Wenn bei einem Geblaͤſe die Mündungen der beiden coniſchen 
Düfen zuſammen 3 Quadratzoll Inhalt Haben, wenn ferner der Manometerſtand 
3 Zoll, der äußere Barometerſtand aber 27°, Zoll und die Temperatur des Win- 
des 15° beträgt, fo ift das Ausflußquantum 


0, = 108 . Yu (1 - 5) V/ di + 9er . 15) 55 


— 227. UV 1055. %, — 21,66,/ OIIST = 7,34 Gubiffuß. 
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Anmerfung. Berfuche über den Ausfluß ber ‚Luft find angeftellt worden Ausftuf: 
- von Deung, Schmidt, Lagerhielm, Roh, D’Aubuiffon, Buff, und "ffintn. 
in neuefler Zeit von Pecqueur, Saint-Benant und Banpel. In Betreff 
der Verfuche von Doung und Schmidt iftnadhzufehenin Gilbert’s Annalen 
Band 22, 1801, und Band 6, 1820, und in Boggendorff’s Annalen, Band 2, 
1824, in Betreff derjenigen von Koch und Buff aber in den Studien des göf: 
ting’ichen Vereines bergmännifcher Freunde, Bb. 1, 1824; Bd. 3, 1833; Bd. 4, 
1837 und Bo. 5, 1838; ferner in Poggendorff’s Annalen, Bb.27, 1836 und 
Br. 40, 1837. Die Lagerhjelm' ſchen Berfuche werben behandelt in dem ſchwe⸗ 
diſchen Werfe Hydrauliska Försök af Lagerhjelm, Forselles och Kallstenius, 1 
Delen, Stodholm 1818. Die Berfuhe D’Aubuiffon’s Ternt man fennen in 
den Annales des Mines, Tome 11. 1825, Tome 13, 1826, Tome 34, 1827, dann _ 
aber auch in D’Aubuiffon’s Trait6 d’Hydraulique. Bon den neueften in 
Frankreich angeftellten Berfuchen handelt Boncelet in einer Note sur les expe- 
riences de M. Pecqueur relalives à l’ecoulement de l’air dans les tubes etc. 
der Comptes rendus und hiervon im Auszuge das polytechnifchen Gentralblatt, 
Band 6, 1845. Aus diefen Verſuchen folgert Boncelet, daß die Luft bei ihrem 
Ausfluffe denfelben Gefeßen folge, wie das Waſſer. Die meiften diefer Verſuche 
find mit fehr engen Münbungen angeftellt worven, weshalb fie wohl ſchwerlich 
den Anſprüchen ber Praris Genüge leiften. Am meiften Beachtung verdienen bie 
Verſuche von D’Aubuiffon und Koh, und nächftdem vielleicht die noch von 
Pecqueur, und am ausgebehnteften find die von Rod. Leider findet aber 
unter ven Grgebniffen aller diefer Verſuche nicht die erwänfchte Uebereinftiimmung 
ftatt, namentlich weichen aud) die von D’Aubuiffon gefundenen Ausflußcoeffi- 
eienten von denen, welde fih aus den Koch'ſchen berechnen laffen, bedeutend 
ab. Die Gründe, weswegen ich ben Koch' ſchen Woeffictenten am meilten Zus 
trauen ſchenke, find befonders in der Allgemeinen Mafchinenenicyclopädie, Artikel 
»Ausfluße und dann auch in einem hiermit verwandten Auflage des Verfaſſers 
in Boggendorff’6 Annalen, Bb. 51, 1840, auseinandergefeßt worden. Einige 
Verſuche des Verfaſſers über den Ausfluß der Luft theilt Herr Bornemann 
in ber Zeitfchrift »der Ingenteur« mit. 


$.396. Bewegt fi) die Luft durch eine lange Röhre CF, Fig. 586,  Ausrıuf 
fo hat fie einen Reibungswiderftand wie das Waffer zu überwinden, auch ch Röhren. 
Fig. 586. | 





— — 


laͤßt ſich dieſer Widerſtand durch die Hoͤhe einer Luftſaͤule meſſen, die der 
l „2 
Ausdrud An =E I: — worin genau, wie bei den Waſſerleitungen, 


v die Geſchwindigkeit, | die Länge, d bie Weite der Roͤhre und & den - 
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Au durch Verſuche zu beflimmenden Widerftandscoefficienten bezeichnen, angiebt. 
vu. Rabe · gielfaͤltige Verſuche von Girard, D’Aubuiffon, Buff und Pec: 
queur führen auf den mittleren Werth £ =0,024. Es ift alfo hiernach 

der durch die Reibung der Luft in den Röhren erzeugte MWiderfland durch 


2. 
die Höhe An — 0,024 ⸗ . —— einer Luft⸗ oder durch die Höhe Fin 


d2g 
2 
= 0,0000023-5 . 5 einer Queckſilberſaͤule zu meſſen, und es wird 


der Manometerftand am Ende einer Windleitung um die legte Höhe tiefer 
fein als am Anfange ber Leitung. 

Steht am Ende einer Windleitung von der Weite d ein Manometer 
auf Ay, während der Wind durch eine Deffnung von der Weite d, aus 
ftrömt, fo ift nach dem — die Ausflußgeſchwindigkeit 


Kan) 


am vi der Leitung, fo hat man 


P Log. nar. ("| 1 — (Fr, An) + 0,024 IE 


teil die Geſchwindigkeit in der Röhre = 





; iſt aber Ah, der Manometerftand 





x v iſt; daber folgt in diefem 


Vi Log. nat.(* + “) | 
Vi+ | 002: 5— (| a)‘ 


Wird endlich der Manometerftand h im Refervoie am Anfange ber 
Lei ung gemeffen, wo bie Luft in Ruhe befindlid, angenommen werden kann, 


Vs Log. nat. (= ) 


Ver om ME 


Nehmen wir noch mit auf die Widerflände beim Ein⸗ und Austritt 
Ruͤckſicht, und feßen wir den Widerftandscoefficienten für den Eintritt in 
die Leitung — £,, den für den Austritt oder für das Munbftüd am- 
Ende derfelben aber S £,, fo erhalten wir 


Er [rer ae DIE 





Falle v= 


fo hat man v = 
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. ——— 7 757— Antfiuf 
| . 2g pP Log. na (2 + *) durch Röhren 
und daher umgekehrt, v — | — I —5. 
t+6+(&+25)G) 





(1 + 0,00367 ) Log. nat. (+ au 
= 188 |) A — — 8 


1) 


Je nachdem der Einmuͤndungspunkt um s tiefer oder höher liegt, als 
der Ausmändungspuntt, hat man unter der Wurzelgröße im Nenner noch 
+5 zu abdiren. Uebrigens können noch andere Hinderniffe in der Röhre, 
wie Krömmungen, Verengungen und Ermeiterungen u. f. w. vorkommen. 
Ueber diefe Hinderniffe liegen genuͤgende Erfahrungen zwar nicht vor, allein 
es läßt fich doch mit großer Wahrfcheinlichkeit annehmen, daß diefe Wider 
ftände nicht bedeutend anders. ausfallen, als beim Waffen, weil auch bie 
Ausflußcoefficienten und derReibungscoefficiefft bei der Luft und beim Waf: 
fee ziemlich diefelben find. So lange alfo neue ausführliche Verſuche hier 
über nicht angeftellt worden find, fann man von den für das Waffer ges 
fundenen Widerftandecoefficienten bei Unterfuchungen über die Bewegung 
und ben Ausflug der Luft mit ziemlicher Sicherheit Gebrauch machen. 


Beifpiel. In dem Regulator am Kopfe einer 320 Fuß langen und 4 Zoll 
weiten Windleitung ſteht das Duedfilbermanometer auf 3,1 Zoll, während ber 
äußere Barometerfiand 27,2 Zoll beträgt, es iſt ferner die Mündungsweite des 
coniſch zufammengezogenen Endes der Leitung 2 Zoll und die Temperatur des 
Windes 20°, weldhes Windquantum liefert diefe Leitung? Es if 


(1 -+ 0,00367 ı) Log. nat. (=) = (1 -+0,00367 . 20) Log. nat. (77) 
' 
— 1,0734 (5,1137 — 5,6058) = 0,1158, feßen wir ferner I, — 0,83 und 
1 1 
= 3 1— Gage 1=0384, fo erhalten wir t+5+(2, 40,024 I) @ =) 


— 1,384 + (0834002. 109) = 1,38442387. 1 — 2,876, bes 
her die Nusflußgefchwindigfeit o = 1285 0,1'58 = 2,78 Fuß, und bie 


2,876 
g 
Ausflußmenge Q — 2 v_ T . u = 61 Gubiffuß. 
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Siebentes Kapitel. 


Von der Bewegung des Waſſers in Kanälen 
und Flüffen. 


— $. 397. Die Lehre von ber Bewegung des Waſſers in Kanaͤlen und 
Fluͤſſen macht den zweiten Haupttheil der Hydraulik aus. Das Waſſer 
fließt entweder in einem natürlichen oder in einem kuͤnſtlichen 
Bette (franz. lit; engi. bed). Im erften Falle bilder es Ströme, Fluͤſſe, 
Bäche, im zweiten Kanaͤle, Gräben und Gerinne. Bei der Theorie der 
Bewegung der fliegenden Waffer kommt auf diefen Unterfchieb nichts, oder 

nur menig an. 
Das Flußbette befteht aus dem Grundbette oder der Sohle 
(fang. font du lit; engl. bottom of the channel), und aus ben beiden 
Ufern (franz. bords; engl. shores). Durch eine Ebene winkelrecht gegen 
die Bewegungsrichtung des fließenden Waſſers ergiebt fih der Quer: 
ſchnitt (franz. section; engl. perpendicular-section) bdeffelben. Der 
Umfang bdeffelben ift das Quer: ober Breitenprafil, welches wieder 
aus dem MWaffer: und dem Luftprofile beftebt. Eine Vertikal⸗ 
ebene in der Richtung des fließenden Waſſers giebt den Längendurd: 
ſchnitt und das Längenprofil (franz. profil; engl. profile) deffelben. 
Unter Abhang (franz. pente; engl. declivity, slope) eines fließenden 
Maffers verfteht man den Neigungswinkel feiner Oberfläche gegen den 
Horizont. Um diefen auf eine beftimmte Länge eines fließenden Waffers 
anzugeben, dient das Gefälle (franz. chute; engl. fall), welches ber 
Vertitalabftand der beiden Endpunkte im Wafferfpiegel einer beſtimm⸗ 
#ig. 587. ten Stußftrede if. Roͤſche ift das Gefällt 
_ für die Längenerftredung S 1. Für die Fluß: 
ftrede AD==I1, $ig.587, ift BC das Grund» 
bette, DH = h, das Gefälle und der Winkel 
DAH = Ö, der Abhang; die Röfche aber ift 


sin.d— 





7 

Anmerfung. Das Gefälle der Bäche und Flüſſe iR ſehr verfchieden. Er 
hat 3. B. die Elbe auf eine deutſche Meile Erftredung von Hohenelbe bis Podie⸗ 
brad 57 Fuß, von da bis Leitmerig 9 Buß, von da bis Mühlberg im Mittel 5,8 
und von da bis Magdeburg 2,5 Fuß Gefälle. Bebirgebähe haben auf die 
Meile ein Gefälle von 40 bis 400 Fuß. Näheres hierüber fiche: »Vergleichende 
hydrographifche Tabellen u. f. w von Strange. Kanäle ober andere fünftliche 
Wafferleitungen erhalten viel Meinere Gefälle. Hier if die Röfche meiftens unter 
0,001, oft 0,0001 und noch fleiner. Mehr hierüber im zweiten Theile. 
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$. 398. Die Gefchmindigkeit des Waflers in einem und demſelben Mei 


Que rprofile ift an verfchiedenen Stellen fehr verfchieden. Die Adbäfion feiten eines 


des Waſſers an dem Bette und der Zufammenhang ber Waffertheile unter 
einander bewirken, daß die den Bertwänden näher liegenden Waffertheite 
in ihrer Bewegung mehr aufgehalten werden und baher langfamer fließen, 
als die entfernteren. Aus diefem Grunde nimmt denn bie Geſchwindig⸗ 
keit von der Oberfläche nach dem Bette zu ab, und es ift biefelbe am 
Boden und nahe den Ufern am Eleinften. Die größte Geſchwindigkeit bes 
findet fich bei geraden Flußſtrecken meift in der Mitte oder an derjenigen 
Stelle in der freien Oberfläche des Waſſers, mo es die größte Tiefe hat. 
Man nennt diejenige Stelle, wo das Waſſer die größte Geſchwindigkeit 
bat, den Stromftrich und die tieffte Stelle im Bette die Stromrinne. 

Bei Krümmungen ift der Stromftrich in der Regel nahe dem concaven 
Ufer. 

Die mittlere Gefhmwindigkeit des Waſſers innerhalb eines 


Querprofiles ift nach $. 335 
— VWuaſſerquantum pr. Ser. 
F 7 Smpalt des Querfchnittes ' 

Außerdem laͤßt fich die mittlere Gefhwindigkeit auch noch aus den Ge⸗ 
ſchwindigkeiten c,, c2. Cz u.f. mw. ber einzelnen Theile des Querprofiles 
und aus den Inhalten F, Fo, F3 u. f. mw. der legteren berechnen. Es 
ift namlich O = Fıc, + Faca + Facz + . - ., und daher auch 

_Fatrhe-+.. 
— FRt+RrR+t... 

Außer der mittleren Geſchwindigkeit führt man auch bie mittlere 
MWaffertiefe, alfo diejenige Tiefe a ein, welche ein Querprofil an allen 
Stellen haben müßte, damit es ebenfo viel Inhalt erhielte, als es bei den 
veränderlichen Tiefen a, 4, a, u. f. w. wirklich hat. Es ift alfo hiernach 

— F __ Imbalt des Querfchnittes 

— 64 Breite des Querfchnittes 

Big. 588. Sind die einzelnen Breitentheilen 5, 
| d., 63 u. f. w. entfpeechenden mittleren 
tiefen Q, Qy Qu. ſ. w., Fig. 588, 
ſo hat mn F= ab, +5 +..., 
a5, +06, +. . 

bs, ++... 


‚ und bei gleicher 


und daher auch a= 


a,d,cı + ad +... 
ad, + ab. +.. 
zße d 04 + 9 + .. 
Größe der Theile d, bu. ſ. w, c — 
Ein Fluß oder Bach iſt im Beharrungszuſtande (franz. perma- 
Weisbach's Mechanik. 2. Aufl. J. Bd. 38 


Enbiic if auhc — 





uerproftle® 
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Serſchiedene nence; engl. permanency), wenn durch jeden feiner Querfchnitte in glei⸗ 
an da cher Zeit eine gleiche Waffermenge fließt, wenn alfo O oder das Product 
Furt 7 aus bem Inhalte bes Querprofiles und aus ber mittleren Geſchwin⸗ 
digkeit auf bie ganze Flußſtrecke eine unveränderliche Zahl ift. Hieraus 
folgt nun das einfache Gefeg: bei der permanenten Bewegung 
des Waffers verhalten fich die mittleren Geſchwindigkei— 
ten innerhalb zweier Querpeofile umgekehrt wie bie In⸗ 
halte biefer Profile. 
Beifpiele. 1) An dem Querprofile ABCD, Big. 588, eines Kanales hat 
man gefunden: 
Breitentheile: - © 22222. bei 6.—5.4 Iß. 3.43 835. 
mittlere Tiefen: . 2 > 0 20. 4=25» ,=45» ,=30 » 
entfprechenpe mittlere Geſchwindigkeiten: a=29 » c, — 3,7 » c,; — 322 ⸗ 
daher läßt fi ſetzen der Inhalt dieſes Profiles F=3,1.2,5+5,4.4,5-+4,3.3,0 
— 44,95 Quadratfuß, ferner die Waſſermenge 
0 = 31.25.29 + 5,4.45.3,7 + 43.30.32 = 153,665 Gubiffuß, und 


_@ _ 153,665 _ 
die mittlere Gefhwindigfeit ce — FT us — 3,419 Fuß. 


2) Wenn ein Graben 4,5 Cubikfuß Waffer mit einer mittleren Geſchwindigkeit 
ce von 2 Fuß fortführen fol, fo hat man ihm ein Querprofil von = = 225 


Quadratfuß Inhalt zu geben. 3) Wenn ein und berfelbe Fluß an einer Stelle 
bei 560 Fuß Breite und 9 Fuß mittlerer Tiefe eine mittlere Geſchwindigkeit von 
2Y, Fuß hat, fo wird er an einer Stelle bei 320 Fuß Breite und 7,5 Fuß mitt: 
ferer Tiefe die mittlere Geſchwindigkeit 


567 
— 2,25 = 20” 4,725 Fuß haben. 


glirttere 6. 399. Wenn man bie Waffertiefe an irgend einer Stelle eines fließen: 
gta. ben Waſſers in gleiche Theile theilt, und die entfprechenden Geſchwindigkei⸗ 
ten als Ordinaten aufträgt, fo erhält man eine 
fogenannte Stromgefhmwindigkfeitsfcala. 
AB, Sig. 589. Obwohl ed als ausgemacht ans 
zufeben ift, daß das Geſetz diefer Scala oder der 
Gefhmwindigkeitsveränderung durch irgend eine 
Gurve, wie 3. B. nad Gerſtner durch eine 
Ellipfe u. ſ. w., ausgedruͤckt wird, ſo läßt fich doch 

auch ohne einen großen Fehler befücdhten zu 
müffen, eine gerade Linie fubftituiren, oder annehmen, daß die Gefchwins 
digkeit nach der Tiefe gleichmäßig abnehme, weil bie Abnahme der Ge 
ſchwindigkeit nach unten immer nur eine Beine ift. Aus den Verfuchen 
von Zimenes, Brünnings und Funk ergiebt fi), daß die mittlere 
Geſchwindigkeit in einem Perpendikel c„ = 0,915 c, ift, wenn c, bie 
Geſchwindigkeit an der Oberfläche oder die Marimalgefchwindigkeit bezeich: 
net. Es nimmt alfo hiernach die Geſchwindigkeit von oben bis zur Mitte 
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M um o — c„ = (1 — 0,915) co, = 0,085 c, ab, und es läßt ſich 
folglich die Gefchrmwindigkeit unten ober am Fußpunkte bes Perpendikels 
ec, — co — 2.0,085 co, = (1 — 0,170) co = 0,83 c, fegen. Iſt 
nun bie ganze Tiefe = a, fo hat man, bei Annahme einer der geraden 
Linie entfprechenden Gefchmwindigkeitsfcala für eine Tiefe AN = x unter 
dem Waffer die entfprechende Geſchwindigkeit 


v — co — (0 — 6, 286 — 0,172) o 

Sind nun noch Cy, Cy Ca ... die Oberflächengefchwindigkeiten eines 
ganzen Querprofiles von nicht ſehr veränberlicher Tiefe, fo hat man bie 
entiprechenden Gefchwindigkeiten in ber mittleren Tiefe: 0,915 cn. 0,915e;. 
0,915 c, und daher die mittlere Gefchwindigkeit im ganzen Querprofile 
ta +&@-...c 
ce = 0,915 Bra rt en) Nehmen wir endlich an, daß bie 
Geſchwindigkeit vom Stromftriche aus nach den Ufern zu ebenfo abnehme 
wie nach der Tiefe zu, fo können wir wieder die mittlere Oberflächen: 


otratr..+6 


geſchwindigkeit — — * 0,915 co ſetzen, und erhalten fo 


die mittlere Geſchwindigkeit im ganzen Querprofile: 
c = 0,915 . 0,915 . c, = 0,837 . 69 
d. i. 83 bis 84 Procent der Maximal⸗ oder Stromſtrichgeſchwindigkeit. 
Prony leitet aus den allerdings nur in kleinen Graͤben angeſtellten 
Verſuchen Du Buat’s und für dieſe Faͤlle vielleicht noch genauer 


[2,372 + © — — +60 
= 31594 <, co Meter = 99T tr Co Buß ab. 

Fuͤr mittlere Gefhwindigkeiten von 3 Fuß folgt hiernach c„— 0,81 c.. 

Beifpiel. Wenn im Stromfirihe eines Waſſers die Gefchwinbigfeit des 
Waſſers 4 Fuß und die Tiefe 6 Fuß ift, fo hat man die mittlere Gefhwindigfeit 
im entfprechenden Perpendifel ec, — 0,915 . 4 — 3,66 Fuß, und die am Boden 
— 0,83. 4 = 3,32 $uß; ferner die Geſchwindigkeit 2 Fuß unter der Oberfläche 
e= (1 — 0,17. %Y)-4 = (1—0,057) . 4 = 3,772 Fuß, endlich die mittlere 
Geſchwindigkeit im ganzen Duerprofile, ce = 0,837 . 4 — 3,348 Zuß, 

11,50 46 
und nah Prony c = 1397 ° 4 = 1397” 3,29 $uß. 

Anmerkung. Ueber diefen und über die nächflfolgenden Gegenflände wird 
ausführlich gehandelt in der allgemeinen Maſchinenencyclopädie, Artikel »Bewe⸗ 
gung des Waſſers⸗. Neue Berfuche und neue Anſichten hierüber findet man in 
folgender Schrift: Lahmeyer, Crfahrungsrefultate über die Bewegung des 
Waſſers in Flußbetten und Kandlen, Braunfchweig, 1845. Nah Baumgar- 
ten’6 Beobachtungen (f. polytechnifches Eentralblatt, Nr. 14, 1849) giebt biefe 
Zormel bei größeren Geſchwindigkeiten zu große Werthe, und es ift für folche 


en 3) 0 0,8 c, Meter zu feben. 
38% 


Mittlere 
Geſchwin⸗ 
digkeit. 
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Borzteitsanete 6. 400. Der Widerftand, welchen das Bette der Bewegung bes Maf: 


Querprofile 


ſers in Folge der Adhaͤſion, Klebrigkeit oder Reibung entgegenſetzt, waͤchſt 


„mit der Beruͤhrungoflaͤche zwiſchen dem Bette und dem Waſſer und alſo 


auch mit dem Umfange p des Wafferprofiles oder im Bette liegenden Thei⸗ 
les vom Querprofile. Da aber durch ein Querprofil um fo mehr Wafferfäden 
binducchgehen, je größer der Inhalt eines folhen ift, fo waͤchſt der Wider: 
ftand eines Mafferfadens auch umgekehrt wie der Inhalt und daher im 
Ganzen wie der Quotient 5 aus dem Umfange des Waſſerprofiles und dem 
Inhalte des ganzen Querprofiles. 


Damit nun der Reibungswiderſtand eines fließenden Waſſers moͤglichſt 
klein ausfalle, hat man dem Querprofile diejenige Geſtalt zu geben, bei 


welcher 5 moͤglichſt klein iſt, bei welcher alſo der Umfang p bei gegebenem 


Inhalte ein Minimum, oder der Inhalt bei gegebenem Umfange ein Da: 
rimum werde. Bei ringsumfchloffenen Wafferleitungen, wie 3. B. bei 
Röhren, ift p der ganze Umfang der vom Querprofile gebildeten Figur. 
Nun bat aber unter allen Figuren von gleicher Seitenzahl allemal die 
regelmäßige, und unter allen tegelmäßigen Figuren wieder diejenige, deren 
Seitenzahl die größere ift, bei gleichem Inhalte den Bleinften Umfang, da- 
ber fällt denn auch bei ringsumfchloffenen Wafferleitungen der Reibungs⸗ 
widerftand um fo Heiner aus, je mehr ihr Querprofil einer Tegelmäßigen 
Figur ſich nähert, und je größer die Seitenzahl berfelben ift, und es ift 
der Kreis, als eine regelmäßige Figur von unendlich vielen Seiten, in dies 
fem Falle das dem kleinſten Reibungsmiderflande entfprechende QDuerprofil- 
Bei den oben offenen Wafferleitungen ift das Verhaͤltniß ein anderes, 
weil die obere Seite des Querprofiles frei oder vielmehr nur mit Luft in 
Berührung ift, die, fo lange fie fi in Ruhe befindet, dem Waſſer keinen 
oder nur einen fehr Beinen Widerfland entgegenfegt Wir müffen alfo 
auch bei Beurtheilung dieſes Reibungsmwiderftandes in dem Quotienten 

518: —* 5 die obere Seite oder das ſogenannte Luftprofil 
außer Acht laſſen. Bei Anwendung von Kanaͤlen, 
Graͤben und Gerinnen kommen in der Regel nur 
rectangulaͤre und trapezoidale Querprofile vor. Eine 
durch den Mittelpunkt M des Quadrates AU gehende 
Horizontale EF, $ig.590, theilt ſowohl den Inhalt 
als aud) den Umfang in zwei gleiche Theile, daher 
bleibt denn dag, was für das Quadrat gilt, auch für diefe Hälfte richtig, 
und es entfpricht ſonach unter allen rectangulären Querprofilen das halbe 





J — ——— 
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Quadrat AE, oder basjenige, welches boppelt [OB ernheikeftrk: 
breit als hoch tft, dem kleinſten Reibungswider⸗ Eu 
flande. Ebenfo wird das regelmäßige Sechseck 
ACE, Sig. 591, durch eine Horizontale CF in 
zwei gleiche Trapeze zertheilt, wovon jedes, wie 
das ganze Sechseck, den größten relativen Inhalt 
bat, und es ift folglich unter allen trapezoidalen 
Querprofiien das halbe regelmäßige Sechseck oder 
das Trapez ABCF mit Boͤſchungswinkeln AFM— BCM, von 60° das: 
jenige, bei beffen Anmendung ber Eleinfte Reibungswibderftand eintritt. 
Fig. 592. Fig. 593. Ebenfo liefern das halbe 
regelmäßige Achte ADE, 
Sig. 592, das "halbe regel: 
mäßige Zehneck u. ſ. w. und 
endlich der Halbkreis ADB, 
Sig. 593, unter gegebenen 
‚Umftänden die vortheilhaf: 
teften Querprofile für Ka⸗ 
näle. Das trapezoidale oder halbe regelmäßige Sechseck giebt noch einen 
fleinern Widerftand als das Halbe Quadrat oder Rechteck mit dem Sei: 
tenverhältniß 1 : 2, weil das Sechseck einen Meineren relativen Umfang 
hat als das Quadrat. Das halbe regelmäßige Zehned giebt eine noch 
Eleinere Reibung, und dem Halbkreiſe entfpricht allerdings das Minimum 
ber Reibung. Nach dem Halbkreife und nach dem Rechtecke werden nur 
die Profile von Serinnen aus Holz, Stein oder Eifen gebildet, nach 
Zrapezen hingegen conftruirt man die Querprofile von ausgegrabenen und 
gemauerten Kanaͤlen. Andere Formen werden wegen Schwierigkeiten in 
der Ausführung nicht leicht angemenbet. 
$. 401. In den "Fällen, wenn Kandle nicht ausgemauert, fondern 
in der loderen Erde oder in Sand ausgegraben werden, ift der Böfchungs: 
winkel von 609 zu groß oder die relative Boͤſchung .cotg. 600 0,57735 
Fig. 59. zu Mein, meil die Ufer noch nicht hin 
reichende [Stabilität erhalten; man wird 
daher genöthigt, trapezoidale Querpros 
file anzumenden, bei melden die Dei: 
gung der Seiten gegen die Bafis noch klei⸗ 
ner. als 60°, vielleicht garnur 450 und noch 
Eleiner ift. Bei einem trapezoidalen Quer: 
| profile ABCD, Sig. 594, welches mit dem 
halben Quadrate gleichen Umfang und Inhalt hat, ift die relative Boͤ⸗ 
(hung = %, und der Boͤſchungswinkel gar nur 36%, 5%. Theilt man 
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Berreisafıetebie Höhe BE in drei gleiche Theile, fo hat die Bafis BC deren 2, bie 
mu aratiele AD, 10, und jede der Seiten AB —= CD, = 5 Theile. In 
vielen Fällen macht man die Boͤſchung — 2, deren Winkel 26%, 34° be: 

trägt, und zumeilen macht man fie noch größer.” 
Jedenfalls laͤßt fih der Boͤſchungswinkel 
Big. 595. | BAE = 8, $ig. 595, oder die Boͤſchung 


AE 
n= 557 cotang. ® als eine gegebene 


und von ber Natur des Erbreiches, worin der 
Kanal ausgegraben wird, abhängige Größe 
anfehen, und es find daher nur nody die 
Dimenfionen des den kleinſten Widerftand 
gebenden Querprofiles zu beſtimmen. Gegen wir die untere Breite BC 
— b, die Tiefe BE a und bie Bölhung Sen, fo erhalten wir für 
den Umfang AB+BC+CD=p=Ö5b+ 2V/ a +n?a—b-+2aV/ 1+-n2, 
für den Inhalt F= ab +rnaa=a(b + na), und daher umge 


thtb = 2_ na, und das Verhältniß 








L=—- +4 @Vm Hin 


Segt man flatt a, a + x, wo © eine Eleine Zahl bezeichnet, fo 


ide fih Ir = =.4,t+ er. 2) ay®+i—n 


il eye) +Frav®+i—n 
=; +: am rin + (MH _ Z)e +2 feten. 


— 


Damit nun dieſer Werth nicht allein fuͤr einen poſitiven, ſondern auch 
für einen negativen Werth von © größer ausfalle, als der erſte 


Pr + av Fin), if noͤthig, daß das Glied mit dem Factor 


© verfchmwinde, damit alfo 5 zum Minimum werde, muß ſein: 


vo __ 
— 7 I) bild= 2yn? + 1 De 





F 
— F Sin. O 
dan cotang. 9 und yn +i= Zz iſt, — cos. 8 


Hiernach iſt alſo die einem gegebenen u 9 und einem 
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gegebenen Inhalte entfprechende zweckmaͤßigſte Form bes Querprofiles berberteligat 


’ Fsin.® | F 
ſtimmt duch a = 05 ndb = 7 — 4 eotang. ®. 


Beifpiel. Welche Dimenfionen find dem Querproflle eines Kanales zu 
geben, befien Ufer 40° Böſchung erhalten follen, und der beſtimmt ift, bei einer 
mittleren Geſchwindigkeit von 3 Buß ein Waflerquantum Q von 75 Cubikfuß 


fortzufühen? ER F= * * * — 25 Quadratfuß, daher die Tiefe 


195 sin. 10° RI _a 
.- — 5 —5 —— 3,609 Fuß, die untere Breite 
— _3_ _ 3,609 cotang. 40° — 6,927 — 4,301 — 2,626 Fuß, die Bir 
fung ober, Ausladung der Ufer — 3,609 . cotang. 40° — 4,301, die obere 
Breite = 6,927 + 4,301 = 11,228 Buß, der Umfang p = b + 
— 2626 + 218 _ 13855 Fuß, und das den Beibungsmiberftand beflim- 


sin. 40° _ 
mende Berhältnig * — a — 0,5542. 
$. 402. Die Dimenfionen der, verſchiedenen Boͤſchungswinkeln und 
einem gegebenen Querfchnitte entfprechenden, zweckmaͤßigſten Querprofile 
giebt folgende Zabelle an. 








Dimenflonen der Querprofile. Quoi 
Bölhungs-| Relative un 
» Abfolute | Obere 
winkel 9. | Böfgung. | Tiefe a Untere Bölkung | Breite — 
Breite * 8 b+2na f 


>. 
fe) 
& 


oo | 0 Jomwrvrrelisuyr| 0 [ar 


Le) 
28 
®} 


60° 0,577 10,760, F|o8T7vV F|0,439y Fi, 755’ F 


ER 


| 


45° 1,000 |0,720,7 Fl0613V £|0,740 7 F12,092y‘ F 


8} 
38 
= 


| 


40° 1,192 [0,7227 F |0,525 17 F|0,860 7 F2,246y° F 


De 
IE = 


36°,52 1,333 10,707 F|0,471 7 F|0,983 7 FRBSTYF 


[y>) 
—58 
53 


seh 


35° 1,402 10,697 7 F|0439 7 F\0,995, 7 F|2,430 7 F 


30° 1,732 |0,664, 7 Fl0356y Fl1,150y F2,656vV’ F 


|) 
8* 


26°34 | 2,000 [0,6367 710,30047 F|1,272,7 FIRBAYV*F 


ER 


| 


Halbkreis —XX 1,596, F 


S 
* 
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Torrbeittaftete Man erfieht aus dieſer Tafel, daß allerdings beim Halbkreiſe der Quo⸗ 


Que rorofiie. 2, 507 
tient 4 am kleinſten, naͤmlich — F ift, daß er beim balben 


Sechseck größer, beim halben Quadrate = ‘beim Trapeze von 360, 52‘ 


Boͤſchung aber noch größer ift u. f. m. 

Beifpiel. Welde Dimenfionen find einem Querprofile zu geben, das bei 
40 Quadratfuß Inhalt eine Ufer-Böfhung von 35° hat? Nach der vorſtehenden 
Tafel ift die Tiefe a = 0,697 v0 — — 4,408, die untere Breite — 0,439 v0 
— Z777 Buß, die abfolute Böfhung = 0,995 Y40 —= 6,293 Fuß, die obere 


Breite — 15,363, und der Quotient = - == (),4538. 





Srihfärmige $. 403. Die Bewegung des — in Betten iſt auf einer gemoiffen 

ven Strecke entweder gleichförmig oder ungleihförmig; gleichförmig, 

wenn die mittlere Geſchwindigkeit in allen Querfchnitten diefer Strecke fid) 

gleichbleibt, und alſo auch die Inhalte der Querfchnitte glei find; un- 

gleichförmig hingegen, wenn die mittleren Gefchmwindigkeiten und alfo auch 

die Inhalte der Querfdmitte ſich verändern. Zunachſt iſt Ka dev gleidy 
förmigen Bewegung die Mebe. 

Bei der gleichförmigen Bewegung des Waffer auf einer — AD 

Fig. 596. = I, Sig. 596, wird das ganze Gefälle ZD 

- — h nur auf die Ueberwindung der Reibung 

des Waſſers im Bette verwendet, weil das 

Waſſer mit derſelben Geſchwindigkeit fort: 

fließt, mit weicher es zuſtroͤmt, alſo eine Ge: 

ſchwindigkeitshoͤhe weder gebunden noch frei 

wird. Meffen wir nun diefe Reibung durch 

bie Höhe jener Wafferfäule, fo können mir folglich das Gefälle dieſer Höhe 

gleichfegen. Die Reibungswiderſtandshoͤhe waͤchſt aber mit dem Quotien: 


ten E., mit I und mit dem Quadrate der mittleren nn c 





F I 
($. 364), nn gilt denn die Kormel 
» 2 Ä 
ı)h=8. F 27° worin & eine Erfahrungszahl ausdrädt und 


der Coefficient des Reibungsmwiderflandes zu nennen ifl. 
Durch Umkehrung folgt 
F 
Es kommt alfo bei der Beſtimmung des Gefälles aus der Länge, dem 
Querprofile und der Geſchwindigkeit, ſowie umgekehrt bei der Ermittelung 


der Geſchwindigkeit aus dem Gefälle, der Länge und dem Querprofile auf 
die Kenntniß des Meibungscoefficienten & an. Nach den Eytelwein’: 
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(hen Berechnungen der 91 Beobachtungen von Du Buat, Brüning 8,owigfienie 
Funk und Woltmann if = — 0,007565 und daher Drmgung. 
h— 0,007565 . *. 37 
Segt man flatt g = 808 Meter oder 31,25 Fuß ein, fo erhält man 
für Metermaaß — 
1 0000000 AP un —— 
dagegen für das Fußmaaß 


h = 0,00012103 * .cꝰ und c = 90,9 va 


Bei Roͤhrenleitungen iſt = * = . daher giebt dieſe 
4 


| 
Formel für Röhren h == 0,03026 * 5 während. wir richtiger 


2 
($. 366) für dieſe bei mittleren Geſchwindigkeiten, h == 0,025 * 5 
gefunden haben. Es iſt alſo, wie zu erwarten ſtand, die Reibung | in Fluß⸗ 
betten größer, al6 in metallenen Röhrenteitungen. 


Beispiele 1) Welches Gefälle ift einem Kanale von der Länge I = 2600 Fuß, 
unterer Breite 5 = 3 Zuß, oberer Breite b, = 7&uß, und Tiefe a = 3 Fuß zu 
geben, wenn er ein Waflerguanium von 40 Eubiffuß pr. Sec. fortführen fol? 


@ it p = 342 VEFR = 10211, Fr = CN 55, und oe %, 


— ®%, daher das gefuchte Gefaͤlle 


= 0.000131 , 2000 rg u 03148. VIE 4 152 zuſ. 


2) Welches Waſſerquantum liefert ein Kanal von 5800 Fuß Länge bei 3 Fuß 
Fi 5 Fuß Tiefe, 4 Fuß unterer und 12 Fuß oberer Breite? Hier if 


— rt Vv+# _ ER — 0,42015, daher bie Geſchwindigkeit 


908 _ 909 _ __909 _ 909 
TEE WM Vo⏑ Vv 28,5 


— 3,19 Fuß, und das Wafferquantum Q = Fe = 40.3.19 = 127,6 Eubiffuß. 

$. 404. Auch bei Fluͤſſen, Baͤchen u. f. w. zeigt fich der Widerſtands⸗ weitunge 
coefficient, wofhr wir im vorigen Paragraphen den mitten Werk un 
0,007565 angegeben haben, nicht conftant, fondern, wie bei Röhren bei 
Lleinen Geſchwindigkeiten etwas zu⸗ und bei großen etwas abnehmend. 
Man bat alfo zu feßen: 


—E — 
88 ( 4 9 oder 6: (i + =) oder dergl. 
Der Berfaffer der fhon in $. 399 angeführten Schrift, findet aus 255 


Reibungt⸗ 
eoefficienten. 
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zum großen Theil von ihm angeſtellten Verſuchen fuͤr das preuß. Maaß 
0,007409 (1 + 0 =) und es folgt hiernach für das Meter: 
005852), 





maaß & —= 0,007409 ( 4 


Man ſieht, daß dieſe Formeln bei einer Geſchwindigkeit = 8%, Fuf 
den oben angegebenen mittleren Widerftanbscoefficienten & = 0,007565 
wiebergeben. Zu Erleichterung der Rechnung dient folgende für das Me: 
termaaß zunaͤchſt brauchbare Tabelle ber MWiderflandscoefficienten. 


Cd 


Geſchwindigkeit | 0,1) 0,2] 0,3] 0,4|0,5|06[|0,7|08|09| Meter. 


Widerſtandecoef⸗ 
ficient ⸗ 0,0]117510958 [0885 10849 0828 108130803 0795 0789 









Geſchwindigkeit c 






Euch anbecaef 
ficient = 


Für das preuß. Fußmaaß gilt folgende Tabelle. 


Geſchwin- 033 jo, 105 106 lo, los. ı |ıul 2 |3 En 


bigfeit c 


Miders 
— 
& = 0,0|1202|10961017)0971109380914 70 0832 07690755 


Diefe Zabellen finden eine unmittelbare Anwendung in allen den Faͤl⸗ 
len, wenn die Gefchwindigkeit c gegeben ift und das Gefälle gefucht wird, 
und wenn die Formel Nro. 1 bes vorigen Paragraphen in Anwendung 
fommt. Iſt aber die Geſchwindigkeit c unbefannt und die zu fuchente 
Größe, fo geftattet diefe Tabelle nur dann eine unmittelbare Anwendung, 
menn man fchon einen Näherungswerth von c hat. Am einfachften gebt 
man zu Merke, wenn man erfl annähernd c durch die Formel 


= .50,9 v4 —- beflimmt, dann hieraus mittels ber Tabelle, & er: 











WW 


yn 
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mittelt, und den fo erhaltenen Werth in der Kormel 


hf ff ach ei 
5875 oder — . 294 einſetzt. 


Aus der Geſchwindigkeit c folgt dann auch noch das Waſſerquantum 
mittelö der Kormel O = Fe. . 
Iſt endlich das Mafferquantum und Gefälle gegeben und, mie es bei 
Anlegung von Kandlen oft vorfommt, das Querprofil zu beftimmen, fo 
m Ä gr 
fee man 5 = * (f. Tabelle 6. 402) und o F in bie. Formel 
ip _miQR 
3* — 779 
29F 
‚dt. für Metermaaß, 


k = 0,007565 und 


2 
beſtimme hiernach F— Ceonee 


5 ſchreibe alfo A = 0,007565 

m ION 
2gh 

F == 0,0431 ne * oder fuͤr Fußmaaß, F == 0,0271 E —* 


Hieraus folgt nun annähernd ce = Fi nimmt man diefem Werth ents 


fprechend, & aus einer ber Tabellen, fo läßt fih F = (. rs % ge= 


nauer berechnen, und es ergeben fich hieraus auch ſchaͤrfere Werthe für 


c= 2, p =mvF, fowie für a, bu. f. w. 
Beifpiele. 1) Welches Gefälle erfordert ein Kanal von 1500 Fuß Länge, 
2 Fuß unterer, 8 Fuß oberer Breite und 4 Fuß Tiefe, zur Kortleitung einer Waſ⸗ 
fermenge von 70 Eubiffuß pr. Se? Efp=- 2 +2 YVPFT F —- 12, 
F=5.4=20,c= 7%, = 35, baher 5 = 0,00784 und 
1500 . 12 3,5° 





Reibunge« 
ebeficienten. 


= 0074 . ——— . = 1056. .0,196 = 1,38 Buß. 2) Welche Waſ⸗ 


fermenge liefert ein Bach von 40 Fuß Breite, 4%, Fuß mittlerer Tiefe und 46 Fuß 
Waſſerproſil, wenn er auf einer Länge von 750 En 10 Zoll Gefälle Hat? Es 


ift ohngefähr c = 0,9. V Dan = N — 6 Fuß, und hiernach 


46.70. 
8 
& = 0,00765 zu nehmen. Man erhält daher genauer 2 — * 
45.40.10 1 


W858 WR" 1565” 0,5683 und ce = 5,96 Fuß. Die ent 


ſprechende Waſſermenge iſt mi Q = 45.40. 5,960 —= 10,73 Cubikfuß. 

3) Man will einen Graben von 3650 Fuß Länge anlegen, welcher bei einem 
Totalgefälle von 1 Fuß eine Waflermenge von 12 Eubiffuß pr. Sec. fortführt. 
Welche Dimenfionen find dem Querprofile zu geben, wenn es die Form. eines Hals 
ben ‚regelmäßigen Sechseckes erhalten foll? Hier it m —= 2,632 (f. Tabelle $. 402), 


baher annähernd F = 0,0271 (2,632 . 3650 . 144) — 7,75 Quadratfuß und 
= 1,548 Fuß. Hiernach if 5 — 0,0083 und daher 


75 





Reibungẽ⸗ 
coe fficienten. 
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zum großen Theil von ihm angeſtellten Verſuchen fuͤr das preuß. Maaß 
£ = 0,007409 (1 + 0 —) und es folgt hiernach für das Meter: 
0,0585), 

e 





maaß £ = 0,007409 ( 4 


Man ſieht, daß dieſe Formeln bei einer Geſchwindigkeit c = 8%, Fuß 
den oben angegebenen mittleren Widerflandscoefficienten & = 0,007565 
wiedergeben. Zu Erleichterung der Rechnung dient folgende für das Me: 
termaaß zunächft brauchbare Tabelle der MWiderftandscoefficienten. 


Cd 





Seihwinvigkeit c | 0,1 | 0,2 0,3 | 0,4 | 0,5 | 0,6 | 0,7] 081 0,9 | Meter. 


Miderflandscoefs 
fiient & = 0,0|117510958/0885 10849/0828 1081310803 0795 0789 





Geſchwindigkeit c 








Widerſtandscoef⸗ 
ficient & = 0,00) 784 


Für das preuß. Fußmaaß gilt folgende Tabelle. 


Geſchwin- 033 104 |o5 los or los los | ı Ju] 2 13 ef 


bigfeit ec 


MWiders 
ftandscoef- 
fleient 
& = 0,0|1202]1096]1017j097109380914 7908330810 07690755 


Diefe Tabellen finden eine unmittelbare Anwendung in allen ben Faͤl⸗ 
len, wenn die Geſchwindigkeit c gegeben ift und das Gefälle gefucht wird, 
und wenn die Formel Nro. 1 bes vorigen Paragraphen in Anwendung 
tommt. Iſt aber die Geſchwindigkeit c unbefannt und die zu fuchende 
Größe, fo geftattet biefe Tabelle nur dann eine unmittelbare Antendung, 
wenn man fchon einen Näherungsmerth von c hat. Am einfachften geht 
man zu Merke, wenn man erft annähernd c durch die Formel 


— 50,9 v# — beilimmt, dann hieraus mittels der Tabelle, & er: 
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mittelt, und vr fo erhaltenen Werth in der Kormel 
@ _ h VT 20h 
29 =7. E ober e= . 2gh einfegt. 


Aus der — hreinigtei c folge dann auch noch das Wafferguantum 
mitteld der Sormel O = Fe. . 

Iſt endlich das MWafferquantum und Gefälle gegeben und, mie es bei 
Anlegung von Kandlen oft vortommt, das Querprofil zu beftimmen, fo 


m . ® 
fege man E = ar (fe Kabelle 6.402) und c= F in die. Sormel 


kh = 0,007565 ’P. Kai fchreibe alfo A = 0,007565 m und 
F 29 2 g FE? 
m ION % 
beftimme hiernach F = (0107305 * „ d. i. für Metermaaß, 


F= 0,0431 2) % oder für Fußmaaß, F= 0,0271 E —* 


Hieraus folgt nun annähernd ce = Q, nimmt man diefem Werth ent 


fprechend, & aus einer ber Tabellen, fo laͤßt ſich F= (c. Ya) ge= 
nauer berechnen, und es ergeben ſich hieraus auch ſchaͤrfere Werthe fuͤr 


= 2,P —=mYVF, fowie für a, b u. f. w. 
Beiſpiele. 1) Welches Gefälle erfordert ein Kanal von 1500 Fuß Länge, 
2 Fuß unterer, 8 Fuß oberer Breite und 4 Fuß Tiefe, zur Fortleitung einer Waſ⸗ 
fermenge von 70 Cubikfuß pr. Sec? Es iſt —2 +2 VE I 3 — 12, 
F=5.4=20,c-= 7%, = 35, daher & = 0,00784 und 
1500 . 12 3,5% 
=0NTU . — *57 — 7,056.0,196 = 1,38 Fuß. 2) Beide Waſ⸗ 
fermenge liefert ein Bach von 40 Fuß Breite, 4%, Zug mittlerer Tiefe und 46 Fuß 
MWaflerprofil, wenn er auf einer Länge von 750 a 10 Zoll Gefälle bat? Es 


tft ohngefähr ce = 90,9. v®%_.35. 10 10 








36 750. - in- 6 Fuß, und hiernach 
& = 0,00765 zu nehmen. Dan erhält her genauer _ #8 
4,5..40.. 10 N wer 

= en = —— = 0,5683 und ce = 5,96 Fuß. Die ent» 


0,00765 . 46.750. 12 1,7595 
fprechende Waflermenge iſt endlich Q = 4,5 . 40 . 5,9% = 10,73 Eubiffuß. 
3) Man will einen Graben von 3650 Fuß Länge anlegen, welder bei einem 
Totalgefälle von 1 Fuß eine Waflermenge von 12 Eubiffuß pr. Sec. fortführt. 
Welche Dimenflonen find dem Querprofile zu geben, wenn es die Form eines Hals 
ben ‚regelmäßigen Sechseckes erhalten foll? Hier it m = 2,632 (f. Tabelle 5. 402), 


daher annähernd F = 0,0271 (2,632 . 3650 . 144) Rn 7,75 Quadratfuß und 
e= 75 = 1.548 Fuß. Hiernach ift 5 = 0,0083 und daher 


Reibungss 
ereficienten. 


Ungleich⸗ 
kormige 
Bewegung. 


604 Sechéter Abſchnitt. Siebentes Kapitel. 
F= (0,0083 . 2,632 . en)” ° — 8,22 Quadratfuß zu nehmen. Ge ik 


zu feßen: die Tiefe a = 0,760 VF =2,18 Fuß, die untere Breite — 0,877 vVF 
— 2,51, und die obere Breite = 2 . 2,51 = 5,02 Fuß. 

Anmerfung. Gine Tabelle zur Abkürzung biefer Rechnungen tbeilt ver 
»ngenieure Seite 478 und 479 mit. 


$. 405. Die Theorie der ungleihförmigen Bewegung des Waf: 
fers in Flußbetten laͤßt fi infofern auf die Theorie der gleichförmigen 
Bewegung zurüdführen, al6 man den Reibungsmwibderftand auf einer Burgen 
Flußſtrecke als conftant und die entfprechende Höhe ebenfalls j 


—£. r. ; — fegen kann. Außerdem ift aber noch auf die der 


Sefchmindigkeitöveränderung entfprechende lebendige Kraft des Waſſers 
Rüdficht zu nehmen. 

Es fei ABCD, Fig. 597, eine kurze 
Klußftrede, von der Line AD —= |, 
dem Gefälle D = Äh, und es fei o, 
die Gefchwindigkeit des anlommenden, 
dv, die des fortgehenden Waflere. Wen: 
den wir die Regeln des Ausfluffes auf 
ein Element D im Wafferfpiegel an, 
fo erhalten wir für deſſen Geſchwin⸗ 


bigkeit v. h+ — was aber ein Element E unter Waſſer 


Fig. 597. 





betrifft, ſo hat daſſelbe zwar von der einen Seite her eine groͤßere Druck 
hoͤhe AG= EH, allein da das Unterwaſſer mit der Druckhoͤhe DE entge 
genwirkt, fo bleibt fürdaffelbe ebenfalls nur das Gefaͤlle DA=EH — ED 
als Bewegung erzeugende Druckhoͤhe übrig, und es gilt alfo auch für dieſes 


und für jedes andere Element die Formel 


249,2 
h= — ‚ und nimmt man hierzu noch den Reibungswiderſtand, 


2 
fo erhält man h= ze ——— +. —J 27” worn p, F und v 


Mittelwerthe des en — und der Geſchwindigkeit 
find. Iſt Fo der Inhalt des oberen und F, der des unteren Querprofiles, 


fo läßt fih fegn: F= Ara und (== Fvo—f U, weshalb nun 


alt)” &]- (7 3 


2 2 
Fi 65 ze 2) Fa F, CR folgt und fich ergiebt 
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_[A_LIe (LAN R bo vie um 
1) h= I — F}2 + & Fı+F, (F; + 7) | 2g’ fo wie —— 


OS TE — 
1 
Ra mt Zu (73 t 7 73) 


Mit Hülfe der oma 1) läßt fih aus dem Wafferguantum, ber Länge 
und den Querfchnitten einer Fluß: oder Kanalſtrecke das entfprechende Ge- 
fälle h berechnen, mit Hülfe der Formel 2) aber umgekehrt aus dem Ge⸗ 
fäne, der Länge und den Querfchnitten das Wafferquantum. Um mehr 
Senauigkeit zu erzielen, kann man bie Rechnung für mehrere kurze Fluß⸗ 
ftreden durchführen und zulegt das arithmetifhe Mittel nehmen. Iſt nur 
das Totalgefaͤlle bekangt, ſo fe man- gleich diefes flatt A in die legte 


Formel, führe ſtatt — Fr ; * —75 wo Fn den Inhalt 


“ 


bes legten Querprofiles bezeichnet, und flatt&. in (7: + 7: 


die Summe aller ähnlichen Werthe der einzelnen Flußſtrecken ein. 

Beifpiel. Ein Bad Hat auf einer Strede von 300 Auß Länge 9,6 Zoll 
Gefälle, ver mittlere Umfang feines Wafferprofiles iſt 40 Fuß, der Inhalt des 
oberen Duerprofiles ift 70, der bes- unteren 60 Quadratfuß. Welche Waffermenge 
liefert diefer Bach? 





El= ns BRETT 
WU: TU _ 349 Gubiffuß. Die mittlere 


= 70.0000731-f.0.0003365 _\/0,0004096 

Geſchwindigkeit tft FAR” -17 = 5,37 $uß, daher ift richtiger 5 = 0,00768 
ftatt 0,007565 zu feßen, und es folgt nun fchärfer 

0= — — — 349 Gubiffuß. Wenn derſelbe Bach bei 


\/0,0000731 -+.0,0003361 


demfelben Waflerftande auf einer anderen Strede von 450 Fuß Länge 11 Zoll 

Gefälle hat, und wenn auf diefer Strede fein oberes Querprofil 50 und fein uns 

teres 60 Duadratfuß beträgt, der mittlere Brofilumfang aber 36 Fuß mißt, fo Hat man 
= 7,906\/0.9167 


I Lt one 80.36/1 5, AN 
Vr-wr 00768 . —* (+ +) 
16 „/ Me _ 

V Sm TER -0,0001222+0,0007549 301: Eubiffuß. 


Aus beiden Werthen folgt der mittlere Q — nal a = 325 Eubiffuß. 


$. 406. Um eine Formel für die Waſſertiefe zu erhalten, fegen wir 
Die obere Ziefe— a, und die untere—a,, ferner den Abhang bes Grundbettes 





Ungleich⸗ 
formige 
Deren. 
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— 0, folglich das Gefälle des Srundbettes— 1 sin.«. Dann erhalten wir das 
Waſſergefaͤlle h= a, — a, + Isin.a und es folgt nun bie Gleichung 


4 {(F: 75) = ——— tra) — sin. @ ]ı. 


A (7 1 45 4 


er + 73) = sin.& 


Mit Huͤlfe diefee Formel kann man die Strede 2 beftimmen, welche 
einer gegebenen Veränderung a, — a, der Waffertiefe entfpriht. Iſt 
aber dieumgefehrte Aufgabe zu loͤſen, fo hat man den Weg der Näherung 
zu betreten, indem man erfl die angenommenen Sentungen 0, — a, und 
G, — a, entfprechenden Entfernungen 2, und 4, beflimmt, und hieraus 
durch eine Proportion bie der gegebenen Entfernung 2 entfprechende Sen: 
kung berechnet (f. »Ingenieur«, Arithmetit, 6. 16, V.). 

Die Formel ift noch einer Vereinfachung fähig, wenn die Breite 5 bes 
fließenden Waſſers conflant ift, oder als conftant angefehen werden Tann. 
Wir fepen in dieſem Falle 


(Ei) Een BSP. ne 
2 F% — 29 Fi 29 


daher 1 = 











Fr . Er annähernd — 2 en . I 
1 
und at 
(+ A)e = P(F&+HF9) vu 
RE, F% Kr) 2 w) 29 
wel a 
pP 2 N m 29/5 
er ‚daher } Do , und folglich 
ab 20 — sın. & 
j Go 9 
| f_ % _g 
9-6 ___ a6 2g — 
4 — 2 u 
a 29 


0 
Mir Huͤlfe diefer Formel laͤßt ſich direct die einer gegebenen Strede I 
entfprechende Veränderung (an—a,) der Waffertiefe berechnen. 


Deifpiel. Man will in einem horizontalen Graben von 5 Fuß Breite unt 
800 Fuß Länge eine. Waflermenge von 20 Eubikfuß fortführen und diefelbe 2 Zub 
hoch eintreten laſſen, weldye Höhe wird das Waſſer am Ende des Kanales haben? 
Theilen wir die ganze Länge in zwei gleiche Theile und beflimmen nad ber letz⸗ 
ten Bormel das Gefälle für jeden dieſer Theile. 
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Allemal iſt zin. = 0, I = = zu 400, und 5 = 5; für ben erften Theil Pe 
" Bewegung. 


aber if o, = Bu. = 2, daher 0,00810, ferner a, = 2; dba nunp=84%, 


85 4 
0,00810 . 
10 ' 29 0,1762 
ſo folgt a, — s = —TC . 400 = 0,936. —= 0,188 Fuß. 
2 29 


Nun ift für die zweite Hilfe, = 2 — 0, 188 = 1,812 ferner p, etwa = 8,2, 





9=7 nn — 2,207, und die ———— des zweiten Theiles 
’ 
8 
00080» yo ag I 0.2285 
hl _ 
a-a=m| 2. — 00 — gg > 250 Bu, 
— 1812 ° 


daher folgt die ganze Senkung — 0, A + 0,250 = 0,438 und die Waffertiefe 
am unteren Ende = 2 — 0,438 —= 1,562 Fuß = 18%, Soll. 


$.407. Wenn Fluͤſſe oder Kandte ihren Wafferftand ändern, fo tre- 
ten auch Gefchwindigkeitsveränderungen und Veränderungen in den Waffer- 
mengen ein. Einem höheren Wafferftandeentfpricht nicht nur ein größerer 
Querſchnitt, fondern aud eine größere Gefchwindigkeit, und daher aus 
doppelten Gründen ein größeres Wafferquantum, und ebenfo giebt eine 
Abnahme der Waffertiefe eine Verminderung im Querfchnitt und in der 
Geſchwindigkeit, und daher auch eine Abnahme der Waffermenge in zwei⸗ 
facher Beziehung. Iſt die anfängliche Tiefe = a, und die fpätere Tiefe 
— a, die obere Breite des Kanales aber — b, fo läßt ſich die Vergroͤ⸗ 
ferung des Querfhhnittes=d (a,—a) und daher der Querfchnitt nad) der 
Anfhwellung a, — a, FR, =F-+b(a,—a) fegen, auch folgt hiernach 
Bi + a uno va annaͤhernd = 1 + a9, 
Iſt ferner p der anfaͤngliche, Pi der ſpaͤtere Umfang des Waſſerprofiles, 
9 aber der Boͤſchungswinkel der Ufer, fo laͤßt ſich ſetzen 
2 (a, —a) 
p sın. d 
Pı _ rn _ 4 _ 44 
pP. ' tm sin. —* 7 —1 psin.d " 
Nun ift aber die Geſchwindigkeit * erſten Waſſerſtande 


ua, daher 3 = 1+ und 


c = %,9 vH und beim zmeiten c,— 90,9 var es laͤßt 


ſich ta V =(1 +? ur a9) (, - SB 


Ungleich⸗ 
migr 


Anſchwel⸗ 
lungen. 


\nsteih» 
förmige 
Bewegung. 
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— 0, folglich das Gefaͤlle des Grundbettes Ssin. c. Dann erhalten wir das 
Waſſergefaͤlle — + I!sin.« Bi ( folgt nun pi Gleichung 


— —Ff — DEREN Fatrı)s — sin. «| I, 
a) 

4 — 
daher 1 = Fir FR oO 29 
Ze + 2) Fri sin.« 

Mit Hülfe diefer Formel kann man die Strede 2 beftimmen, welche 
einer gegebenen Veränderung a, — a, der Waffertiefe entfpricht. Iſt 
aber die umgekehrte Aufgabe zu Iöfen, fo hat man den Weg ber Näherung 
zu betreten, indem man erft bie angenommenen Sentungen 0, — a, und 
a, — a, entfprehenden Entfernungen I, und beſtimmt, und hieraus 
durch eine Proportion die der gegebenen Entfernung Z entfprechende Sen: 
ung berechnet (f. »Ingenieur«, Arithmetit, 6. 16, V.). 

Die Formel ift noch einer Vereinfachung fähig, wenn die Breite 5 bes 
fließenden Waffers conftant ift, oder als conftant angefehen werden kann. 
Wir fegen in diefem Falle 


(+ 1\@ _F$—Fr 0 (R—F)(FE+F) _te 


py" nude 





F2 Fo) 2 0 FR 2g Fi? 2 
— (a9 —4}) (20 +4 . do annähernd — 2 (a) . ro 
0, 29 | 29 
und Ba 
7 >= p (Fo + Fa ve 
FF, (73 + — FR 20 annähernd 
Ya 
mal * *) 
— — .3 
— ‚daher I 77 ‚ und folglich 
Ze; 20 — sın. & 
_ ie — sın. & 


Go a. ab 2g 


G, 
Mit Hülfe diefee Formel laͤßt ſich direct die einer gegebenen Strede I 
entfprechende Veränderung (an—6,) der Waffertiefe berechnen. 


Beifpiel. Man will in einem horizontalen Graben von 5 Buß Breiteund 
800 Fuß Länge eine. Waffermenge von 20 Eubiffug fortführen und diefelbe 2 Fuß 
hoch eintreten laſſen, weldye Höhe wird das Waſſer am Ende des Ranales haben? 
Theilen wir die ganze Länge in zwei gleiche Theile und beflimmen nach der letz⸗ 
ten Formel das Gefälle für jeden diefer Theile. 
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Allemal if sın.co=0,l = = == 400, und 5b = 5; für ben erften Theil ati 


20 Brvrgung 
aber it u, = 5 = 2, daher I == 0,00810, ferner a, = 2; da nunp=8%, 


2.9 
8 4 
0,00810 . * 
10 °29 0,1762 
ſo folgt a, = — 2 4 . 40 = "0,936 = (0,188 Fuß. 
2 29 


Nun if für die zweite Hälfte „= 2 — 0,18 = 1,812 ferner p, etwa = 8,2, 





o=7 — 2,207, und die — des zweiten Theiles 
2 
4, — u = i 2 2,207° == 0 een uß, 
1812 ° 2 


daher folgt die ganze Senkung — 0,183 + 0,250 = 0,438 und die Waffertiefe 
am unteren Ende = 2 — 0,438 = 1,562 Fuß = 18%, Boll. 


6.407. Wenn Fluͤſſe oder Kandle ihren Wafferftand Ändern, fo tre⸗ ante. 
ten auch Gefchwindigkeitöveränderungen und Veränderungen in den Waſſer⸗ """ 
mengen ein. Einem höheren Wafferftande entfpricht nicht nur eingrößerer 
Querſchnitt, fondern auch eine größere Gefchwindigkeit, und daher aus 
boppelten Gründen ein größeres Wafferguantum, und ebenfo giebt eine 
Abnahme der Waffertiefe eine Verminderung im Querfchnitt und in ber 
Geſchwindigkeit, und daher auch eine Abnahme der Waffermenge in zwei: 
facher Beziehung. Iſt die anfängliche Tiefe = a, und die fpätere Tiefe 
— Ay, bie obere Breite des Kanales aber — b, fo läßt fi die Vergroͤ⸗ 
ferung des Querfchnittes=—d (a,—a) und baher ber Querfchnitt nad) ber 
Anfhwellung a, — . F\=F+b(a,—a) fegen, auch folgt hiernach 


F b (,— b b (a, — a — a) 
FrIir Z— Du Ya annädend =1 + — pr 

Iſt ferner p der enfängtie Pı ber fpätere Umfang des —* 
58 aber der Boͤſchungswinkel der Ufer, fo läßt ſich fegen 


2 (a, — a) 


_..2.2(—0) Pı __ 
pı=P + and baber 7 *1 4 p sin. 7— und 
E14 ſowie/ —-1 — a 
rn —R = md 
Run ift aber die Geſchwindigkeit beim erſten Wafferftande 
Fh | 
= 90, 9 va und beim zweiten c, = 90,9 FR T. es läßt 


fi ta EV + ? ur a2) (1 Dan 
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Aufn. — 1 + (a—a) 7 D sun. ——), alfo die relative Geſchwindig⸗ 
en 


»- a0) (Gr F ps. 5) ſeben. 
Dagegen — das Verhaͤltniß der Waſſermengen 


3 —— — ) ra (2 — 7] 


=) 6: pm. 7) 
und der relative nen 


2) a = (4, —a) — ——). 


Weniger genau, aber in vielen Mel ——— bei breiten Kanaͤlen 








mit wenig Boͤſchung genügend, ift F= ab zu - und Bun ® au 





vernachläffigen, weswegen einfacher ao 1, ATZE und 


25 —=y,. A folgt. 


Hiernach ift alfo die relative Gefhmindigkeitsveränderung 
halb fo groß, und die relative Veränderung im Waffergquan: 
tum glei %,mal fo groß, als die relative Veränderung im 
MWafferftande. 

Beifviele. 1) Wenn der Waflerftand um Y,, feiner anfängliden Grofe 
zunimmt, fo wird die Gefchwindigfeit um Y,, und das Waflerquantum um 2, 
feines anfänglichen Werthes größer. 2) Wenn die Tiefe um 8 Procent abnimmt. 
fo vermindert fi die Gefehwindigfeit um A Procent, und das Waflerquanrun 

Rig. 598. um 12 Brocent, 3) Mit Hülfe der genaueren Formel 


2E psin. 3) 

laßt fih eine Waſſerſtandeſcala KM, Big. 58 
conftruiren , woran man bie jeder Waflertiefe AL 
entiprechende Waffermenge eines Kanales ableſen 
fann, wenn man nur einmal das Waffergquantum 
für eine gewifie mittlere Tiefe fennt. Iſt 5 == 9 Fuß, 
b,=3, a=3 und $ =45°, fo hat man 


F= +2 — 18 Quadratfuß, p = 3 + 2.3 V2 = 11,385, 


und sin. 9 —= \YY, = 0,707, daher 


— 3.9 
( - I Imn) (0 = 00-012) (a — 


= 0,627 (a, — a). Iſt das dem mittleren Waſſerſtande entſprechende Wafter: 
quantum Q = 40 Eubiffuß, fo hatman Q,=40-+40 .0,627 (a — )=40 + T oe 
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IM a —a=0,04 Fuß 5,76 Linien, fo folgt O — 41; it 4 —a=008 Fuß Anſchwei⸗ 
— 11,52 Linien, fo hat man O. = 42 Cubikfuß; iſt ferner su — a — 0,04, wagen. 
fo folgt 0, = 39 Eubiffuß u. f. w. 886 giebt alfo eine Scala, deren Intervalle 
LM = LN = 5,76 Linien betragen, die Waffermenge bis auf einen Cubikfuß 
genau an. Natürlich wird die Genauigfeit um fo Feiner, je mehr fih der Waf- 
ferftanp von dem mittleren entfernt. 
Unmerfung. Ueber die Zu⸗ und Abführung bes Waflers in Kanälen 
fowie über die Wehre und Teiche wird im zweiten Theile gehandelt. 
Schlußanmerkung. NAusführlih über die Bewegung des Waflers in 
Kanälen und Flüffen handelt der Berfafler in der allgemeinen Encyelorädie, Bd. 
I, Artifel »Bewegung des Waflers in Kanälen und Flüffene; aud wird daſelbſt 
eine vollftändige Literatur über diefen Gegenftand mitgetheilt. 


Ahtes Kapitel. 
Bydrometrie oder Lehre vom Waſſermeſſen. 


$. 408. Das Waſſerquantum, welches ein fließendes Waſſer innerhalb %iden. 
einer geroiffen Zeit liefert, wird entweder duch Aihmaaße, oder duch 
Ausflußapparate oderdurh Hydrometer gefunden. Das einfachfte 
Maffermeffen befteht allerdings in dem Aichen (franz. jaugeage; engl. 
gauging), d. i. in der Anwendung eines Aichgefäßes, doch ift dieſes nur 
bei kleineren Waffermengen , wie fie etwa in Röhren oder Heinen Baͤchen 
und Gräben zugeführt werden, anwendbar. Das Aichgefäß wird meift 
aus Brettern zufammengefegt, und bekommt deshalb eine parallelepipedi- 
ſche Form; um feine Haltbarkeit zu erhöhen, wird es wohl noch mit eifer: 
nen Reifen umgeben. Wie der genaue Inhalt diefes Gefäßes zu ermit⸗ 
teln ift, wird im »Ingenieur« angezeigt. Das Waſſer wird dieſem Gefäße 
durch einGerinneEF,$ig.599, 
Big. 59. zugeführt, an deffen Ende ſich 
; | eineDoppelflappe@ ZZ befindet, 
durch welche man das Waifer 
nach Belieben neben dem Ge: 
fäße AC oder in daffelbe aus: 
fließen laffen kann. Um die 
Höhe des Wafferförpers im 
Gefäße recht genau zu erhal: 
ten, wendet man mohl noch 
eine Wafferftandsfeala AZ an. 
Wenn man vor der Meffung 
die Zeigerfpige Z bis auf die 
Weis bach's Mechanik. 2te Aufl. I. Bd. 39 


Ir 





Auben, 


Aulflv 9 
rrgularoıen 
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Oberflaͤche des ſchon im Gefaͤße befindlichen und wenn auch vielleicht nur 
den Boden bedeckenden Waſſers herabgelaſſen und den Waſſerſtand an der 
Scala abgelefen hat, fo erhält man die Höhe ZZ, des geaichten Waſſers, 
durch Subtraction diefes Wafferftandes von demjenigen Stande, weldyen 
die Scala anzeigt, wenn man bie Zeigerfpige Z, am Ende der Beob— 
achtung mit dem MWafferfpiegel in- Berührung gebradht hat. Vor ber 
Meſſung if natuͤrlich die Klappe fo zu ftellen, daß das Waſſer vor dem 
Kaften ausfließe. Hat man fich überzeugt, daß der Zufluß im Serinne 
in Beharrung übergegangen ift, und hat man an der in der Hand befind- 
lichen Uhr einen Zeitpunft beobachtet, fo dreht man die Klappe um, damit 
das Waſſer in das Aichgefäß fließt; und ift nachher das Gefäß ganz oder 
zum Theil gefüllt, fo Lieft man auf der Uhr einen zweiten Zeitpunkt ab 
und bringt die Klappe wieder in die erfle Stellung. Aus dem mittleren 
Querſchnitte F des Gefäßes und der Höhe ZZ, = a des Wafferörpers 
ergiebt fih das ganze MWafferquantum —= Fa, und hieraus wieder mit: 
tels der durch die Differenz ber beobachteten Zeiten gegebenen Fuͤllungs zeit 
te das Wafferquantum pr. Sec. Q = ar 
| Anmerfung. Um ein ver: 
Fig. 600. änderliches Buflußwaflerguantum 
| zu jeder Tageszeit angeben zu 
fünnen, fann man ben in Fig. 600, 
abgebildeten Eubicir-Apparat, mie 
er vorzüglih auf Salinen vor: 
fommt , anwenden. Bier giebt 
e6 zwei Nichgefäße A und B, die 
fih abwechfelnd füllen und leeren, 
und das durch eine Röhre F zu: 
geführte Waſſer geht durch eine 
furze Röhre CG, weldhe mit ei- 
nem um C drehbaren Hebel DE 
feft verbunden iſt. Hat fi das 
eine Gefäß, 3. B. A, gefüllt, fo 
fließt das Waffer durch ein klei⸗ 
nes Gerinne H in das Gimerchen M, diefes zieht nun den Hebel auf ber einen 
Seite nieder, und es kommt die Röhre CG in eine Lage, woburd das Waſſer 
nad B geleitet wird. Das Aufziehen der Klappen O und P erfolgt durch über 
Rollen weggehende Schnüre, deren Enden mit dem Hebel verbunden find, und 
wird vorzüglich) durch eiferne Kugeln unterftüßt, die dem Miebergehen des Hebele 
ben legten Impuls ertheilen. Die Cimer M und N enthalten noch Heine Nusfing- 
Öffnungen, bamit fie ſich nad, jebesmaligem Kippen leeren können, Uebrigens if 
noch ein Zählapparat angebracht, an welchem die Zahl der Epiele zu jeder Zeit 
abgelefen werben fann. Andere Apparate biefer Art von Brown beſchreibt 
Dingler's polyt. Journ. Bb. 115. 

$. 409. Sehr. häufig werden Bleinere und mittlere Waffermengen mit 


Huͤlfe ihres Ausfluffes ducd eine beftimmte Mündung und unter einem 
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bekannten Drude gefunden. Aus dem Inhalte F der Mündung, aus 
der Druckhoͤhe h und mit Hälfe eines Ausflußcoefficienten x, ergiebt fich bie 
Waflermenge pr. Sec. O = uFV2gh. Am beften eignen ſich hierzu 
die Ponceletfhen Mändungen, meil für diefe ber fehr verfchiedenen 
Druckhoͤhen die Ausflußcoefficienten mit großer Genauigkeit befännt find 
(6. 349); doch find dieſelben nur bei geriffen mittleren Waffermengen an⸗ 
mwenbbar. Der Verfaſſer bedient fich bei feinen Maffermeffungen vier 
folder Mündungen, eine von 5, eine von 10, eine von 15 und eine von 


Ausfluß⸗ 
reguſatoren. 


20 Centimeter Hoͤhe, alle aber von 20 Centimeter Weite. Dieſe Muͤnbun⸗ 


Fig. 601. gen ſind in Meſſingtafeln ausgeſchnitten, welche auf 
hoͤlzerne Rahmen AC, Fig. 601, befeſtigt find, die 
man mittelft vier ftarker eifernen Schrauben auf 
jeder Wand befeftigen kann. In vielen Faͤllen muß 
man fich freilich größerer Mündungen bedienen, für 
welche die Ausflußcoefficienten nicht fo ficher beftimmt 
find, ja oft laffen fi nur Ueberfälle anbringen, 
welche meift noch weniger Genauigkeit gewähren. ebenfalls gilt aber 
die Regel, daß man bei dem Ausfluffe fo viel wie möglich vollftändige und 
vollkommene Gontraction zu erzielen fuchen und deshalb der Mündung, 
wenn fie in einer dideren Wand befindlich ift, nad) außen eine Abfchrägung 
ertheilen muß. Welche Gorrectionen bei unvofllommener und partieller 
Contraction anzubringen find, ift in den Paragraphen 354, 355 u. f. w. 
hinreichend auseinanbergefegt worden. Un das Waffer eines Gerinnes 
zu meſſen, hat man das Münbungsftüd einzufegen und den Moment abzu: 
Fig. 602. warten, wann ber Wafferfland in Beharrung gekom⸗ 
men ifl. Zu Meffung der Drudhöhe kann man ſich 
‘der feften Wafferftandsfeala mit Zeiger, Sig. 599, 
oder ber beweglichen Waſſerſtandsſcala EF, $ig.603, 
bedienen. Will man den Ausflug unmittelbar an 
Schutzoͤfnungen beobadten, fo ift ed gut, vorher 
ein Paar meffingene Schügenftandsfealen BC und 
DE, $ig. 612, nebft ihren Zeigern F und G auf 
die Führung und auf das Schugbrett A zu befeflis 
gen, um die Deffnungshöhe ficherer abs 
lefen zu koͤnnen. Uebrigens ift es meift 
beffer zu dem Zwecke ver Waffermeffung, 
gleich ein neues Schugbrett nebſt einer 
Führung mit der erforderlichen Abfchrä- 
gung nach außen einzufegen. 
Das einfachfte Mittel, das Wafler 
in einem Gerinne zu meffen, beſteht 
39* 











Audduße 
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allerdings in dem Einſetzen eines an der oberen Kante abgeſchraͤgten Bret⸗ 
tes CD, Sig. 603, und in ber Ausmeffung des ſich dadurch gebildeten 
Ueberfalles. Iſt der Graben oder das Gerinne lang und wenig anſtei— 
gend, fo dauert es allerdings ziemlich lange, ehe ber Beharrungszuftand 
eintritt, und es ift deshalb gut, hier vor der Meffung noch ein zmeites 
Brett einzufegen , welches den Ausfluß des Waſſers auf eine längere Zeit 
verhindert, um das Steigen bes Waſſers auf die dem Beharrungszuftande 
entfprechende Höhe zu befchleunigen. - | 
Um das Wafferquantum eines Baches 
zu mefien, kann man denfelben durch 
einen aus Pfählen und Brettern be 
ftehenden Einbau AB, Fig. 604, ein: 
dämmen und das Waffer C durdy eine 
in demfelben angebrachte Deffnung at: 
fließen laffen, oder man kann ſich aud 
eines einfachen Ueberfalles oder Ueber⸗ 
falwehres (hiervon im zweiten Theile) 
bedienen. 


Fin. 604. 





Anmerkung. Das einfadhfte Mittel, um bie Drudhöhe zu beſtimmen, if, 
den Stand des Zeigers zu beobadhten, wenn beffen Spike erſtens die Oberfläde 
des im Beharrungszuftande abfließenden Waſſers und ziveitens den Spiegel tes 
fifffiehenden und nur bie Schwelle C aufaeftauten Waflere berührt. _ Die Dife 
renz diefer beiden Scalenftände ift die Drudhöhe oder der Stand des Waſſere 
über der Schwelle. Bei Beobachtung des letzten Zeigerſtandes ift die Capillarität 
nicht außer Acht zu laffen, vermöge welcher der Waflerfpiegel noch um 1,37 Einien 
über ber Schwelle fliehen fann, ehe der Abfluß des Maffere üder derſelben ke: 
ginnt oder aufhört. (Siehe 322 ) 


$. 410. Sehr einfad wird aud) das Waffer in einem rectangulären 
Kanale oder Gerinne AB, Fig. 605 und 606, gemeffen, wenn man ein 
unten abgefchrägtes Brett CD fo einfegt, daß unter demfelben eine Aus» 


#ig. 606. 
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flußoͤffnung CE übrig bleibt, durch welche das Waſſer abfließen kann. 
Dieſe Methode hat vor der Anwendung eines Ueberfalles den Vorzug, 
daß bei ihr das geſpannte Waſſer mehr zur Ruhe kommt, und deshalb die 
Meſſung der Druckhoͤhe ſchaͤrfer zu vollziehen iſt. Wenn es moͤglich iſt, 
ſuche man einen freien Ausfluß, wie Fig. 605, herbeizufuͤhren, weil hier⸗ 
bei eine groͤßere Genauigkeit zu erlangen iſt; bei einer großen Waſſer⸗ 
menge iſt es jedoch nicht moͤglich, das Zuruͤckſtauen des Unterwaſſers zu 
verhindern, und man muß ſich daher mit einem Ausfluſſe unter Waſſer, 
Sig. 606, begnügen. Der mittleren Gefchwindigfeit, mit welcher das Waſ⸗ 
fer duch die Mündung CE ftrömt, entfpricht in beiden Fällen der Niveau⸗ 
abftand zwifchen der Oberfläche des Oberwaſſers A und der bes Unter: 
waſſers B; da jedoch im erften Falle dieſer Niveauabftand nur von dem 
Stande DE = h des Oberwaſſers und von ber Höhe CE = a ber 
Mündung abhängt, fo kann man hier wie bei dem freien Ausfluffe, die 


Druckhoͤhe bis Mitte der Mündung meffen und = h— I fegen. Bes 
zeichnet nun noch 5 die Breite ber Mündung unb des Beriunts, fo hat 


man die ee 
\ / a 


unb es ift nach den Bernd des Verfaſſers bei seiner gut abgefchärften 
Kante C, u» = 0,596, dagegen bei einer abgerundeten, die Gontraction 
gänzlich befeitigenden Mündung u — 0,889 zu fegen. 

Hat man es mit dem Ausfluffe unter Waffer zu thun, fo ift bei bem 
Niveauabfiande DF = h, Fig. 606, QO —= wab VY2gh, und den Ber: 
fuchen des Verfaffers zu Folge 

für eine fharfe Kante C, u = 0,462 
und für eine abgerundete, u — 0,717 zu nehmen. 
Beifpiel. Um die Waffermenge zu finden, welche ein Gerinne AB, Pig. 
606, fortführt, Hat man ein fcharffantiges Brett CD in baffelbe eingefeßt, und 
Dadurch einen Ausfluß unter Waffer hergeftellt, übrigens aber Folgendes gefun⸗ 
den. Weite der Mündung oder des Gerinnes 5 = 3 Fuß, Deffnungshöhe ober 
Abſtand CE der Bretifante C vom Gerinnboden a = 6 Zoll, Stand bes Zei: 
gers Z auf der Seite des Oberwaflere: M —= 0,445 Fuß, und Stand des Zei⸗ 


gers Z, über dem Unterwafler: A, = 1,073. E⸗ iſt hiernach der Niveauabſtand 
— 1,073 — 0,445 — 0,628 Fuß und bie geſuchte Waſſermenge: 


0 —= 0,462 . 7,906 . 3,05 Yh-—h, = 5,48 0,628 — 4,34 Eubiffuß. 


$. 411. Da es oft lange dauert, ehe ber Beharrungszuftand von dem 
duch einen Einbau aufgeftauten Waffer eintritt, fo kann man folgendes 
von Prony zuerſt vorgefchlagene Verfahren mit Wortheil anwenden. 
Zuerft verfchließe man bie Mündung durch ein Schugbrett ganz und laffe 


Ausfluße 
regulatoren. 


Prony'e 
Methode. 
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dadurch das Waſſer ziemlich hoch, oder ſo weit es die Umſtaͤnde erlauben, 
aufſtauen; jetzt ziehe man das Schusbrett ſo weit auf, daß mehr Waſſer 
abs als zufließt, und meſſe nun die Waſſerſtaͤnde in gleichen und möglidit 
Heinen Zeitabftänden; endlich verfchließe man die Schugäffnung miebe 
völlig und beobachte noch die Zeit d, innerhalb welcher das Waffer auf die 
erfte Höhe fleigt. ebenfalls ift dann im Laufe der ganzen Beobachtungt⸗ 
zeit 6 + 4, ebenfo viel Waffer zu» als abgefloffen, und es läßt ſich dahn 
duch) das Ausflußguantum in ber Zeit 4, das Zuflußquantum in ber Zeit 
it, ausbröden. Sind die Drudhöhen während des Sinkens h, hı 
hu, ha und h,, fo hat man bie mittlere Ausflußgeſchwindigkeit 


= VEYm + AV +2 VE+a VI+ YA), (E68 


und ift nun ber Inhalt der Schusöffnung = F, fo hat man bas Aus 
flußquantum in ber Zeit &: 


v- ENG (Vita Vi+2 Vita Vin + Vi. m 
baher das N: pt. Sec.: 


7 wFiVV2g 29 | 
0= 4, = Tu) Vfo+ a Vhrt2 VErHaVEt VD 


Beifpiel. Um das, zum Umtriebe eines Waſſerrades zu benutzende Bafır 
eines Baches zu mefien. hat man bafielbe duch eine Spundwand, Fig. 604, ein 
gedämmt und nad Gröffnung ber restangulären Mündung In berfelben Folgendes 
beobachtet: anfängliche Drudhöhe 2 Fuß, nad 30”, 1,8 Fuß, nad 60°, 1,55 Zub, 
nah MW”, 1,3 Fuß, nah 120”, 1,15 Fuß, nah 150”, 1,05 Fuß, und nad 180 
0,9 Fuß; Breite der Deffnung 2 Fuß, Höhe der Deffnung %, Buß, Zeit zum 3u 
rädfteigen auf die erfte Höhe bei verfchloflener Oeffnung = 110”. Zunädk ii 
bie re Auoſlußgeſchwindigkeit 


—E —— vVi8+2 V1,55+4 V13+2 VI1544 V1,054+ Y0s 
— 0,4392 (1,414 + 5,364 + 2,490 + 4,561 + 2,145 + 4,099 + 0,949) 
— 0,4392 . 21,022 = 9,233 $uß; nun iſt aber F = 2. Y = I Quadratfuß, 
daher folgt die theoretifche Ausflußmenge = 9,233 Eubiffuß. Nimmt man den 
Busßufecfleienen — 0,61, fo erhält man endlich das gefuchte Wafjerquantum 


0,61. 
0- nr . 9,233 — 3,495 Eubiffuß. 





$. 412. Um Eleine Waffermengen zu meffen, bedient man ſich auch 
wohl des Ausfluffes buch runde, 1 Zoll weite Mündungen in einer bir 
nen Wand, unter einem gegebenen Drude. Man nennt die Waſſermenge, 
welche eine folche Deffnung unter dem kleinſten Drude, oder dann, wenn 
der Wafferfpiegel nur eine Linie über der oberſten Stelle der Mündung 
fieht, einen Waſſer⸗ oder Beunnenzolt (franz. pouce d’eau; engl 
water-inch). Die Franzoſen nehmen an, daß einem Waſſerzolle (Alt 
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Pariſ. Maaß) in 24 Stunden 15 Pinten oder 19,1953 Cubikmeter Waſſer, Tannen. 
alfo in 1 Stunde 0,7998 » 
und in 1 Minute 0,01333 Cubikmeter ent: 
ſpricht, doch weichen ditere Angaben von Mariotte, Couplet und 
- Boffut hiervon nicht unbedeutend abſSMach Hagen liefert ein Waffers 
zoll (für das preuß. Maaß) in 24 Stunden 520 Cubikfuß, alfo in der 
Minute 0,3611 Cubikfuß. Der Prony’fche doppelte Waffermodul, 
welcher einer Mündung von 2 Centimeter Durchmeffer bei 5 Centimeter 
Drud entfpriht und in 24 Stunden 20 Cubilmefer Waffer liefert, hat keine 
Aufnahme gefunden. 

Die Beobachtungen laſſen fich ficherer anftellen, wenn man eine größere 
Drudhöhe hat; am einfachften ift es, menn man biefe Höhe wie den 
Durchmeffer der Mündung, 1 Zoll annimmt. Nah den Herren Bor: . 
nemann und Röting giebt ein folher Waſſerzoll taͤglich 642,8 Cubik⸗ 
fuß ‚Waffe. (S. den Ingenieur, Seite 481.) 

| Sig. 607.- Der Apparat, an bem man mit 
Hülfe von Waſſerzollen das Waſ⸗ 
fer mißt, ift in Sig. 607 abge: 
bildet. Das zu mefjende Waffer 
fließt durch die Roͤhre A in einen 
Kaften B, aus bdiefem tritt es 
bucch unten in der Scheibemand 
CD angebrachten Köcher in ben 
Kaften E, und aus diefem fließt 
es buch eine horizontale Reihe 
von genau einen Zoll weiten und 
in Blech ausgefchnittenen. runden Mündungen F in das Refervoir G- 
Damit fi aber der Wafferfpiegel nur eine Linte über den Köpfen dies 
fer Mündungen ftellt, ift es nöthig, daß diefe in hinreichender Zahl vorhan: 
den feien, und daß man einen Theil derſelben durch Stöpfel verfchließe. 
Bei großen Waffermengen theilt man wohl erft das ganze Waffer, und 
mißt auf diefe Weife nur einen Theil, 3.9. den zehnten. Diefes Xheilen 
ift aber leicht badurdy zu bewirken, dab man das Waſſer erſt in ein Reſer⸗ 
voir mit einer gewiſſen Anzahl in gleichem Niveau befindlicher Muͤndungen 
leitet, und nur das von der einen Muͤndung gelieferte Waſſer in dem oben 
abgebildeten Apparate auffaͤngt. 

Anmerkung 1. Man kann auch die Hähne und andere Regulirungsapparate 
zur Waſſermeſſung anwenden, wenn man den jeder Stellung entſprechenden Wider⸗ 


ſtandscoefficienten kennt. If A die Drucdhöhe, F der Querſchnitt des Rohres, und 
4 der Ausflußcoefficient bei völlig geöffnetem Sahne, fo hat man die Auefluß- 


menge Q = uFNV2gh, fowie umgefehrt u = Ever hal und — (5) .2gh. 
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Setzt man nun den einer Hahnſtellung entſprechenden und aus den oben mitge— 
theilten Tabellen zu entnehmenden Widerftandscoefficienten =", fo hat man tie 
entiprechende Ausflußmenge: 


art vizus vr)" I 


Der Bequemlichkeit wegen Tann man fi hiernady eine Tabelle conflruiren , ic 
daß es nur eines Blickes auf biefe bedarf, um bie einer Hahnflellung entſpre⸗ 
ende Ausflußmenge, oder um die einem gegebenen Ausflußquanto entfpredyenx 


Stellung des Hahnes zu finden. If 3. Bu = 0,7 und F= 4 Quatratjrl, 


0,7 4.12. 7,906Vh _ V h__ n 
fo hat man Q, = — — 265,6 17087 Gubit 
265,6 


zoll, oder wenn A conftant 1 Fuß il, Q, = ————— 
vVi+ 04% 


Hahnftellungen 5°, 10°, 15°, 20°, 25° u. f. w. die Widerftandscoefficienten 0,057; 
0.293; 0,758; 1,559; 3.095 zufommen, fo entfprechen diefen die Ausflußmengen: 
262,1; 248,4; 226,8; 200,0; 167,4 Eubifzoll. 

Fig. 608 Fig. 609. 


. Wenn nun ten 





Anmerfung 2. Um den Ausfluß buch eine Mündung D, %ig. 608, zu regw 
liren, fann man einen Ueberfall B anbringen, damit das durch die Möhre A im 
Uebermaaße herbeigeführte Wafler durch denfelben abfliege, und ein conflanter Drud 
im Refervoir DE erhulten werbe. Um gar feinen MWafferverluft zu erhalten, wen: 
det man auch einen Hahn ober eine Klappe’ A, Fig. 609, an, welche durch ei⸗ 
nen Schwimmer K mittel& eines Hebels regulirt wird, fo daß durch B immer 
nur fo viel Wafler zu⸗ ale dur / abfließt. 

$. 413. Die Waffermengen von größeren Baͤchen, Kanaͤlen und von 
Fluͤſſen laſſen ſich nur mittels die Geſchwindigkeit angebender Hydrometet 
beftimmen. Unter biefen Inſtrumenten find aber die Schwimmer (frani. 
flotteurs ; engl. floating-bodies) die einfachften. Man kann zwar hierzu 
jeden fehwimmenden Körper gebrauchen, doch ift es ficherer, Körper von 
mittlerer Größe, welche nur wenig fpecififch leichter als Waffer find, hierzu 
zu verwenden. Körper von ohngefähr 1/,, Cubikfuß Inhalt find hinreichend 
groß. Sehr große Körper nehmen nicht leicht die Geſchwindigkeit des Wal 
fer6 an, und fehr Meine Körper laſſen fich wieder, namentlich wenn ft 
viel aus dem Waffer hervorragen, leicht durch zufällige Umftände, zumal | 
duch) bie Luft Äber dem Warfferfpiegel,' in ihrer Bewegung ſtoͤren. Ofi 
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wendet man einfache Holzſtuͤcke an, gut iſt es aber, wenn dieſelben mit eis 
ner hellen Firnißfarbe überftrichen find, und noch beffer find die hohlen 
Schwimmer, wie Glasflaſchen, Blechkugeln u. ſ. w. weilman biefe nach Belies 
ben mit Waffer füllen kann. Am häufigften wendet man aber die Schwimm⸗ 
tugeln an. Diefelben werben von 4 bis 12 Zoll Durchmeffer aus Meſſing⸗ 
blech verfertigt, fie befommen, um fie nicht leicht aus dem Auge zu verlieren, 
einen Anſtrich von lichter Delfarbe, und erhalten auch noch eine Deffnung 
mit einem Halfe, um fie mit Waffer anfüllen und verftöpfeln zu innen, 
Eine ſolche Schwimmkugel A, Fig. 610, giebt allerdings nur die Ges 


Schwimmer. 


Fig. 610. fhwindigkeit an der Oberfläche und fogar oft nur” 


die im Stromſtriche an, allein man kann durch das 
Uneinanderhängen zweier Kugeln A und B, Fig. 611, 
auch die Geſchwindigkeiten in verfchiedenen Tiefen 
beftimmen. In diefem Falle wird die eine Kugel B, 
welche unter Waffer ſchwimmen folt, 
J ganz mit Waffer, die andereaber, welche 
| im Wafferfpiegel zu ſchwimmen beftimmt 
| ift, nur fo viel mit Waffer angefüllt, 
J daß fie nur wenig aus dem Waſſer 
| hervoreagt. Beide Kugeln werben durch 
einen Faden ober durch einen Draht, 
oder durch eine dünne Drahtkette mit 
einander verbunden. Zuerft beflimmt 








läcengefenwindigteit Co, und dann beobachtet man durch die Kugelverbin- 
dung die mittlere Geſchwindigkeit c beider, bezeichnet man nun bie Geſchwin⸗ 
digkeit in ber Tiefe der zweiten Kugel duch c,, fo läßt ſich fegen: 

e= — und daher umgekehrt, c, = 20 — C. Indem man nun 
beide Kugeln durch Iängere und längere Drähte mit einander verbindet, fo 
kann man auf diefe Weiſe die Gefchtwindigkeiten in größeren und größeren 
Tiefen finden. Uebrigens ergiebt fich auch die mittlere Geſchwindigkeit c eines 
Perpendikels, wenn man die zweite Kugel nahe über bem Boden ſchwimmen 


laͤßt und ebenfalls at fegt; genauer aber noch, wenn man das 


Mittel aus allen beobachteten Geſchwindigkeiten in einem Perpenditel nimmt. 

Um die mittlere Geſchwindigkeit in einem Perpenbitel anzugeben, wendet 
man auch oft den in Sig. 611 abgebildeten Shwimmftab A,B, an, na⸗ 
mentlich ift biefer bei Meffungen in Kanälen und Gräben bequem, zumal, 
wenn er aus kurzen Städen zufanmmengefchraubt werben fann. Der Schwimm⸗ 
ftab, weichen ber Verfaſſer anmenbet, ift aus 15 ausgehöhlten Theilen, jeber 


man durch die einfache Kugel die Obers 
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Syrimme. von 1 Decimeter Länge zufammengefeht. Damit berfelbe ziemlich aufı 
vecht ſchwimme, wird ſtets das unterfte Stüd fo ſtark mit Schrot ange 
füllt, daß der Kopf beim Schwimmen nur wenig aus dem Waſſer hervor 
ragt. Die Anzahl der zufammenzufchraubenden Städt bängt natürlich 
von der Tiefe des Kanales ab. 

An dem Schwimmftabe, fowie an der Schwimmtugelverbinbung laͤßt 
fih auch wahrnehmen, daß bei ungehinderter Bewegung des Waſſers in 
Betten die Gefchwindigkeit am Wafferfpiegel größer ift, als am Boden, 
weil der Kopf bes Stabes dem Fuße und bie obere Kugel ber unteren &: 
was vorausfhwimmt. Nur bei durch Verengungen, 3.3. durch Brüde: 


pfeiler gebildeten Aufftauungen, findet das Gegentheil ftatt. 
Anmerkung. In der Regel if, namentlich bei großen Schwimmern, mi | 
Schiffen u. ſ. w., die Geſchwindigkeit der ſchwimmenden Körper etwas größer alt 
die des Waſſers, weniger deshalb, weil diefe Körper beim Schwimmen von eint 
durch die Oherflähe des Waſſers gebildeten ſchiefen Ebene herabgleiten, als tt 
halb, weil fie nicht oder nur zum Theil an der unregelmäßigen inneren Bewegun: 
des Waſſers Theil nehmen, doch ift die Abweichung bei Heinen Schwimmern fc 
genug, um fie vernadhläffigen zu fönnen. 


$. 414. Die Geſchwindigkeit einer Schwimmkugel findet man, indem 
man mit einer guten Secundenuhr oder an einem halbe Secunben fchlagen: 
den Lothe oder Pendel ($. 263) bie Zeit 4 beobachtet, welche diefe auf dem 
Waſſer ſchwimmend braucht, um eine an einem Ufer abgeſteckte und aus 
gemefjene Strede AB=s, $ig.612, zurüdzulegen. Es ift dann die gr: 
fuchte Geſchwindigkeit der Kugel c = = Damit bie Zeit & genau dem 
am Ufer abgemeffenen Wege entfprechend gefunden merde, iſt es nöthis, 
mit Hälfe eines Winkelkreuzes oder Winkelſpiegels am jenfeitigen Ufn 
Fig. 612. zwei, Perpendikel auf AB bezeichnen 

' Signalftangen C und D, einzuftede. 

Stellt man ſich hinter A, fo kann man den 
Zeitpunkt beobachten, menn ber etwa 
oberhalb A eingefegte Schroimmer K 
in das Alignement AC kommt, und be 
giebt man fich hinter B, fo kann mar 
ebenfalls an der in der Hand gehaltenen 
Uhr beobachten, wann der Schwimmer in das Alignement BD gelanat, 
und man findet dann durch Subtraction der Beobadhtungszeiten bie geſucht 
und der Durchlaufung von s entfprechende Zeit &._ Außer ber mittler@ 
Geſchwindigkeit c des Maffers ift auch noch der Inhalt F des Querprofit 
erforderlich, um das Wafferguantum Q = Fe zu beflimmen. Um biefa 
Inhalt angeben zu können, ift es aber nöthig, daß man die Breite un 
mittlere Tiefe des Waſſers kenne. Die Tiefen mißt man mit einer einge 
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theilten Sondirftange AB, Fig. 613, mit rhomboidalem Querfchnitte egwinmer. 
und einem Brettchen B am Fuße; bei größeren Tiefen kann man ſich aud) 
einer Sondirkette bedienen, an deren Ende eine eiferne Platte hängt, die 
fid) beim Einſenken auf das Grunbdbette auffegt. Die Breite und die den 
gemeffenen Tiefen entfprechenden Abfeiffen ober Abftände von den Ufern 
ergeben ſich bei Kandien und ſchmalen Baͤchen EFG, Fig. 614, durch 
Ausfpannen einer Meßkette AB oder Legen einer Stange u.f. m. quer 


Sig. 613. Fig. 614. 





über das fließende Waſſer. Bei breiten Stäffen beſtimmt man fie mit Hüffe 
eines Meßtiſches M, den man in fchidlicher Entfernung AO vom zu 
meſſenden Querprofile EF, Fig. 615, aufftellt. Iſt ao auf der Menſel die 
verjüngte Entfernung AO der Standpunkte AundO von einander, und hat 
man ao in der Richtung von AO geftellt, und dadurch auch die vorher beim 
Aufftellen des Meßtifches aufgetragene Breitenrichtung af mit ber abgeſteck⸗ 
ten Breitenlinie AF parallel geftellt, fo fchneidet jede Vifirlinie nach den 
Punkten E, F, G u. ſ. w. im Querprofile entfprechende Punkte e, f, g auf der 
Menfel ab, und es find ae, af, ag u. f. w. die Entfernungen AE, AF, 
AG u. f. w. im verjüngten Maaße. Man hat alfo beim Einfegen der 
Sondirftange und dem dadurch bewirkten Tiefenmeffen nicht erft nöthig, 
bie Entfernungen der entfprechenden Punkte von ben Ufern zu meflen, 
wenn ber am Meßtifche ftehende Ingenieur bie Sondirftange beim Einfegen 
in ber Linie EF anvifirt. 

Befteht nun die Breite EF, Fig. 614, eines Querprofiles aus ben 
Theilen d,, db. 53 u. f. w. und find die mittleren Tiefen innerhalb biefer 
Theile ai, Qy az und die mittleren Geſchwindigkeiten C,, c., cʒ u. ſ. w., 
fo hat man den Inhalt des Querprofiles: F=adı + dot 63 + ..., 
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Sqwimmer. die Waffermenge O — a5 + Gobeca + Azdzc; + . . ., und endlidy die 


Dupdrometri» 
ſcher 


Flügel. 


10) adC + ab +. . 
t lere G — —— rat int EEE 
mitt eſchwindigkeit c F a Fast: 
Beifpiel. An einer ziemlicd geraden und unveränderlidhen Flußſtrecke hat 
man in den Mittelpunften ter Breitentheile | 
5 Buß, 12 Fuß, 20 Fuß, 15 Buß, 7 Fuß, 
die Tiefen: . . . 3» 6 » il » 8 » 4 » 
die mittleren Gefömwindigfeiten: 19» 2,3 » 28» 24» 2,1»; 
es läßt fich daher feßen: 
der Inhalt des Querprofiles F=5.3--12.6-4-20. 11+15.84-7.4= 455 Duabdratfuf, 
das Wafferquantum Q — 15.1,9 + 72.2,3 + 220.2,8 + 120.24 + 28.21 


— 1156,9 Eubiffuß. Die mittlere Geſchwindigkeit iR c — nn — 2,54 Iuf 


$. 415. Das vorzäglichfte Hydrometer ift der hybrometrifc: 

Ktügel von Woltmann (franz. Moulinet de Woltmann; engl 

Sail-wheel of Woltmann) Fig. 616. Er befteht aus einer horizon: 

talen Welle AB mit 2 bis 5 fchief gegen die Arenrihtung ſtehenden 
Big. 616. 





Slähen oder Schaufeln F, und giebt, unter das Waſſer getaudt 
und ber Bewegungsrichtung deſſelben entgegengehalten, durch die Anzabl 
feiner Umdrehungen innerhalb einer getwiflen Zeit die Geſchwindigkeit dei 
fließenden Waflere an. Um bie Anzahl diefer Umdrehungen ablefen zu 
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koͤnnen, erhält die Welle ein paar Schraubengänge C, und läßt biefe zwi: Oppcemnd: 


ſchen die Zähne eines Rades D greifen, auf deffen Seitenflächen Ziffern 
eingravirt find, welche an einem feften Zeiger die Anzahl der Umdrehungen 
der Flügelmelle angeben. Um aber eine große Anzahl der Umdrehungen 
beobachten zu Eönnen, wird auf die Welle diefes Zahnrades noch ein Ge⸗ 
triebe aufgefegt, das in ein zweites Zahnrad E’eingreift, an dem fich, gleich» 
fam wie am Stundenmweifer einer Uhr, vielfache, 3. B. fünf: oder zehnfache 
der Flügelumdrehungen ablefen laffen. Hat z. B. jeder der beiden Zahns 
räder 50 Zähne, und das Getriebe deren 10, fo dreht ſich das zweite Rad 
um einen Bahn, während das erfte um fünf Zähne fortruͤckt, oder das 
Flügelrad fünf Umdrehungen macht. Wenn der Zeiger des erften Rabes 
auf 27 = 25 + 2 und des zweiten auf 32 fteht, fo ift hiernach die ent» 
fpeechende Umdrehungszahl bes Flügels — 32.5 + 2 = 162. Das 
ganze Inſtrument wird mit einer Blechfahne an einen Stab gefchraubt, 
um e8 bequem in's Waffer eintauchen und dem Strome entgegenhalten 
zu können. Damit aber das Raͤderwerk nur mährend der Beobachtungs⸗ 
zeit umlaufe, läßt man feine Aren in Pfannen umgehen, die auf einem 
Hebel GO figen, ber durch eine Feder niedergedruͤckt wird, fo daß ein Ein- 
greifen ber Zähne des erften Rades in die Schraubengänge nur fo lange 
ftatt hat, als man den Hebel mittels einer Schnur emporzieht. | 
Die Umdrehungszahl eines Flügels in einer gewiſſen Zeit, z. B. in einer 
Secunde, ift nicht genau der Geſchwindigkeit des Waſſers proportional, es 
laͤßt fi daher auch nicht v — «a. u, wo u bie Umdrehungszahl, © bie 
Geſchwindigkeit und « eine Erfahrungszahl bezeichnen, fegen; es ift viel- 
mehr zu fegen: v = dv. + au, oder genauer v —= U, + au + fu?... 
oder noch genauer v = au + Yv? + Bu?, wo v, biejenige Geſchwin⸗ 
digkeit bezeichnet, bei welcher das Waffer nicht mehr im Stande iſt, den 
Flügel in Umdrehung zu fegen, « und ß aber Srfahrungscoefficienten aus- 
drüden. Die Conſtanten v,, a, ß find für jedes Inſtrument befonders zu 
ermitteln. Mit Hülfe ihrer ergiebt ſich durch eine einzige Beobachtung die 


Geſchwindigkeit, Doch"ift es ficherer, deren immer wenigftens zwei anzuftellen, 


und den mittleren Werth als den richtigen einzuführen. 


Beifpiel. Wenn bei einem Flügel 0, = 0,110 Fuß, « == 0,480, und 
B = 0, alfo vo = 0,11 +0,48 ift, und man Hat bei einer Beobachtung mit 
dieſem Inftrumente in einer Zeit von 80 Secunden eine Umbrehungszahl von 
210 gefunden, fo ift die entfprechende Geſchwindigkeit des Waſſers: 

= 0414048. = 0114 126 = 1,37 Bub. 

Anmerfung 1. Die Eonftanten o,, @ und 4 hängen vorzüglid) von der 
Größe des Stoßwinfels, d. i. von dem Winfel ab, welshen die Ylügelebene mit 
der Bewegungsrichtung des Waflere und alfo auch mit der Arenrichtung bes Flügels 
einfchließt. Um bei Heinen Geſchwindigkeiten noch ziemlich genau beobachten zu Tons 





Flügel. 
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nen, iſt es gut, den Stoßwinfel groß, b. i. gegen 70° n 
machen. Uebrigens ift es zwedimäßig, Flügel von ver⸗ 
fhiedener Oröße und verfchiedenen Stoßmwinfeln zu haben. 
um, je nad dem die Tiefe oder die Geſchwindigkeit te} 
fließenden Waſſers arößer oder Kleiner iſt, den einen oder 
den anderen anwenden zu fönnen. 

Anmerlung 2. Um die Oberfläcdjengefchwintigfil 
des Waflers zu finden, wendet man auch wohl ein Fleine 
Blechräpchen, wie Fig. 617 repräfentirt, an, indem mus 
nur deſſen Unterteil in's Waſſer eintaudt. Die Ar; 
zahl der Umdrehungen deſſelben läßt ſich durch ein Ri 
I derwerf genau wie beim hydrauliſchen Flügel angeben. 

$. 416. Um die Gonftanten oder Coefficienten eines hydrometriſchen 
Fluͤgels zu finden, iſt es noͤthig, dieſes Inſtrument in fliegende Waſſe 
einzuhalten, deren Geſchwindigkeiten bekannt find, und bie entſprechende 
Umdrehungszahlen zu beobachten. Wiewohl man eigentlich nur fo vie 
Beobachtungen braucht, als Conſtanten vorhanden find, fo iſt es doch vi 
ſicherer, fo viel Beobachtungen wie möglich, und namentlich auch bei fer 





verſchiedenen Geſchwindigkeiten anzuftellen, weil man bann die Metber 


der Eleinften Quadrate anwenden und dadurch den Einfluß der zufälligen 
Beobachtungsfehler herabziehen kann. Uebrigens kann man die Gefchwin 
digkeit bes Waſſers entweder durch eine Schwimmkugel oder auch daburd 
finden, daß man das Waffer in einem Aichgefäße auffängt, und die darin 
gemeffene Waffermenge durch das Querprofil bividirt. Bei Anmwendun 
der Schwimmlugeln ift ruhige Luft und eine gerade und gleichförmig fir 
fiende Waſſerſtrecke nöthig. Der Flügel ift an mehreren Stellen des vn 
dem Schwimmer durchlaufenen Weges einzuhalten, und es ift aud de 
Genauigkeit befördernd, wenn der Durchmeſſer der Schwimmkugel ohnge 
fähr gleich ift dem Durchmeſſer des Fluͤgelrades. | 

Diele Vortheile gewährt die zweite Beflimmungdweife, wo man du 
Maffer, in welches ber Flügel eingetaucht wird, in einem Aichkaften auf 
fängt. Zu bdiefem Zwede, und zum Juſtiren der Hpdrometer überhaupt 
ift e8 fehr gut, wenn der Hydrauliker über ein befonderes, aus einem Aus 
flußkaften, einem Aichrefervoie und einem zwifchen beiden befindlichen Gerina 
beftehendes hydrautifches Dbfervatorium verfügen kann. Bei einm 
ſolchen ift ohne Umftände dem Waſſer jede beliebige Geſchwindigkeit zu ım 
theilen, indem man nicht nur den Eintritt in das Gerinne, fordern aus 
die Bewegung in demfelben durch Einſatzbretter nach Willkuͤr reguliren kam 
Bei den Beobachtungen hat man den Fluͤgel an verſchiedenen Stellen eine 
Querprofiles im Gerinne einzuhalten, die Tiefe dieſes Profiles durch Waflr 
ftandsfcalen zu meffen, und endlich das in irgend einer Zeit burchgelaufen 
Waffer im untern Referveir zu aichen ($. 408). Den Inhalt F des Qurr 
profites erhält man durch Multiplication der mittleren Waffertiefe mit dt 
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mittleten Breite, und das Waſſerquantum O erhaͤlt man aus dem mittle⸗ Hmm. 
ren Querfchnitte G des Aichmaaßes und der Höhe Ss des in ber Zeit zuge Füge. 


fioffenen Wafferquantums durch bie Sormel = as, aus O und F 


folgt aber die mittlere Waſſergeſchwindigkeit u — - = 


Die entfprechende Umdrehungszahl u bes Flügels ift das Mittel aus 
allen Umdrehungen, mweldye man erhält, wenn man das Inſtrument in ver 
fehiedenen Breiten und Tiefen des ausgemeffenen Querprofiles einhält. 

Hat man nun bei einer Verſuchsreihe die mittleren Geſchwindigkeiten 
Y%, Va, Va u. f. w. und die entfprechenden Umbrehungszahblen gefunden, fo 
erhält man durch Subftitution in der Formel v = U, + au, oder in 
der genaueren v—= au + VYvo? + Bu? fo viel Beitimmungsgleihungen 
für die Conftanten v,, a, ß, als Beobachtungen angeftellt worden find, 
und man kann nun hieraus bie Gonftanten felbft finden, indem man ent⸗ 
weder ein im Ingenieur $. 17 angegebene® Verfahren anwendet, ober in» 
dem man diefe Gleichungen in fo viel Gruppen theilt, al6 unbefannte Con⸗ 
ftanten vorhanden find, und biefe durch Addition zu fo viel Beftimmunge: 
gleihungen vereinigt, al® zur Ermittelung von vo, @& und nach Befinden, 
ß, nöthig find. | 

Anmerkung 1. Wenn man bie einfachere Kormel mit 2 Conſtanten zu 
Grunde legt, fo kann man nad} der Methode der Heinften Duabrate fegen: 
= ZHZA-ZENEN u. ZEIEN EINE) op 

(=’) Z(y*) — [X (ey)]* (=?) Z(y) — [Z(2y)]* ° 
2= — und y= —, das Beiden 2 aber die Summe von allen ihm fols 


genden gleichnamigen Wertben, 3 B. £ (=) — + Z + Ai +... 
A | 


2) 


1 u 1 1 u , 
ze=-—-. + ruhe + 2.724. bexichnet. 
Beifptiel. Man hat mit einem Fleinen hydrometriſchen Flügel bei den Ge⸗ 
ſchwindigkeiten: 0,163; 0,205; 0,298; 0,366; 0,610 Meter, die Umbrehungszahlen 
pro Secunde: 0,600; 0,835; 1,467; 1,805; 3,142 beobachtet, und foll nun bie 
diefem Flügel entfprechenden Gonftanten beftimmen. Mit Hülfe der in ber Ans 
merfung gegebenen Formel folgt, da 


Pr 0,600 


1 
dies + 0205 + — 18,740, Zu) tr ... = 22,759, 


1 2 t ® 
(es) = (5) + (5) + .. = 82,84, Z(y*) = 105,223, und 
0,600 0,835 
Z(ay) = 16m + 007 t° . == 80,961 iſt, 
__ 105,223 . 18,740 — 80,961 . 22,759 412395 _ 0.060 und « — 368,3 
9 286. 105203 — (MD — a — 2162 
= 0,1703, daher gilt für diefes Inftrument die Formel o — 0,060 + 0,1703 u. 
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‚ Proremerki Sept man hierin « = 0,6, fo befommt man » = 0,060 + 0,102 = 0,12 


—— 


VPitor 
Bi 


ferner « = 0,835 giebt o = 0,060 + 0,142 = 0,0; 
feiner u = 1,467 » o = 0,060 + 0,249 = 0309; 
u — 1805 » vo = 0,060 + 0,307 = 0,881; 
endlih » —= 3142 » vo = 0,060 + 0,535 = 0,59: 
es findet alfo eine fehr gute Mebereinftimmung diefer berechneten Werthe mit ie 
beobachteten ftatt. 

Anmerfung 2. Dan fann au nah Lapointe das hydrauliſche A: 
gelrad in eine cylindrifche Röhre einfeßen, und ſich von demfelben die Geihri: 
digfeit des durchfließenden Waſſers angeben laffen. Der Zählapparat Tann tar: 
außerhalb des Waflers fliehen und mit dem Made durch eine ſtehende Beltz 
Verbindung gefebt werden. Lapointe nennt diefes Inftrument. une tube jar- 
geur (f. Comptes rendues, Bd. 25, auch Polytechn. Gentralblatt, 1847). I 
Frankreich fängt man erft feit Kurzem an, dem hydrauliſchen Flügelrade dies: 
thige Aufmerkjamfeit zu fchenfen. Wir finden eine ausführliche Abhandlung ir 
dieſes Inftrument in den Annales des ponts et chaussdes, T. XIV, 1847, ve 
Baumgarten, und einen Auszug hiervon im polytehnifhen Gentralblatt 
1849. Herr Baumgarten empfiehlt befonders die Schraubenflügel, und mit 
hierzu noch manche Bemerfungen, die allerdings mit den von uns ſchon lün:' 
gemachten Erfahrungen ganz im Einklange ftehen. 

$. 417. Die übrigen Hydrometer find unvollkommener als der hpbrul 
liſche Flügel, denn fie gerwähren entweder weniger Genauigkeit, ober fie Fr! 
umftändlichee im Gebrauche. Das einfachfte Inftrument diefer Art uͤ 
die Pitot’fche Röhre (franz. la tube de Pitot; engl. Pitors tube, 
Fig. 618. In feiner einfachen Geſtalt beſteht es in einer gi 
fernen Knieroͤhre ABC, Fig. 618, welche fo m! 
Waſſer gehalten’ wird, daß der untere Theil derieibe 
horizontal und dem Waffer entgegen zu flehen komm 
Durch den Wafferftog wird nun im dieſer Rohr 
eine Waſſerſaͤule zurücdgehalten, die Über das Ri 
veau des aͤußeren Waſſerſpiegels zu ftehen komm 
und die Erhebung DE diefer Wafferfäute faͤllt vs 
fo größer aus, je größer der Stoß oder die ihn « 
zeugende Geſchwindigkeit tes Waſſers iſt; es fan 
daher auch umgekehrt diefe Erhebung oder Niveaubifferenz als Maaß M 
Geſchwindigkeit des Waffers dienen. Segen wir diefe Erhebung DE ix 
den Äußeren Waſſerſpiegel S h, und die Gefchwindigkeit des Mai“ 
2 














— v, fo fönnen wir h = mo a eine Erfahrungszaht ift, u 


v 
2962 
daher umgekehrt, v — u VY2gh ober einfaher v — % Vh fegen. Un 
die Conftante % zu finden, hält man das Inſtrument an einer Stelle in! 
Waffer, wo die Gefchmwindigkeit o, befannt ift, zeigt fich hier die Exdebun 


— h,, fo bat man für die Conftante y — Zu, welche nun in ande 
N 
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Fällen, wo die Gefchwindigkeit mit diefem Inſtrumente gefucht werden foll, 
zu gebrauchen ift. | 

Big 619. Um das Abiefen der Höhe h zu erleichtern, laͤßt man 
das Inftrument aus zwei Röhren beftehen, und wie Kigur 
619 zeigt, aus der einen ein Röhrchen F gegen ben Strom, 
aus der andern aber zwei Röhrchen G und G, rechtwinke⸗ 
lig gegen die Stromrichtung, durch beide Möhren aber 
einen einzigen Dahn ZI gehen, womit man die Waſſer⸗ 
fäulen in beiden Röhren abfperren kann. Zieht man das 
Infteument aus dem Waffer heraus, fo kann man bequem 
an einer zwifchen beiden Möhren befindlichen Scala die 
Differenz CD = h beider Wafferfäuten ablefen. Damit 


nehme, ift nöthig, den Röhren enge Einmündungen zu 
geben, und damit das Abfperren der Röhren fchnell und 
ficher vor fich gehen könne, verfieht man den Hahn mit 
einem Arme und einer Drahtftange ZI’, welche oben nahe 
an der Hanbhabe des Inftrumentes fid, endigt. 





Anmerfung 1. Wenn aud die Pitot'ſche Röhre nicht die Genauigkeit 
gewährt wie der hydrauliſche Slügel, fo ift fle duch wegen ihred einfachen Ge⸗ 
brauches ein fehr zu empfehlendes Inftrument. Der Verfaſſer handelt im polys 
technifchen Eentralblatte, 1847, etwas fpeciellee von biefem Inftrumente und theilt 
auch dafelbft eine Reihe von Erfahrungszahlen und bie darauf gegründete Ber 
ftimmung des Eoefflcienten y mit. Bei feinem Inftrumente find die Geſchwin⸗ 
vigfeiten zwifchen 0,32 und 1,24 Meter, o — 3,585 Y h Meter zu ſetzen. 

Anmerfung2. Duchemin empfiehlt eine Pitot'ſche Röhre mit Schwim- 
mer. Da biefelbe ziemlich weit fein muß, fo giebt fie eine nicht unbeträchtliche 
Stauung , weshalb fie in engen Kanälen nicht zu gebrauden if. S. Duche- 
min: Becherches experim. sur les lois de la rösistance des Auides. Bois; 


Ieau wendet eine unten zufammengezogene gerade Röhre an, um der Geſchwin⸗ 


pigfeit des Waſſers bei Ueberfällen zu ermitteln. ©. vefien 4 Abhandlungen in 
ven Compt. rendues ober. die Auszüge hiervon in dem polytechn. Gentralblatte. 


$. 418. Der Stromquadrant oder das hydrometriſche Pens 


dei (franz. pendule hydrometrique; engl. hydrometrical-pendulum) tff. 


Fig. 620. vorzüglich von Zimenes, Michelotti, Serfiner 
und Eytelmein zum Meffen der Geſchwindigkeit flie⸗ 
Gender Waffer angemendet worden. Diefes Inftrument 
befteht aus einem in Grade und feinere Theile einge: 
tbeilten Quadranten AB, Fig. 620, und aus einer 
im Mitteipunkte C deffelben mittels eines Fadens 
aufgehängten Metall: oder Eifenbeintugel X von 2 
bie 3 Zoll Durchmeſſer; es giebt die Geſchwindigkeit 
Weisbach's Mechanik. 2te Aufl. I. Bd. 40 





das Maffer in der Röhre keine große Schwankungen ans 


itor 
rien 


Steom⸗ 
quadraut. 


Strom⸗ 
qıadrans, 


Rieometer, 
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dee Waſſers durch den Winkel ACE an, um welchen der von ber Kugel 
gefpannte Faden von ber Vertitalen abmeicht, wenn man die Ebene des In: 
firumentes in die Richtung des Stromes bringt, die Kugel aber umter das 
Maffer tauchen laͤßt. Da der Winkel nicht leicht 40 und mehr Grade 
beträgt, fo giebt man diefem Inſtrumente oft nur die Korm eines redt: 
winkeligen Dreiedes und bringt die Gradtheilung auf der horizontalen 
Kathete defjelben an. Zum Einftellen der Inders oder Nufllinie in die 
Vertikale wendet man am beften eine oben auffigende Roͤhrenlibelle an, 
oder man bedient ſich dazu ber Kugel felbft, indem man diefelbe außerhalb 
des Waſſers hängen läßt und das Inftrument fo lange dreht, bis der Kaden 
in die Nulllinie der Eintheilung fällt. Bei Gefchwindigkeiten unter 4 Fufß 
kann man ſich einer Eifenbeinkugel, bei größeren Geſchwindigkeiten muf 
man fich aber hohler Metalltugeln bedienen. Wegen ber fteten Schwan: 
tungen der Kugel in der Bewegungsrichtung des Waflers ſowohl als aud 
rechtwinkelig gegen die Stromeichtung, ift das Ablefen ziemlich befchimer: 
lich und läßt viel Unficherheit zuruͤck, weswegen man dieſes Inſtrument 
nicht zu den volllommneren zählen barf. 

Die Abhängigkeit zwifchen dem Ablenkungswinkel und der Geſchwindig⸗ 
keit des Waſſers laͤßt ſich bei einer nicht fehr tief eingetauchten Kugel auf 
folgende Weife ermitteln. Aus dem Gewichte @ der Kugel und aus dem mit 
dem Quadrate ber Geſchwindigkeit und dem Querfchnitte F der Kugel 
gleichmäßig wachſenden Waſſerſtoße P=uF'v?, folgt eine Mittelkraft R 
deren Richtung auch ber Faden annimmt, und beftimmt iſt durch den Ab: 


pP Fv? 
lenkungswinkel 4, für den man hat fang.P ==: ie 


ber auch umgelehrt, 0? = Ser und v = v 5 . Veang.ß. 


d. i. = VV lang. B, wenn Y einen Erfahrungscoefficienten bezeichnet, 
ben man vor dem Gebrauche nach der oben angegebenen Regel zu ermit: 
teln bat. 


F. 419. Die übrigen Hpdrometer, als: Lorgna's Wafferhebet, 
Zimene’ 8 Wafferfahne, Mihelotti’s hydrauliſche Schnell: 
waage, Bränning’s Tadhometer, Poletti 8 Rheometer, 
find im Gebrauche umftändliher und zum Theil auch unfiher. Das Prin: 
cip ift bei allen diefen Inftrumenten baffelbe ; diefe Inftrumente find aus 
einer Stoßfläche und einer Waage zufammengefegt, und es dient die letztere 
dazu, den Stoß Pdes Waffere gegen die erſtere anzugeben; da diefer abe: 


— #F v2 ift, fo hat man umgekehrt v = Vz =yYVP,woyein 


von der Größe der Stoßflaͤche F abhängige Erfahrungsconftante bezeichnet. | 
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Das Rheometer, welches in der neueren Zeit von Poletti vorges agomse. 
fhlagen wurde, und im Wefentlichen nicht von Michelotti’s hydrome⸗ 
trifcher Schnellmange abweicht, befteht aus einem um eine fefte Are C 
drehbaren Hebel AB, Fig. 621, und einem zweiten Arme CD, an 
welchen die Stoßfläche oder, nah Poletti, ein bloßer Stoßſtab ange: 

Fig. 621. fhraubt wird. Um dem Stoße des Waſſers ger 
gen diefe Fläche das Gleichgewicht zu halten, 
werden in bie am Hebelende A hängende Blech: 
büchfe Gewichte oder Schrotkoͤrner eingelegt, und 
um die leere Waage im flilftehenden Waffer in’s 
Gleichgewicht zu ſetzen, ift bei Bein Gegengewicht 
angefetzt, welches das aͤußerſte Ende bes Armes 
CB ausmadt. Aus dem aufgelegten Gewichte 
G folgt die Stoßkraft P mittels der Hebelarme 
CA = a und CF = b, durd die Kormel 


Pb = Goa, westalb nun P=7 6 und 


i= =V3- 2 =yvVG ift, wo % aber eine Erfahrungs: 
conftante ihnen " 





Anmerfung 1. Weber die letzteren Hydrometer wirb ausführlicher gehan- 
delt: in Eytelwein's Handbuch der Mechanif feſter Körper und der Hydraufif, 
ferner in Gerfiner’s Handbuch ber Mechanik, Band 2, inBränning’s Abhand- 
lung über die Geſchwindigkeit des fließenden Waffers, in Venturoli’s Elementi 
di Meccanica e d’Idraulica, Vol.2. Wegen Boletti’s Rheometer ift in Ding: 
ler's polytechn. Journal, Band 20, 1826 nachzufehen. Stevenfon’ 8 Hydrometer 
iR dee Woltmann’fhe Flügel, f. Dingler’s Journal, Band 65, 1842. 


Anmerfung 2. Gin befonders aud zum praktiſchen Gebrauch zu empfeh- 


lendes Werk ift die Hydrometrie oder praftifche Anleitung zum Waflermefien 
von Bornemann, Freiberg, 1849. 


40 * 
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Neuntes Kapitel, 


Bon der Kraft und dem Widerftande der Flüffig 
feiten. 


$. 420. Der —— des in einem Gefäße ſtillſtehenden Wii 
ſers reducirt ſich nach $. 305 auf eine dem Gewichte diefer Waffermaft 
gleiche Vertikalkraft; wenn aber das Gefaͤß ARF, Fig. 622, eine Def 
nung F bat, durch welche das Waffer ausfließen kann, fo erleidet dieſe 
Big. 622. Kraft eine Veränderung, und zwar 
ZZ nicht allein, weil in F ein Xhel 
der Gefaͤßwand ausfällt, fondem 
auch deshalb, weil das der Mün: 
dung zufließende Waſſer mie jeder 
andere Körper, der feinen Bew: 
gungszuftand ändert, vermöge feiner 
Trägheit reagiert. Die Bewegungs 
änderung eines Körpers kann fit 
fowohl auf eine Veränderung dt 
Geſchwindigkeit als auch auf em 
Veränderung der Bewegungsrid 
tung erftreden, und daher kam 
auch die Reaction (fr. reaction. 
engl. reaction) des ausfließenden Waſſers ſowohl aus einer Beſchleuni 
gung als auch aus einer fetigen Richtungsaͤnderung des der Mündın: 
zuſtroͤmenden Maffers entfpringen. 
Auf folgendem Wege gelangen wir fogleich zur Kenntniß der vollitant: 
gen Reaction des Waſſers in einem Ausflußgefäße. 
Es fei cdie Geſchwindigkeit des durch die Mündung F fließenden Waflert, 
c, die relative Geſchwindigkeit des Waffers an der Oberflähe ZR = (. 
und Äh bie Sue AD in der Ausmündung. Dann haben mi 


5 h+ 2 und das Ausflußquantum Q = Fe = Ge.. 
Denten wir das Gefäß ZRF, Fig. 622, mit einer Gefchwindigkeit t 
horizontal fortgehend, fo müfjen wir für die abfolute Geſchwindigkeit c: 
des eintretenden Waſſers c5? — c,? + v? und bei dem Neigungswinkr 
EFe — «a der Steahlare gegen den Horizont für die abfolute Gefcrein 
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digkeit w des austretenden Strahles w? = c? + v0? — 2crv cos. a Rraction dub 


fegen. 
Nun ift das Arbeitövermögen des Waſſers von dem Ausfluffe 


_(Üı ) — (tt h) 
dagegen das Arbeitsvermoͤgen deffelben nach dem Ausfluffe 
_Ww _ f(&H+W%— 2%ev cos. *) 
L, — 29 Y — 29 Oy Yı 
daher folgt das dem Waſſer entzogene und auf das Gefäß abergriragene 
Arbeitsquantum: 


>> — e 
ea 2” | CUVCOS.& 
— — — — ° — —— — 
oder, da TEE Ya hit, L= 
horizontale Component der Reaction des Waffers: 


„ L c c08.& 
Da 0 — ES ift, fo haben wir = 


PERS. co.a—=!2. 
q y 


Qy; und hiernad ber 





z Fy cos.a = 2hFy cos.«. 


Fig. 623. und daher bei einem horizontal gerich» 
— — teten Strahle, wie Fig. 623, 
— 2hFy. 

Es ift alfo Die Reaction eines 
horizontalen Strahles gleich 
dem Gewichte einer Waffer: 
fäule, weldhe den Querſchnitt 
des Strahles zur Baſis und 
die doppelte Gefhmwindigfeite: 
höhe (2h) zur Länge hat. 





Anmerfung. Gin Engländer, Bes 
ter Cwart, bat in der neueflen Beit 
die Nichtigkeit dieſes Geſetzes durch Ber: 

IH fuche zu beflätigen geſucht. (S. Memoirs 
of the Manchester Philosophical Society, Vol. II., oder den Ingenieur, Zeitfhrift 
für das gefammte Ingenieurwefen, Bd. I) Hierbei wurde das Gefäß HR, Fig. 

623, an eine horizontale Are C aufgehangen, und die Reaction durch eine wWin 

kelhebelwaage ADB gemeſſen, auf welche das Gefäß mittels eines horizontalen 

Stabes AG wirkt, der ſich genau der Mündung F gegenüber an das Gefäß ans 

ftemmte. Beim Ausfuffe durch eine Mündung in der dünnen Wand ergab fi 


2 
P= 14. — Fy. Setzt man den Straählquerſchnitt A, —= 0,64 . * und 
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Rraction.res Die effective Ausflußgefhwindigfeit o, — 0,96 0 (ſ. $. 344), fo erhält man nıd 
Tafint. per Ben. Formel 


8 
P= = — — 
2.50. F7—= 2.086.068. 7 Fy— 85, Fr, 


alfo ziemlich vaffelbe, was die Berfuche gegeben haben. Bei —— nach dem cm 
trahirten Bafferftrahle geformten Mündung wurde P = 1,73. 7 Fy, der Aus 
fluß⸗ oder Gefchwinbigfeitscoefficient aber = 0,94 gefunden. Da hier A} = F 
und o, = 0,9% o ift, fo hat man —— = 

P=2. 09 > Fy=1T. > Fy, 


29 
alfo wieder eine gute uebeceininmted 


F. 421. Denkt man fi das Ausflußgefaͤß ZRF, gig, 624, mit eine 
Geſchwindigkeit v vertifal aufwärts bewegt, fo haben wir für die abfolute 
Fig. 6. Geſchwindigkeit des eintretenden 
a — Waſſers: „= v — c, und da⸗ 
gegen für bie des ausfließenden, kii 
4 der im vorigen Paragraphen ge 
brauchten Bezeichnung: 
w—=eaR+vV? +2 cv cos.(90%-+«) 
= +0?—2cvsin.a. 
Es ift hiernady das ganze Keiftung® 
vermögen der Waffermenge Q pt 
Secunbe: j 
L = ( 4 h) Oy. 
dagegen das des abfließenden Mil 
eers: 
L, (24 Sin. c) Qy, und folglich die mechaniſche Arbeit 
welche das Waſſer dem Gefaͤße mitgetheilt hat, 
A —— —e— + R) O7, 
oder, dah= — iſt, L = ea re ze) Oy, 


29 29 9 
und die entſprechende Vertikalkralkraft: 


_L__ Sin. « - c. u Bl 
v= „= (Fr 0 = z sin. ) Qy 
al. F i F 
= 7 sin. — c) FY= (sin.a — c) .2hFy. 
Iſt die Ausflußmündung Mein gegen die Oberflähe G, fo hat mal 


— — 0, und daher den vertikalen Componenten ber Reaction: 
V=2hFy sın.o. 
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Mach dem vorigen Paragraphen hat man aber den horizontalen Com⸗ 


ponenten biefer Kraft: 
Z=2hFy cos.a, 


daher ift die vollftändige Reaction des Waſſers: 
R=vVN?+Z=2hFy, 

und bie Richtung derfelben der Bewegung bes ausfließenden Waflere ger 

nau enrgegengelrür 


SEF=G, fließt z. B. das Waſſer durch eine Aberal gleichweite 
Möhre, fo hat man = = 1 und daher 
V=(sina—1).2hFy= — (1—sin.a) . 2hFy; 


dann wirkt alfo V nicht nad) oben, fondern nad unten, und e& ift Die 
vollftändige Reaction: 


= vN"+2= 008.0 + (1 — sin. o)?.2hFy 
= Y2(1 —sin.o).2hFy = AhFy sm. (15° — =). 
Big. 625. Für — 90°, d. i. wenn die Röhre einen 
Halbkreis bilder, ft A = AhFy. 
Allgemeinen mit dem Ausfluffe, wie Fig. 625, 
zu thun, und es ift Z == 0 und 

_ (e—16)) — — F 
= Or = ( 5) 2hFr. 





folglich für 7 r =0,Y=R=2hFy. 


Zu V kommt natuͤrlich in allen gun noch das ganze Gewicht des im 
Ausflußapparate befindlichen Waſſers. 


$. 422. Das Waſſer oder eine andere Fluͤſſigkeit übt gegen einen fe⸗ 
ften Körper einen Stoß aus, wenn fie mit diefem zufammentrifft, und 
dadurch in ihrem Bewegungszuſtande verändert wied. Von dem Stoßeift 
der Widerftand (franz. resistance; engl. resistence), welchen das Waffer 
der Bewegung eines Körpers entgegenfegt, nicht wefentlich verfchieden. Die 
Unterfuchung beider bildet den dritten Haupttheif der Hydraulik. Man unter: 
ſcheidet zunaͤchſt von einander: 1) den Stoß ifolirter Wafferftrah: 
fen (franz. choc d’une veine de fluide; engl. impact of an isolate 
stream), 2) den Stoß im begrenzten Waffer oder Gerinne 
(franz. choc d’un fiuide defini; engl. impact of a boundet streanı), 
und 3) den Stoß im unbegrenzten Waffer (franz. choc ı’un 
fluide indefini; engl. impact of an unlimited stream). Kin Etoß der 
erften Art finder flatt, wenn ſich dem aus einem Gefäße ausfließenden 


Reociem des 
Waſp es 


Iſt a = + 90%, fo hat man es alſo im 


Eroß um» 
Piinerhand 
des Waſſers. 
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nen, ift es gut, den Stoßwinkel groß, d.t. gegen 70° zu 
machen. Uebrigens ift es zwedimäßig, Ylügel von ver 
ſchiedener Bröße und verſchiedenen Stoßwinfeln zu haber. 
um, je nad dem die Tiefe ober die Geſchwindigkeit det 
fließenden Waſſers arößer oder Heiner if, dem einen oder 
ben anderen anwenden zu fönnen. 

Anmerkung 2. Um die Oberflädhengefchwindigfei: 
des Waflers zu finden, wendet man auch wohl ein Hein 
Blechraͤdchen, wie Fig. 617 repräfentirt, an, indem mar 
nur deſſen Untertheil in's Waſſer eintaucht. Die Is 
zahl der Umdrehungen defielben läßt ſich durch ein Ri 
| derwerf genau wie beim hydrauliſchen Flügel angeben. 

$. 416. Um die Gonftanten ober Coefficienten eines hydrometriſchen 
Flügels zu finden, ift es nöthig, diefes Inftrument in fließende Waſſe 
einzuhalten, deren Gefchwindigkeiten bekannt find, und die entſprechende 
Umdrehungszahlen zu beobachten. Wiewohl man eigentlich nur fo pic 
Beobachtungen braucht, als Gonftanten vorhanden find, fo ift es body vie 
fiherer, fo viel Beobachtungen wie möglich, und namentlich auch bei ſebt 
verſchiedenen Geſchwindigkeiten anzuftellen, weil man dann die Method 
der Heinften Quadrate anwenden und dadurch den Einfluß der zufällige 
Beobadhtungsfehler herabzicehen kann. Webrigens kann man die Geſchwin 
digkeit des Waſſers entweder durch eine Schwimmkugel ober auch dadurd 
finden, daß man das Waffer in einem Aichgefäße auffängt, und die darin 
gemeſſene Waflermenge durch das Querprofil bividirt. Bei Anwendung 
der Schwimmkugeln ift ruhige Luft und eine gerade und gleichförmig flie 
Fende Waſſerſtrecke nöthig. Der Fluͤgel iſt an mehreren Stellen des von 
dem Schwimmer durchlaufenen Weges einzuhalten, und es ift aud die 
Senauigkeit befördernd, wenn der Durchmeffer der Schwimmkugel ohnge 
fähr gleich ift dem Durchmeſſer des Fluͤgelrades. 

Viele Vortheile gewährt die zweite Beſtimmungsweiſe, wo man but 
Maffer, in welches der Flügel eingetaucht wird, in einem Aichlaften auf: 
fängt. Zu diefem Zwecke, und zum Juſtiren der Dydrometer Überhaupt, 
ift e& fehr gut, wenn dee Hydrauliker über ein befonderes, aus einem Aut 
flußlaften, einem Aichrefervoir und einem zwiſchen beiden befindlichen Gerinn 
beftehendes Hydraulifhes Obſervatorium verfügen kann. Bei einem 
foichen ift ohne Umftände dem Waffer jede beliebige Gefchwindigkeit zu er 
theilen, indem man nicht nur den Eintritt in das Gerinne, fondern auf 
bie Bervegung in demfelben durch Einfagbretter nach Willkür regulicen kann. 
Bei den Beobachtungen hat man den Fluͤgel an verfchiedenen Stellen eine? 
Duerprofiles im Gerinne einzuhalten, die Ziefe diefes Profiles durch Wafler 
ftandefcaten zu meffen, und endlidy das in irgend einer Zeit durchgelaufene 
Waſſer im untern Referveir zu aichen ($. 408). Den Inhalt F des Quer: 
profile erhält man durch Multiplication der mittleren Waffertiefe mit brt 
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mittleren Breite, und das Waſſerquantum O erhaͤlt man aus dem mittle⸗ Oparamenis 
ren Querfchnitte G des Aichmaaßes und der Höhe s bes in der Zeit zuge Finger. 


floffenen Wafferguantums durch die Formel ( = =, aus Q und F 

La Luna: Q _Gs 

folgt aber die mittlere Waffergefhmwindigkeit v — F= Fi’ : 

Die entfprechende Umdrehungszahl u des Flügels ift das Mittel aus 

allen Umdrehungen, weldye man erhält, wenn man das nftrument in ver 
fchiedenen Breiten und Ziefen des ausgemeflenen Querprofiles einhält. 

Hat man nun bei einer Verſuchsreihe die mittleren Geſchwindigkeiten 
vr, da, vz u. f. w. und die entfprechenden Umdrehungszahlen gefunden, fo 
erhält man durch Subflitution in der Sormel v — v%, + au, ober in 
der genaueren v = au + VYvo? + Bu? fo viel Beftimmungsgleihungen 
für die Conftanten vu, «a, ß, als Beobachtungen angeftellt worden find, 
und man kann nun bieraus die Gonftanten ſelbſt finden, indem man ent> 
weder ein im Ingenieur $. 17 angegebenes Verfahren anmendet, ober ins 
dem man dieſe Gleichungen in fo viel Gruppen theilt, al6 unbekannte Con» 
ftanten vorhanden find, und diefe durch Addition zu fo viel Beflimmunge- 
gleichungen vereinigt, als zur Exrmittelung von vo, & und nad) Befinden, 
B, nöthig find. 

Anmerkung 1. Wenn man die einfachere Formel mit 2 Eonftanten zu 
runde legt, fo kann man nad der Methode der Fleinften Quadrate ſetzen: 
= ZyNEDI—ECNEY) pa ZEAIEN EN) pobei 

2 (=?) Z(y*) — [2 (zy)]* (=?) Z(y’) — [Z(2y)]* ° 
<= nn. und y = —, das Zeichen 2 aber die Summe von allen ihm fols 


genden gleichnamigen Werthen, 3 DB. (a) = 4 + — + ft te , 
zey-—.4 + —. 4 + 1.34... wien 


Beifpiel. Man hat mit einem Fleinen Hybrometrifchen Flügel bei den Ges 
ſchwindigkeiten: 0,163; 0,205; 0,298; 0,366; 0,610 Meter, die Umprehungszahlen 
pro Secunde: 0,600; 0,835; 1,467; 1,805; 3,142 beobachtet, und foll nun bie 
dieſem Flügel entiprechenden Conſtanten beftimmen. Mit Hülfe der in der Ans 
merfung gegebenen Formel folgt, ba 


1 
a) =- 8 + 0205 +. = 18,740, 3(y) = er nr +. = 22,759, 
. ı _\*’ | 
Z(e’) = (5) + (5) +... = 82,846, .(y*) — 105,223, und 
0,600 0,835 
zen) = Gm + Dat B80/61 iſ, 
__ 105,223 . 18,740 — 80,961 .22,759 129,5 368,3 





= —57546.105283 06060 und = Te 


== 0,1703, daher gilt für diefes Inſtrument die Formel o = 0,060 + 0,1703 w. 
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‚ Pporemeint Sept man bierin « = 0,6, fo befommt man o = 0,060 + 0,102 = 0,182 


Flügel. 


Cirer 
— 


ferner « = 0,835 giebt — 0,060 + 0,142 = 00; 
feiner u = 1,467 » 0 = 0,060 + 0,249 = 0%; 
u — 1,805 » v = 0,060 + 0,07 = 036°; 
endlih u —= 3142 » vo = 0,060 + 0,535 = 0,5%: 
es findet alfo eine fehr gute Uebereinſtimmung biefer berechneten Werthe mit iv 
beobadhteten ftatt. 

Anmerfung 2. Dan kann au nad Rapointe das Kybrauliide &: 
gelrad in eine cylindriſche Nöhre einfehen, und fi) von demſelben die Gelärr 
digfeit des durchfließenden Waſſers angeben laſſen. Der Zählapparat Fann ker: 
außerhalb des Waflers fliehen und mit dem Nabe durch eine flehende Bee: 
Verbindung gefeßt werden. Lapointe nennt dieſes Inftrument. ane tube jar 
geur (ſ. Comptes rendues, Bd. 25, auch Polytechn. Gentralblatt, 1847). F 
Frankreich fängt man erft feit Kurzem an, dem hydrauliſchen Flügelrade bier: 
thige Aufmerkjamfeit zu ſchenken. Wir finden eine ausführliche Abhandlung i’ 
dieſes Inftrument in den Annales des ponts et chaussees, T. XIV, 1847. 1; 
Baumgarten, und einen Auszug hiervon im polytechnifchen Centralblan 
1849. Herr Baumgarten empfiehlt befonders die Schraubenflügel, und mit 
hierzu noch mandje Bemerfungen, bie allerdings mit den von uns ſchon ir: 
gemachten Grfugrungen ganz im Binklange flehen. 

8. A417. Die übrigen Hydrometer find unvollkommener als der hate: 
lifche Flügel, denn fie gervähren entweder weniger Genauigkeit, ober fie ĩr 
umftändlicher im Gebrauche. Das einfachfte Inſtrument diefer Art ! 
die Pitot'ſche Röhre (franz. la tube de Pitot; engl. Pitor’s tube 

Fig. 618. In feiner einfachſten Geſtalt befteht es in einer zh 
fernen Knieroͤhre ABC, Fig. 618, welche fo in 
Waſſer gehalten wird, daß der untere Theil derfeta 
horizontal und dem Waffer entgegen zu ftehen komm 
Durch den Wafferftoß wird nun im dieſer Roͤr 
eine Wafferfäute zurädgehalten, die über das R 
veau bes aͤußeren Wafferfpiegeld zu ftehen komm 
und die Erhebung DE diefer Wafferfäute fänt us 
fo größer aus, je größer der Stoß oder die ihn «: 
zeugende Geſchwindigkeit tes Waſſers iſt; es kan 
daher auc umgekehrt diefe Erhebung oder Niveaudifferenn als Mach de 
Geſchwindigkeit des Waſſers dienen. Gegen wir diefe Erhebung DE uͤte 
den aͤußeren Waſſerſpiegel — h, und die Geſchwindigkeit des Wal 

y2 
290 
daher umgekehrt, v —= u Y2gh oder einfadher v — % Vh fegen. U: 
die Conftante Y zu finden, hält man das Inftrument an einer Stelle r! 
Waſſer, wo die Gefchmwindigkeit v, bekannt ift; ‚eist ſich hier die Erhebur: 


— h,; fo hat man für die Conftante y — Zi 
h; 





— v, fo können wir h= mo u eine Erfahrungszahl ift, v 


‚ weldye nun in ande 
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Fällen, wo die Geſchwindigkeit mit diefem Inſtrumente geſucht werden ſoll, 
zu gebrauchen iſt. 


Fig 619. Um das Ableſen der Höhe h zu erleichtern, laͤßt man 
das Inſtrument aus zwei Möhren beftehen, und wie Figur 
619 zeigt, aus der einen ein Röhrchen F gegen den Strom, 
aus der andern aber zwei Röhrchen G und G, rechtwinke⸗ 
lig gegen die Stromrichtung, durch beide Röhren aber 
einen einzigen Dahn ZI gehen, womit man die Waſſer⸗ 
fäufen in beiden Möhren abfperren ann. Zieht man das 
Infteument aus dem Waſſer heraus, fo fann man bequem 
an einer zwifchen beiden Möhren befindlichen Scala die 
Differenn CD = h beider Wafferfäuten ablefen. Damit 
das Waſſer in der Röhre keine große Schwankungen ans 
nehme, ift nöthig, den Röhren enge Einmündungen zu 
geben, und damit das Abfperren der Möhren ſchnell und 
ficher vor fich gehen Pönne, verficht man den Hahn mit 
einem Arme und einer Drahtftange ZU, welche oben nahe 
an der Handhabe des Inſtrumentes fid, endigt. 





Anmerfung 1. Wenn au bie Pitot’fche Röhre nicht die Benauigfeit 
gewährt wie der hybraulifche Flügel, fo ift fie duch wegen ihres einfachen Ge⸗ 
brauches ein ſehr zu empfehlendes Inſtrument. Der Verfaſſer handelt im poly⸗ 


techniſchen Centralblatte, 1847, etwas ſpecieller von dieſem Inſtrumente und theilt 
auch daſelbſt eine Reihe von Erfahrungszahlen und die darauf gegründete Bes 


— — 


del (franz. pendule hydrometrique; engl. hydrometrical-pendulum) iſt 


fiimmung bes Eoefflcienten y mit. Bei feinem Inftrumente find die Gefchwin- 
digfeiten zwiſchen 0,32 und 1,24 Meter, o — 3,545 Yh Meter zu feßen. 
Anmerlung2. Duchemin empfiehlt eine Pitot'ſche Röhre mit Schwim- 
mer. Da diefelbe ziemlich weit fein muß, fo giebt ſie eine nicht unbeträdhtlidhe 
Stauung , weshalb fie in engen Kanälen nicht zu gebrauden if. &. Duche- 
min: Becherches experim. sur les lois de la rösistance des fluides. Boi- 
leau wendet eine unten zufammengezogene gerade Röhre an, um ber Geſchwin⸗ 
digfeit des Waſſers bei Meberfällen zu ermitteln. ©. deſſen 4 Abhandlungen in 
den Compt. rendues ober. die Auszüge hiervon in dem polytechn. Centralblatte. 


8.418. Der Steomguadrant oder das hHydrometrifche Pen⸗ 


Fig. 620. vorzüglich von Zimenes, Michelotti, Gerfiner 
und Eytelwein zum Meffen der Sefchwindigkeit flie⸗ 
Gender Waffer angewendet worden. Diefes Inftrument 
befteht aus einem in Grade und feinere Theile einger 
theitten Quadranten AB, Fig. 620, und aus einer 
im Mitteipunfte C deffelben mitteld eines Kadens 
aufgehängten Metall: oder Eifenbeintugel X von 2 
bis 3 Zoll Durchmeffer; es giebt die Gefchwindigkeit 
Weisbah's Mechanik. 2te Aufl. I. Bd. 40 





uorf 
u 


Stroni⸗ 
quadeent, 
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tom des Waſſers durd; den Winkel ACE an, um melden der von der Kugıl 


S 
q sadrant. 


Rieometer, 


gefpannte Faden von der Vertikalen abweicht, wenn man die Ebene des In 
firumentes in die Richtung des Stromes bringt, die Kugel aber unter das 
Waſſer tauchen läßt. Da der Winkel nicht leicht 40 und mehr ‚Grat 
beträgt, fo giebt man diefem Inſtrumente oft nur die Korm eines recht: 
winkeligen Dreiedes und bringt die Gradtheilung auf der horizontalen 
Kathete deffelben an. Zum Einftellen der Inder: oder Nulllinie in die 
Vertikale wendet man am beflen eine oben auffigende Nöhrentibelle an, 
oder man bedient fidy dazu der Kugel felbft, indem man dieſelbe außerhalb 
des Waffers hängen täßt und das Inftrument fo lange dreht, bie der Faben 
in die Nulllinie der Eintheilung fällt. Bei Gefchwindigkeiten unter 4 Zu: 
ann man ſich einer Eifenbeinkugel, bei größeren Geſchwindigkeiten muf 
man ſich aber hohler Metalllugeln bedienen. Wegen der fteten Schwar: 
tungen der Kugel in der Bewegungsrichtung bes Waflers ſowohl als aut 
rechtwinkelig gegen bie Stromrichtung, ift das Ablefen ziemlich beſchwer 
lich und läßt viel Unficherheit zuruͤck, weswegen man dieſes Snfkrument 
nicht zu den volllommmeren zählen darf. 

Die Abhängigkeit zwifchen bem Ablenkungswinkel und der Geſchwindig 
keit des Waſſers läßt fich bei einer nicht fehr tief eingetauchten Kugel auf 
folgende Weife ermitteln. Aus dem Gewichte @ bee Kugel und aus demmit 
dem Quadrate ber Gefchwindigkeit v und dem Querfchnitte FF der Kugıl 
gleichmäßig wachſenden Waſſerſtoße P=uFv?, folgt eine Mittelkraft R, 
deren Richtung auch der Saden annimmt, und beflimmt iſt durch den Ab: 

2 
lenkungswinkel B, füc den man hat tang. —* —— ; es it 


Gtang.ß GG — 
Lang.ß _ nn 
ber auch umgekehrt, U? = up * und © — ar Vtanq.p 
d. i. v = VN lang. B, wenn v einen Erfahrungscoefficienten bezeichnet, 
den man vor dem Gebrauche nad) der oben angegebenen Regel zu ermit: 
tein hat. 


F. 419. Die übrigen Hpdrometer, als: Lorgna's Waſſerhebel, 
Zimene’ 6 Wafferfahne, Mihelotti’s hydrauliſche Schnell: 
waage, Bränning’s Tachometer, Poletti 8 Rheometer, 
find im Gebrauche umftändlicher und zum Theil auch unficher. Das Prin⸗ 
cip iſt bei allen diefen Inſtrumenten daſſelbe; diefe Inſtrumente find aus 
einer Stoßfläche und einer Waage zufammengefest, und es dient die leptet 
bazu, den Stoß Pdes Waffers gegen die erſtere anzugeben; da dieſer aber 





= uFv ft, fo hat man umgekehrt v = Vz =» V P,wovein 


von der Größe der Stoßflaͤche F abhängige Erfahrungsconftante bezeichnet. 
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Das Rheome ter, welches in ber neueren Zeit von Poletti vorge⸗ mgeomae. 


fhlagen wurde, und im Wefentlihen nicht von Michelotti’s hydrome⸗ 
triſcher Schnellwaage abmweicht, beſteht aus einem um eine fefte Are C 
drehbaren Hebel AB, Fig. 621, und einem zweiten Arme CD, an 
welchen die Stoßflädhe oder, nah Poletti, ein bloßer Stoßftab ange: 

gig. 621. fchraubt wird. Um dem Stoße des Waſſers ges 
gen diefe Fläche das Gleichgewicht zu halten, 
werden in die am Hebelende A hängende Blech⸗ 
büchfe Gewichte oder Schrotförner eingelegt, und 
um die leere Waage im flilftehenden Waffer in's 
Gleichgewicht zufegen, ift bei Bein Gegengewicht 
angefegt, welches das Außerfte Ende des Armes 
CB ausmadt. Aus dem aufgelegten Gewichte 
G folgt die Stoßkraft P mittel& der Hebelarme 
CA = a und CF = b, dur die Formel 


Pb =Goa, westalb nun P= T G und 
um AV =uvG ift, wo % aber eine Erfahrungs: 


eonftante — 





Anmerkung 1. Ueber die letzteren Hydrometer wird ausführlicher gehan⸗ 
delt: in Eytelwein's Handbuch der Mechanik feſter Körper und der Hydraulik, 
ferner in Gerſtner's Handbuch der Mechanik, Band 2, in Brünning's Abhand⸗ 
Yung über die Geſchwindigkeit des fließenden Waſſers, in Venturoli’s Elementi 
di Meccanica e d’Idraulica, Vol.2. Wegen Boletti’s Rheometer ift in Ding⸗ 
ler's polytechn. Journal, Band 20, 1826 nachzufehen. Stevenfon’ 8 Hydrometer 
if dee Woltmann’fhe Flügel, |. Dingler’s Journal, Band 65, 1842. 


Anmerfung 2. Gin befonders auch zum praftifchen Gebrauch zu empfeh⸗ 


lendes Werk ift die Hydrometrie oder praftifche Anleitung zum Waflermefien 
von Bornemann, Yreiberg, 1849. 


40 * 
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Neuntes Kapitel. 


Bon der Kraft und dem Widerfiande der Flüffie 
feiten. 


$. 420. Der Gefammtdrud des in einem Gefäße ftillfiehenden Wil: 
ſers reducirt fih nach $. 305 auf eine dem Gewichte diefer Waffermafi 
gleiche Vertikalkraft; wenn aber das Gefäß ZRF, Fig. 622, eine Orff: 
nung F hat, durch welche das Waffer ausfliegen kann, fo erleidet die: 
Kraft eine Veränderung , und zit 
nicht allein, weil in F ein Theil 
der Gefaͤßwand ausfällt, fonden 
auch deshalb, weil das der Muͤn 
dung zufließende Waſſer mie jede 
andere Körper, der feinen Bene 
gungszuftand Ändert, vermoͤge feine 
Traͤgheit reagirt. Die Bemegunse 
änderung eine® Körpers kann fi 
ſowohl auf eine Veränderung der 
Geſchwindigkeit als auch auf eim 
Veränderung der Bemegungsrit- 
tung erſtrecken; und daher kan 
auch die Reaction (fr. reaction. 
engl. reaction) des ausfließenden Waſſers ſowohl aus einer Befchleun: 
gung als auch aus einer fletigen Richtungsänderung des der Mündın: 
zuſtroͤmenden Waffers entfpringen. | 

Auf folgendem Wege gelangen wir fogleih zur Kenntniß der vollitant: 
gen Reaction des Waſſers in einem Ausflußgefäße. 

Es fei c die Gefchwindigkeit des durch die Mündung F fließenden Waffen 
c, die relative Geſchwindigkeit des Waſſers an ber Oberflähe ZR =: 
und Ah die Drudhöhe AD in der Ausmündun. Dann haben mit 
c? c2 


29 —h+ 29 und das Ausflußquantum Q = Fe = Gec.. 


Denken wir das Gefäß ZRF, Fig. 622, mit einer Gefchrwinbigkeit ! 
horizontal fortgehend, fo müffen wir für die abfolute Geſchwindigkeit & 
des eintretenden Waſſers c”? — c,? + v? und bei dem Neigungsmint: 
EFe = « der Strahlare gegen den Horizont für die abfolute Geſchwin 
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digkeit w des austretenden Strahles w? = c? + 0? — 2 cv cos. & Rrastien te 
ſetzen. 
Nun iſt das Arbeitsvermoͤgen des Waſſers von dem Ausfluſſe 
c. cr +% 
Del +th 9, = (I + h) @y, 
dagegen das Arbeitsvermögen deffelben nad) a Ausfluffe 
u e? —= CU C0S.0 
L, ern 97 — + ) Qy Y 
daher folgt das . Waffer entzogene auf das Gefäß ÜDERSEEEAUINE 
Arbeitöquantum: 
. 2— . 
L=L—-L= en + R) Qy, 


c? x CV cos. 
oder, da 29 — 5 =hif, L= ——— 0); und hiernach ber 
horizontale Component der Reaction des Vaſſers 


L c cos. x 
| RL NENE ua 
Da Q = Fe ift, fo haben mir auch 


— Fy =? — F = 2hkF 
== co.a=]2. cos. = cos. 
9 29 — 


Fig. 623. und daher bei einem horizontal gerich⸗ 
Zn teten Strahle, wie Fig. 623, 
Z=2hFy. 


Es iſt alfo Die Reaction einig 
horizontalen Strahles gleich 
dem Gewichte einer Waffer: 
fäule, welche den Querfgnitt 
des Strahles zur Baſis und 
die doppelte Geſchwindigkeite— 
höhe. (2h) zur Länge hat. 


Anmerfung. Gin Engländer, Pe⸗ 
ter Ewart, bat in der neueften Seit 
die Richtigkeit dieſes Geſetzes durch Ver: 
| et ae fuche zu beitätigen geſucht. (S. Memoirs 
‚of the Manchester Philosophical Society, Vol. II. oder den Ingenieur, Zeitfchrift 
für das gefammte Ingenieurwefen, Bb. I.) Hierbei wurde das Gefäß HRY, Fig. 
623, an eine horizontale Are C aufgehangen, und die Reaction durch eine "Bin: 
felhebelmaage ADB gemeflen, auf welche das Gefäß mittels eines horizontalen 
Stabes AG wirkt, der fi) genau der Mündung F gegenüber an das Gefäß an: 
ftemmte. Beim Ausfluffe duch eine Mündung in der dünnen Wand ergab fi 


2 
PP 114. 5 Fy. Setzt man den Strahlquerſchnitt F} = 0,64 . * und 
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Reaction.res die effective Ausflußgeſchwindigkeit 0, — 0,96 (ſ. $. 344), fo erhält man n:& 
Tapete. der ———— dormel 


P=2. — Fy=2.0%* .064. = Mey, Fr. 


alfo ziemlich daſſelbe, was die Berfuche gegeben haben. Bei einer Es dem cee: 
trabirten WBaflerftrahle geformten Mündung wurde P = 1,13. 5 — Fy, der iu 
fluß- oder Gefchwindigfeitscoefficient aber = 0,94 gefunden. Da hier I} = F 
und o, —= 0,94 if, fo hat man ER 2 
P=2. ey. 3, Fr 
alfo wieder eine gute Uebereinftimmung. 
$. 421. Denkt man ſich das Ausflußgefäß ZRF, Fig. 624, mit eine 
Geſchwindigkeit v vertikal auftwärts bewegt, fo haben wir für die abfolxt: 
Fig. 62. Geſchwindigkeit des eintretentr 
— Waſſers: c — v — ci und de 
gegen für die bed ausfließenden, be 
der im vorigen Paragraphen gr 
brauchten Bezeichnung: 
w=c+V?+2cv cos. (I90%-+e 
= +0 — 2cvsin.a. 
Es ift hiernach das ganze Leiftungs: 
vermögen der Waffermenge Q pr. 
' Secunbe: Ä 


LıLı= (FE Tr 4) Or. 


dagegen das des nee Mil: 
ſers: 
L, = (2 +0? —2cvsin.o) (y, und folglich die mechaniſche Arbeit, 
weiche das Maffer dem Gefäße mitgerheilt hat, 
2_ N. 
ER (ars — 0 ee h) 05 
2 2 — 6 
oder, baoh= — — iſt, L* u ev Oy, 


29 29 
und die entſprechende Vertikalkralkraft: 


_L __fesin.a—cı 2 er 
=, = (#72) 07= 7 (ine) 07 
c2/ F F 
== 7 sin.« — 7) F= (sin.a — 2) .2hFy. 
Iſt die Ausflußmündung ein gegen die Oberfläche G, fo bat ma 


5* 0, und daher den vertikalen Componenten der Reaction : 
V= 2hFy sın.e. 
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Nach dem vorigen Paragraphen hat man aber ben horizontalen Com⸗ Bencien du 


ponenten biefer Kraft: 
Z=2hFy .cos.e, 


Daher ift die vollftändige Reaction des Waſſers: 

R= VR+Z= 2hFy, 
und die Richtung berfelben der Bewegung bes ausfliegenden Waſſers go 
nau eargegenge eb 


SHtF=G, fließt z. B. das Waffer durch eine überall gleichweite 
Möhre, fo hat man z = {1 und daher 
V= (sina—1).2hFy= — (1—sin.a).. 2hFy; 


dann wirkt alfo V nicht nach oben, fondern nach unten, und e6 ift die 
volftändige Reaction: 


= vr" +2= V.cos. + (1 —sin.a)?. 2hFy 

= vyY2(1 —sin.o).2hFy == AhFy sın. (15° — =). 

Big. 625. Für a =— 90°, d. i. wenn die Röhre einen 
BE  Hatbkreis bilder, it A = AhFy. 

Iſt a + 90°, fo bat man es alfo im 
Allgemeinen mit bem Ausfluffe, wie $ig. 625, 
zu thun, und es ift Z = 0 und 

_ (e-16) — — F 
= 0r7= ( 5) .2hFy, 


sn] 





folglich für z FE =0,V=R=22hFy. 


Zu V kommt natürlich in alfen 9— noch das ganze Gewicht des im 
Ausflußapparate befindlichen Waſſers. 


$. 422. Das Waſſer oder eine andere Fluͤſſigkeit uͤbt gegen einen fe⸗ Eich und 
ften Körper einen Stoß aus, wenn fie mit diefem zufammentrifft, und vs —X 
dadurch in ihrem Bewegungszuſtande verändert wird. Von dem Stoßee iſt 
der Widerſtand (franz. résistance; engl. resistence), welchen das Waſſer 
der Bewegung eines Koͤrpers entgegenſetzt, nicht weſentlich verſchieden. Die 
Unterſuchung beider bildet den dritten Haupttheil der Hydraulik. Man unter⸗ 
ſcheidet zunaͤchſt von einander: 1) den Stoß iſolirter Waſſerſtrah— 
len (franz. choc d’une veine de fluide; engl. impact of an isolate 
stream), 2) ben Stoß im begrenzten Waffer oder Gerinne 
(franz. choc d’un fluide defini; engl. impact of a boundet streanı), 
und 3) den Stoß im unbegrenzten Waffer (franz. choc ı’un 
fluide indefini; engl. impact of an unlimited stream). Ein Stoß der 
erſten Art findet flatt, wenn fi dem aus einem Gefäße ausfließenden 


Eroß und 
Widerſtand 
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Waſſerſtrahl ein Körper, z. B. die Schaufel eines oberſchlaͤgigen War 


des Toafiers. rades entgegenftellt; ein Stoß der zweiten Art tritt ein, wenn das Waſſe 


€ ro3 
tfolırrer 
Strahlen. 


in einem Kanale oder Gerinne gegen einen, den Querfchnitt des lepterr 
ganz ausfüllenden Körper, 3. B. gegen die Schaufel eine? unterfchlägige 
Waſſerrades trifft; die dritte Art kommt endlich vor, wenn ein fließente: 
Waſſer gegen einen in baffelde eingetauchten Körper trifft, deffen Dur: 
fhnitt nur ein fehr Meiner Theil ift vom Querfchnitte des MWafferftrome. 


‚wie 3. B. wenn e8 gegen die Schaufeln eines Schiffmühlenrades anrüdı 


Uebrigens ift zu unterfcheiden, der Wafferftoß gegen rubende und ir 
gegen bewegte Körper, ferner der Stoß gegen krumme Flaͤcher 
und der gegen ebene Flächen, und bei legterem wieder der fenkrett 
und der f[hiefe Stoß. 


Mir betrachten gleich einen allgemeinern Fall, nämlich den Stoß eine 
ifolirten Strahles gegen eine Rotationgfläce, welche fich in ihrer eigenen, 
mit der der Bemegungscichtung des Strahles zufammenfallend.n Are beweg 


6.423. Es fei BAC, Sig. 626, ein: Notationsfläche, AX ihre Ar 
und FA ein in der Ridytung bie 
an'reffenzer Waſſerſtrahl; fegenmi: 
die Befchwindigkeit des Waſſers— 
die der Fläche = vund den Wink. 
BTX, welchen die Tangente DIın 
Ende B der Erzeugungscurve ode 
jeder die Fläche verlaffende Waſſen 
faden BD mit der Arenrichtung BE 
einfchließt, = &, nehmen wir ent 
(ih noch an, daß das Maffer bein 
Hinlaufen an der Fläche durd Re 
bung an lebendiger Kraft nichts wr 
liere. Das Waſſer trifft die Fläche mit der relativen Geſchwendigkeit c-! 
und geht daher auch mit diefer an der Fläche hin, entfernt fich alfo anf 
mit bderfelben in den Zangentialtichtungen ZB, TC u. ſ. w. von der Flaͤtt 
Aus der Tangentialgeſchwindigkeit BD—=c—v und der Axengeſchwin 
digkeit BE = v ergiebt ſich aber die abfolute Geſchwindigkeit BG = 
des Waffers nach dem Zufammenftoße mit der Fläche durch die bekannt 
Formel ch, =V(ce—v)? + 2 (c—v)vco.a+v. 


Nun kann aber ein Wafferquantum Q durch feine lebendige Kraft di 


Fig 626. 





mechanifche Arbeit 7 .Qy verrichten, wenn feine Geſchwindigkeit c vi 
fommen zugefegt wird; es ift demnach auch das im Waffer zuruͤckbleibende 
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2 
Arbeitsvermoͤgen =, or folglich die auf die Flaͤche uͤbergetragene Ss Yelieter 


tn Fer 
Arbeit Pe= 27 Qy ., 9= TE Qy 
— ſe — — — v cos. — vꝰ) 0, 
9 
__. 20% — 20? —2(c— v)dv cos. 2 
= IT Qy, d. i. 
Pv=(1 — cos. «) ——— 07, und die Kraft oder der Waſ⸗ 


ferftoß in der Arenrihtung: P=(1— cos. «o) en —* Qy. 

Geht die Fläche dem Waffer mit der Gefhmwindigkeit v entgegen, fo bat 
man P=(1—.cos. o) — 07, und ift diefelbe ohne Bewe⸗ 
gung, alfo v = 0, fo flellt fi der Stoß oder hydrauliſche Arendrud 
P=(1 — cos. o) T . Qy heraus. 

Es folgt hieraus, daß der Stoß einer und derfelben Waſſer— 
maffe unter übrigens gleichen Umftinden der relativen 
Gefhmwindigkeit cFv des Waffers proportional ift. 


Aus dem Inhalte F de& Querfchnittes vom Wafferftrahle folgt das 
zum Stoße gelangende Waſſerquantum Q=F(eFv); daher 


P=(- cos.) et Fy; 


und fuͤr — O, P=(1 — cos. a) — Fy. 


Dei gleihemQuerfhnitte des Strahles waͤchſt alfo hier; 
nach der Stoß gegen eine ruhende Fläche wie das Quadrat 
der Geſchwindigkeit des Waſſers. 

$. 424. Der Stoß eines und beffeiben Wafferfirahles hängt vorzäg: - eur 


lich auch noch von dem Winkel & ab, unter welchem das Waffer nach dem "Fiägen 
Fig. 627. Stoße fi von der Are entfernt; er ift Null, 
wenn biefer Winkel — Null ift, und dagegen 


ein Marimum, nämli = 2 ern Qy: 

wenn diefer Winkel 1800, als deffen Cofinus 
— — 1 ift, mo das Waffer, wie Fig. 627 repraͤ⸗ 
fentirt, in der entgegengefeßten Richtung die 
Flaͤche verläßt, in welcher es diefelbe trifft. Ueber: 
haupt ift derfelbe bei concaven Flaͤchen größer 





E ro 
gegen ebene 
Fliden,. 
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al& bei converen, weil dort der Winkel ftumpf, alfo der Coſinus negatr: 
ausfällt und 1 — cos. & in 1 + cos. & Übergeht. 
Am häufigften ift die Ktäche, wie Fig. 628 vorftellt, eben, und dakı 


« = 90°, alfo cos. «= 0 und der Stoß P= Zr .Qy; bt 


einer ruhenden Flaͤche P = Fr QY = —— = Fy=2fk; 


Der Normalftoß des Waffers gege 
Big. 628. eine ebene Flaͤche ift alfo gleich den 
Gewichte einer Wafferfäule, die zu 
Bafis den Querfhnitt F des Straßle: 
und zur Höhe die zweifahe Geſchwit 


— zu: MO: 
bigkeitshöhe2h=2. 29 bat. 


Die bierüber angeftellten Verfuche von R- 
helotti, Vince, Langsdorf, Boſſu: 
Morofi und Bidone haben ziemlich zu dir 
nämlichen Ergebniffe geführt, wenn der Querfchnitt der geftoßenen Zi 
mindeftens 6mal fo groß war, als ber des Strahles, und wenn diefe Zlük 

Fig. 629. wenigfiens zweimal fo weit ver 
| „ der Ebene ber Ausflugmündun 
abſtand, als die Strahldide mi 
Der Apparat, welcher hierbei r 
Anwendung gekommen if, ® 
ftand in einem Hebel, ähnlich m! 
Poletti's Rheometer, welchi 
auf der einen Seite den Waſſer 
ftoß aufnahm, dem durch ©: 
twichte auf der andern Seite de 
Gleichgewicht gehalten murt 
Das Inftrument, welches Bi 
dome angewendet hat, it! 
Fig. 629 abgebildet. BC ift die vom Strahle FA geftoßene Flaͤche, 0 
die Waagſchale zur Aufnahme von Gewichten, D aber die Drehungsi! 
und M und Z find Gegengewichte. 
Anmerkung. Die neueften uud ausführliäften Berſuche über den Wi 
ferloß find von Bidone. S. Memorie de la Beale Accademia delle Sam“ 
di Torino. T. XL. 1838. Sie wurden bei eıner Geſchwindigkeit von mindeier 
27 Fuß und an Meffingplatten von 2 bis 9 Zoll Durchmeſſer angeftellt. 3 
Allgemeinen fand Bidone ben Normalftoß gegen eine ebene Fläche etwas greic 
als 2 FAy, doch it dieſe Abweichung wohl einer Vergrößerung bed Hebelamd 
beizumeffen, welche durch das zurüdfallenne Waſſer erzeugt wurde. S. Moche 
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min: Recherches experim. sur les lois de la resistance des fiuides (in's Deut: 
fhe überfeßt von Schn u ſe). Wenn die gefloßene Zlähe ber Mündung ganz 
nahe war, fo fiel bei Bidone P nur 1,5 Fhy aus. Wenn ferner die Flaͤche mit 
dem Strahle aleihen Querſchnitt hat, in welchem Falle das Waſſer nur um ei- 
nen fpigen Winfel @ abgelenkt wird, fo tft nah Du Buat und Langédorf 
P = nur Fhy. Endlich hat fih auch bei Bidone und Anderen ergeben, daß 
der Stoß im erften Augenblide beinahe noch einmal fo groß ift, als der perma- 
nente Stoß. - 


6. 425. Die mechanifhe Arbeit Po = (1 —.cos. ) 


des Stoßes hängt vorzüglich auch von ber Geſchwindigkeit v der gefloße: 
nen Flaͤche ab; fie iſt z. B. Null, nicht nur für v = c, fondern auch 
für v = 0; e8 muß daher auch eine Geſchwindigkeit geben, bei welcher - 
die Arbeit des Stoßes ein Marimum ift. Offenbar kommt e6 hierbei nur 
drauf an, daß (c — v)v zu einem folhen wird. Sehen wir c ale den 
halben Umfang eines Rechteckes und v ale die Grundlinie deffelben an, 
fo haben wir für dejfen Höhe=c—v und für beffen Inhalt=(c—v)v; 
nun hat aber unter allen Rechtecken das Quadrat bei gegebenem Um: 
fange 2c den größten Inhalt, es ift daher auch (e — v)v ein Mari: 


. c . . 
mum, werınc—v=vdb.i.v= 7 gemacht wird, und wir erhal: 


ten fo den Marimalmwerth ber Arbeit des Wafferftoßes, 
mwenn die Flaͤche mit ber halben Geſchwindigkeit bes Waſ⸗ 
ſers ausweicht, und zwar 


P (I — cos. x). . 5 .Qy=(1 — cos. c) . M Qhy. 


Iſt nun & == 1800, wird alfo die Bewegung des Waſſers durch den 
Anſtoß die entgegengefeßte, fo bat man allerdings die Arbeit= 2.1, Qhy 
—= (hy; ift aber «= 90°, wie beim Stoße gegen eine ebene Fläche, fo 
ſtellt fi diefe Arbeit nur I, Ohy heraus, es wirb alfo im lekteren 
Halle von der ganzen disponiblen oder des lebendigen Kraft des Waflers 
entfprechenden Arbeit nur die Hälfte gewonnen ober auf die Fläche 


übergetragen. 

Beifpiele. 1) Wenn ein Waſſerſtrahl von #0 Duabratzoll Querſchnitt eine 
Waſſermenge von 5 Eubiffuß pr. Sec. liefert und gegen eine ebene Fläche nor- 
mal ftößt, welde mit 12 Buß Geſchwindigkeit ausweidht, fo tft die Stoßfraft 


rP= IL 9 - (20° 12) . 0032. 5. 66-6 . 0,032 . 330 


— 63,36 Wfund, und die auf die Fläche übergetragene mechaniſche Arbeit 
Pr = 63,5% . 12 — 760,32 Fußpfund. Die größte Leiſtung iſt für 
ec? 
e-4- Ye Oäuß, und zwar L—Y,. = y,.18°. 0,016 .5.66 
—= 81 .0,16 . 66 = 855,36 Fußpfund ; der —58 Stoß oder hydrauliſche 


Druck aber P=, = = 95,04 Pfund. 


— vd 
Oy Zarimatactis 
des Sioßes. 
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Warimalarkeit - 


des Eroßes. 


@rob des 
begren zien 
Waſſers. 


2) Wenn ein Strahl FA, Fig. 630, von 64 Duadratzoll Querſchnitt, um 
40 Fuß Geſchwindigkeit gegen einen unbeweglide 

Big. 630. Kegel mit dem Gonvergenzwinfel BAC — 1% 
! Rößt, fo ift der Hybraulifche Drud in ber Ric 





Pi: 
tung des Strahles P = (1 — cos. a) — or 
n 64 
= (1 — cos. 50°) 40. 0,032. 5m 40. 66 
— (1 — 0,64279) . 1,28 . 35° 


— 0,35721 . 1501,9 = 536,5 Tfund. 

$. 426. Beſetzt man den Umfung einer ebenen Flaͤche BE, Fig. 631. 
mit £eiften BD, CE (franz. rebords; engl. borders), weldye Über de 
vom Waſſer getroffenen Seite bervorragen, ir 
wird das Waffer, ähnlich wie bei concaven Fi: 
chen, um einen flumpfen Winkel von feiner ar 
fänglihen Richtung abgelenkt, und es fällt dat“ 
der Stoß groͤßer aus, als bei der einfachen ebenn 
Flaͤche. Die Wirkung diefes Stoßes hängt ver 
züglih von der Höhe der Einfaffung und ww 
dem Querfchnittsverhältniffe zwifchen dem Stradt 
und dem eingefaßten Theile ab. Bei einem Br: 
fuche, wo der Strahl 1 Zoll Dice, die cplindrifhe Einfaffung aber 3 Ki 
Meite und 31/, Linien Höhe hatte, floß dasWaſſer beinahe in umgetc> 


ter Richtung und es betrug der Stoß 3,93 - 
Kalle war diefe Kraft eine kleinere. Wegen der Reibung bes Waffıre : 
der Fläche und Ginfaffung ift der theoretifhe Marimalwerth 4 — F: 


nie zu erreichen. 

Auch bei dem Stoße des begrenzten Waſſers FAB, dig. 632, find 
Fig. 632. . eine Einfaffung flatt, es nimmt ac 
diefe Einfaffung nur einen Theil © 

Umfanges ein, und erſtreckt ſich dag 
gen auf die geftoßene Flaͤche und Nr 
Waſſerſtrahl zugleich. Das floßen‘ 
Waſſer nimmt die Richtung nad ir 
uneingefaßten Theil des Umfanges ei: 
wird alfo auch hier um den Rechtwink 
abgelentt, weshalb hier aud bie oben gefundene Formel für den ifolirte 


Strahl pt Qy ıhre Giltigkeit hat; doch laͤßt fich dieſen 


auch auf folgendem Wege herleiten. Nimmt man an, daß das anker 


Big. 631. 





Fy; in jedem ander 
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mende Waifer duch den Anftoß an die Fläche feine Gefhmindigkeit c Sr oe 
plöglich in bie Geſchwindigkeit v der Fläche umänbere, fo läßt ſich auch a 
annehmen, daß damit ein auf die Bertheilung bes Waflers verwendeter Ars 


beitsverluft —ee 7 Oy (aͤhnlich wie im $. 372) verbunden ſei. Nun 

ift aber bie ve 19 nbigen Kraft des ankommenden Waſſers entfprechende 
Arbeit = — Qy und die des fortgehenden Waffere = 2. das 
| ber folgt die u die Flaͤche abergettogene Arbeit: 
R=l-(e-W-02 =” 0 


Anmerkung. Diefe Formel * in der Folge bei ver Theorie der Waſ⸗ 
‚ ferräder ihre Anwendung. 


$. 427. Bei dem fhiefen Stoße gegen ebene Flaͤchen müffen wiresieer Eros. 
Sig. 633. unterfcheiden, ob das Waſſer nur nach 

einer oder nach zwei oder nach allen- 

Richtungen in der Ebene abfließt. Iſt 

wie beim Stoße des begrenzten Waf- 

fer die Fläche AB, Fig. 633, von brei 

Seiten eingefaßt , fo daß es nur nad) 

einer Richtung abftrömen kann, fo hat 

man ben hydraulifchen Drud des Waſ⸗ 

ſers gegen die Fiache in der Richtung des Strahles: 


| Sig. 634. | P= (1—.cos. «) ur Oy. Iſt 


aber die geſtoßene Ebene BC, Fig. 634, 
nur auf zwei gegenuͤberliegenden Seiten 
eingefaßt, ſo theilt ſich der Strahl in zwei 
ungleiche Theile, der groͤßere Theil Q, nimmt 
die Eleinere Ablenkung & und der Bleinere 
Theil Q,, bie größere Ablenkung 180 — « 
an, es ift daher Geſammtſtoß in der Rich⸗ 
tung des Strahles: 


Qy +(i+ co. o). - 
| c—v 
| -=(**) VICI — cos. c) Q, + (1 + cos. a) Q,)- 
Nun fordert aber das Gleichgewicht der beiden Strahltheile, daß die 
Drüde run y(1—cos.a) Q, und Er y(1 + cos e) Q, 


— — — — rn — — — -- 














‚P=(1—.cos.o). — ER? 
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Shieter Sieß zwiſchen denfelben einander gleich feien, es ift daher auch 
(1 — cos. a) Q, = (1 + cos. a) Q,, oder dba Q, + Q;=1 
(1 — cos.) Q, = (1 + cos. a) (Q — Q,) d. i. 


0, = (32%) 9 um 9, = (—F*)0 au feßen, ie: 


— der geſammte Stoß in der Richtung Strahles: 
le - ey), 201 — a N en ir ' 


vi Po IL sin. a2. QOy ausfaͤllt. 








Dividirt man die Stoßleiftung Z = Pu = 
durch die Geſchwindigkeit Av, — v, = v sın.a, mit weldher die iii 
in normaler Richtung ausweicht, fo — — den Normalſt oß 

__ (c—v) v sın. a? (c—tv) 
Nena = Tina. Or 
und biefer befteht außer dem befannten Paraltelftoße 


2 sin. ꝛ . QOy. 


(c—v) 
9 


vsiın. a? .„( 


P=N sin.a — 9 
noch aus einem Seitenfloße 
S=Nco«.= ur sin.a c08.0.Q0y — —* 


Es waͤchſt alſo der Normalftoß wie der Sinus, der Paralle. 
ftoß wie das Quadrat des Sinus des Einfallwinkels a: 
der Seitenſtoß wie der Sinusvom Doppeltendiefes Wine: 
Hat endlich die ſchiefgeſtoßene Flaͤche gar ki: 
Einfaffung, fo daß fih das Wafler nad a. 
Richtungen auf ihr ausbreiten Bann, fo fänt?: 
Stoß noch größer aus, weil unter allen Wink: 
um welche die Wafferfäden abgelen®t werd“ 
gerade & der kleinſte ift, und daher jeder Fader 
melcher fih nicht in der Rormalebene bervegt, ein 
geößeren Drud ausübt, als der Faden in der Ner 
malebene. Nehmen wiran, daß ein den Secten: 
AOB und DOE, $ig. 635, entfprechender Ik: 
Q, um die Winkel « und 180 — a, und t 
anderer, ben Sectoren AOD und BOE entfr 
chender Theil Q, um 900 abgelentt werde, u: 
daß beide Theile einen gleihen Parallelſtoß an: 
üben, fo koͤnnen wir fegen: 





.sın.2a.(; 


Big. 635. 





\ 
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pet Oo, Sin. = Q, und 


Q, + 0:=0; es folgt daher Q, (1 + sin.a)=Q, und der gefammte 
c—v\2Qyrsin.a 2sın.a c—v 
Daratteiteh P= (TI) ma irn 97 
Wiewohl diefe ———— nur eine annähernd richtige iſt, ſo flimmt 
Diefe Formel doch ziemlich mit den neueften Berfuchen von Bidone überein. 
$. 428. Wenn fi) ein Körper in einer unbegrenzten Fluͤſſigkeit pro⸗ Teietungen 
greſſiv fortbewegt, ober wenn ein Körper in eine bewegte Fluͤſſigkeit ge: Glüffgtehen. 
bracht wird, fo erleidet derfelbe einen Druck, der von der $orm und Größe ö 
diefes Körpers ſowie von der Dichtigkeit der Ztüffigkeit und von der Ge: 
ſchwindigkeit der einen oder der anderen Maffe abhängt, und in einem Kalle 
Fig. 636. MWiderftand, imanderen aber Stoß 
— der Fluͤſſigkeit genannt wird. Dieſer 
hydrauliſche Druck entſpringt aber vor⸗ 
zuͤglich aus der Traͤgheit des Waſſers, 
deſſen Bewegungszuſtand durch das 
Zuſammentreffen mit dem feſten Koͤrper 
veraͤndert wird, dann aber auch noch 
aus der Kraft des Zuſammenhaͤngens 
der Waſſertheilchen, die hierbei theilweiſe von einander getrennt oder an 
einander verſchoben werden. Bewegt ſich ein Koͤrper AC, Fig. 636, dem 
ſtillſtehenden Waſſer entgegen, ſo ſchiebt er eine gewiſſe Waſſermaſſe mit 
erhoͤhtem Drucke vor ſich her. Waͤhrend dieſe Waſſermaſſe beim weiteren 
Fortruͤcken des Koͤrpers auf der einen Seite immer mehr Zuwachs erhaͤlt, 
made auf einer anderen Seite, nahe am Körper ein fteter Abflug ftatt, 
Bis. 637. indem die der Vorberflähe AB zu: 
nächft liegenden Theilchen eine Bes 
wegung in der Richtung biefer Flaͤche 
annehmen. Trifft das bewegte Waſ⸗ 
ſer einen in Ruhe befindlichen Koͤrper 
AC, Fig. 637, ſo erzeugt ſich vor 
demſelben ebenfalls ein erhoͤhter 
Waſſerdruck und macht, daß die Waſ⸗ 
ſertheilchen vor dem Koͤrper von ihrer 
urſpruͤnglichen Richtung abgelenkt werden und ſich an der Vorderflaͤche AB 
hinbewegen. Haben dieſe Waſſertheilchen die Grenzen der Vorderflaͤche 
erreicht, ſo machen dieſelben eine Wendung, und laufen nachher an den 
Seitenflaͤchen bes Körpers hin, bis fie an bie Hinterflaͤche kommen, wo 
fie ſich nicht fogleidy wieder vereinigen, ſondern zunächft wirbelnde Bewe⸗ 
gungen annehmen. Man fieht, dag bie allgemeinen Bewegungsverhaͤlt⸗ 
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niffe der den Körper umgebenden Wafferelemente beim Stoße des bewegien 
Waffers diefelben find, wie beim Widerftande eines im Waffer bewegten 
Körpers; nur findet bei den Wirbeln eine Verſchiedenheit infofern ftatt, 
als bei kurzen Körpern die Wirbel im letzteren Kalle einen Pleineren Raum 
einnehmen, ale im erfteren. Die Geſchwindigkeit der Wafferelemente nimmt 
in beiden Faͤllen von der Mitte der Vorderfläche an nach den Grenim 
derfelben immer mehr und mehr zu, erreicht am Anfange der Seitenfläcen, 
wo in der Regel noch eine Conteaction eintritt, ihre Maximum, nimm: 
nun bei dem an den Seitenflächen bingehenden Waſſer allmälig ab, um 
. erreicht endlih ihe Minimum bei dem Wafler, welches die Hinterfläd: 
erlangt und in wirbelnde Bewegung Äbergeht. | 


Zorode ns SG. 429. Der Normaldrud des Waſſers ift an verfchiedenen Punkten 
Prrrtannedeß Körpers fehr verfchieden. Er ift in der Mitte der Vorderflaͤche deſſe 
ben am größten, und in der Mitte der Hinterfläche und naͤchſtdem an 
Anfange der- Seitenflächen am Eleinften, weil dort mehr ein Zus, hier abı: 

mehr ein Entftrömen des Waffers in Hinficht auf den Körper flatt ha: 

Iſt der Körper, wie wir in der Folge vorausfegen wollen, in Hinſicht au’ 

die Bewegungsrichtung fpmmetrifch, fo heben fit die ſaͤmmtlichen Preffur: 

gen rechtwinkelig gegen dieſe Richtung auf, und es kommen daher nur die 
Preffungen in der Bewegungsrichtung in Betracht. Nun find aber bi: 
Preffungen auf ver Hinterfläche des Körpers den Preffungen auf der Ber: 
derfläche entgegengefeßt, es läßt ſich daher der refultirende Stoß au 
MWiderftand des Waffers gleihfegen der Differenz zwi: 
hen dem Drude gegen die Border: und dem gegen bi: 

Hinterftäde. 

. Wenn wir au) die Größe diefer Drüde a priori nicht angeben koͤnnea 
fo innen wir doch wegen ber geoßen Aehnlichkeit der Verhaͤltniſſe mi 
dem Stofe ifolirter Strahlen annehmen, daß wenigſtens das aflgemein: 
Geſetz für den Stoß des unbegrenzten Waſſers von dem für den See 
iſolirter Strahlen nicht abweiche. Iſt alfo F der Inhalt einer Flaͤc 
welche von einem unbegrenzten Strome, deſſen Dichtigkeit 9 fein mi. 
mit der Gefchwindigkeit v getroffen wird, fo läßt fi der entſprechend 


Stoß oder hydraulifche Drud P 27 Fy fegen, wobei & nody eine ve⸗ 


der Form der Fläche abhängige Erfahrungszahl bezeichnet. Diefer Aut 
deu laͤßt fi aber nit nur auf bie Wirkung gegen die Vorderflaͤche. 
fondern auf die gegen die Dinterfläche anwenden, nur befteht fie hier, æe 
das Waſſer ein Beftreben hat ſich zu entfernen, in einem Zuge oder einm 
Negativdrucke. Iſt nun Fhy der hydroſtatiſche Drud (9.299) gegen du 
Vorder und gegen die Hinterfläche eines Körpers, fo folgt ber Geſammt 
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Theorie dei 


drud gegen die Vorderflähe: 2 = Fhy + a 5 Zr y und bet ges Eıeies uno 


Wirerflandet. 
gen die Hinterflähe: = Fhy — &. n Fy, und «6 ergiebt fich 
fo der refultirende Stoß oder Widerftand bes Waffers: 
P=P,— R=(ı +6).2- H=8 3, Fr wenn &, + = 


gefegt wird. Diefe algemein Formel für den Stoß des unbegrenjten 
Maffers findet auch ibre Anwendung auf den Stoß des Windes und auf 
den Widerftand der Luft. Allerdings findet bier außer der Verſchiedenheit 
des aerodbynamifchen Drudes an der Vorder: und Hinterflähe auch noch 
eine Verfchiedenheit des aëroſtatiſchen Drudes ftatt, indem die Luft vor 
der Vorderfläche bei ihrer größeren Spannung auch eine größere Dichtig- 
keit (y) hat, als an der Hinterfläche. Deshalb fallen wenigſtens bei gro⸗ 
Gen Sefchiwindigkeiten, tie fie z. B bei Gefchägkugeln vorkommen, bie 
MWiderftandscoefficienten der Luft größer aus, als die des Waſſers. 
Anmerfung. ine eigenthümliche Erſcheinung beim Stoße und Wider: 
ftande unbegrenzter Mittel (Waſſer oder Luft) ift das Anhängen einer gewiſſen 
Maffer- oder Luftmafle an den Körper, deſſen Cinfluß ſich bei per ungleichförmigen 
Bewegung der Körper, wie z. B. bei Pendelfhwingungen, befonders bemerkbar 
macht. Bei einer Kugel hat die dem bewegten Körper anhängende Luft: oder 
Waſſermaſſe ein Bolumen von 0,6 des Volumens ber Kugel. Bei einem in ber 
Arenrihtung bewegten prismatifchen Körper ift das Berhältniß diefer Volumina 


— 0,13 + 0,705 ve „ wo 3 bie Länge und F en Querſchnitt des Körpere 


bezeichnet. Diefe [Horn von Du Buat aufgefundenen Berhältniffe haben durch 
die neueren Beobachtungen von Beffel, Sabine und Baily vollfommene 
Deftätigung gefunden. 


8. 430. Der Wieſlandocoeſhteient — oder die Zahl, womit die Ge⸗ Sieb md 
tıderfiand 
gegen Frachen 


ſchwindigkeitshoͤhe 27 zu multipliciren ift, um bie Höhe einer den hydrau⸗ 
liſchen Druck meffenden Wafferfäule zu erhalten, ift bei Körpern von vers 
ſchiedenen Formen ſehr verfchieden, und nur bei Platten, welche rechtwin⸗ 
Eelig gegen die Bewegungsrichtung flehen, von beinahe beflimmter Größe. 
Nah den Verfuhen von Du Buat, und nad denen von Thibault 
laͤßt ſich für den Luft» und Waſſerſtoß gegen eine ruhende ebene Fläche 
£ = 1,86 feßen,, wogegen, jedoch mit weniger Sicherheit, für den Wider⸗ 
ftand beruft und des Waffers gegen eine bewegte ebene Fläche & = 1,25 
anzunehmen fein möchte. In beiden Fällen kommen auf die Vorderflaͤche 
ohngefähr zwei und auf die Dinterfläche ein Drittel ber ganzen Wirkung. 
Der Widerſtand, welchen die Luft einer im Kreiſe umlaufenden Fläche 
entgegenfest, ift von Borda, Hutton und Thibault fehr verſchieden 
gefunden worden, möchte jebod im Mittel durch den Coefficienten & = 
Meisbach’e Mechanik. 2te Aufl. J. Bd. 41 
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Siok um wu 1,5 auszudrüden fein. Steht die Fläche nicht rechtwinkelig gegm !: 


Pa 


nun |. 431. Der Stoß und MWiderfland bes Waſſers gegen prigmat 


Berfane gegen 


Kirper. 


Bewegungsrichtung, fondern bilder fie mit ihr einen fpigen Winkel a. 
ALL t 


laͤßt ſich mit ziemlicher Genauigkeit nah Duchemin ſtatt — — 


ſetzen. 

Stoß und Widerſtand unbegrenzter Mittel werden auch artin, Dr 
man die Flaͤchen aushöhlt -oder am Umfange mit vorftehenden Rine 
verficht,, doc ift man hierüber zu allgemeinen Ergebniffen nody nidts 
langt. 

Beiſpiel. Wenn der Wind mit 20 Fuß Geſchwindigkeit gegen ein” 
gebremfies Windrad ftößt, das aus A Wlügeln beftcht, wovon jeber 200 
dratfuß Inhalt Hat und 75° gegen die Windrichtung flieht, fo iR die Kal 
Windſtoßes in der Richtung der Windbewegung oder der Rabare: 

2 (sin, 75)* 3 
— * 0,965. 64. * 00 = 786 PY wobei die Didtigkit 
Windes (na $. 333) == 0,086 Pſo. angenommen worden if. 

Anmertung Ganz abweichende Anfihten in Hinfiht des Gicht 
Widerftandes umbegrenzter Klüffigfeiten werden in dem oben citirten Berk : 
Duchemin ausgelprodhen. So wirb z. B. dort behauptet, daß ver Exj? 


8 
Widerſtand gegen die Vorberfläche einer bännen Platte 2. 5 Fy betragt : 



















an der Hinterflädhe nicht negativ, fondern beim Stoße — 0,136 * Fy > 


beim Wiberflande — 0,746 7 Fy fe. 86 würde zu umfänblich fein, I’ 


Gründe auseinanderzufeßen, weswegen ber Berfaffer den Anfichien Duden‘: 
nicht allenthalben folgen fann, doch wird man Mehreres in dieſer Beziehuss ° 
gefprochen finden in Poncelet’s Introduction & la möcanique indusirk" 
Deux. &dit. 1841. 


Körper, deren Are mit der Bewegungsrichtung zufammenfällt, nimmt 
wenn die Länge der Körper eine größere wird. Nach den Verſuchen 
Du Buat und Duche min ift der Stoß von der Vorderflaͤche une? 
derlich, und nur die Wirkung gegen die Hinterfläche veränderlih. J 
entfpricht der Coefficient &, — 1,186, für die Geſammtwirkung et 


bei den relativen Längen * =0, 41, 2, 3, 
£ — 1,86; 1,47; 1,35; 1,33. 

Bei noch größerem Verhättniffe zwifchen der Länge / und der mit 
Breite VF des Körpers nimmt & in Folge der Reibung bes Waller 


den Seitenflächen des Körpers wieder zu. Bei dem Wiberflande di ® 
ſers treten umgekehrte Verhältniffe ein. Hier ift nah Du Dual! 
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die Wirkung gegen die Vorderflähe unveränderlih &, — 1, für bie Geeis un zu. 
ſammtwirkung aber- a 


bei VF == 0, 1, 2, 3, 

& == 1,25; 1,28; 1,31; 1,33, fo daß alfo bei einem Prisma, 
welches Zmal fo lang als did ift, der Stoß mit dem Wibderftand des Wafs 
ſers gleich groß ausfällt. 

Die von Borba, Hutton, Vince, Defaguilliers, Newton 
u. A. angeftellten Verſuche über den Wiberftand von edigen und runs 
den Körpern laſſen noch viel Unficherheit zurüd. Was die Kugeln betrifft, 
fo fcheint bei mäßigen Gefchwindigkeiten dee Widerſtandscoefficient für die 
Bewegung in Luft ober Waffer im Mittel = 0,6 gefegt werden zu koͤn⸗ 

nen. Bei großer Geſchwindigkeit und für die Bewegung in der Luft ift 
aber nad) Robins und Hutton zu ſetzen für die Gefhwindigkeiten 

v1, 5, 25, 100, 200, 300, 400, 500, ‚600, Meter, 
Duchemin und Piobert haben befonbere Formeln ehr das Wachſen 
dieſer Widerſtandscoefficienten angegeben. 

Fuͤr den Stoß des Waſſers gegen eine Kugel findet Eytelwe in 
£ = 0,7886. 

Anmerfung Sehr ausführlih äber diefe Verhältniffe Handeln Poncelet 
in feiner oben eitirten Introduction, und Duch emin fowie Thibault in ihren 
Röcherches experimentales etc. Ueber den Wiberfland gegen ſchwimmende Kör- 
per, namentlih gegen Schiffe, fowie auch vom Stoße bes Windes gegen Räbder, 
wird im zweiten Theile gehandelt. 

Beifptel. Wenn man nah Borda den Wiberfland und Stoß rechtwin⸗ 
felig gegen die Are eines Cylinders Ymal fo groß feßt, als den gegen ein Par⸗ 
allelepiped, welches mit ihm gleiche Dimenflonen bat, fo erhält man für den 
Miderflann £ = % . 1,28 = 0,64 und den Stoß — Y,.1,47 = 0,7135. Wen⸗ 
det man nun diefe Wertbe auf den menfchlichen Körper an, deſſen Duerfänitt 
etwa 7 Quadratfuß Inhalt Hat, fo findet man für den Widerſtand und Stoß 
der Luft gegen benfelben die Werthe 

P = 0,64 .0,016 .7 . 0,086 0* = 0,00616 o*, und 

P = 0,135 . 0,016 . 7 . 0,086 0* — 0,00708 or. Bei einer Ge hwindigkeit 
von 5 Fuß iſt daher der Widerſtand der Luft nur 0,00616 . 25 — 0,154 Pb. ; 
und die enifprechende Leiftung pr. Sec. = 5.0,154 — 0,77 Yußpfund; bei einer 
Geſchwindigkeit von 10 Fuß ift diefer Widerſtand fchon Amal und ver Arbeiter 
aufwand Bmal fo groß, und bei einer Geſchwindigkeit von 15 Fuß if der Wider: 
fland das 9: und die Arbeit fogar das 2T7facdhe. Bewegt fih ein Menih mit 5 
Fuß Geſchwindigkeit dem Winde von 50 Fuß Gefhwindigfeit entgegen, fo hat er 
einen der relativen Geſchwindigkeit 50 + 5 — 55 Fuß entfprecdenden Wiber: 
ftand 0,00708 . 35° — 21,42 Pfp zu überwinden, und dabei die übermäßige Ar- 
beit von 21,42 .5 = 107,1 Bußpfund zu verrichten. 

$. 432, Die Gefege der Bewegung eines Körpers in widerftehenden Bereurs in 


widerfichenten 


Mitteln find nicht fehr einfach, weil man es hier mit einer veränderlichen,“ Mincin. 
41* 
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Bregung ın D. i. mit dem Quadrate der Gefchwindigkeit wachſenden Kraft zu thun ku 


wıornf 


Wıreln, Aus der Kraft P,. die einen Körper forttreibt, und aus dem Widerſtaer 
P=:2. 7 — FY, welchen das Mittel ber Bewegung entgegenfest, fe!: 
die bewegende Kraft 

P=PB— 3* —A —6. * Ey, ba aber die Maſſe des Köre 


— M= . ift, fo ergiebt fich die Befchleunigung des Körpers: 


v2 
PR—8t,- Fr 
y=(A-t u) M= (23) 6 
F \ /29P 
oder, wenn wir 55 durch — 5 I Gegeichnen, alfo ur = vw fir 


p= I: — — Em Nun nimmt aber bei der Aocelerari 


p die Geſchwindigkeit v in dem Eleinen Zeittheilhen T um x — pr u 
daher laͤßt fich fegen: | 


21 pP 
x — [: —$ (=) ] C ge, und umgekehrt 
4. 
— B —7 
——— | 
Um nun bie einer gegebenen Gefchwindigkeitsveränberung entſprechen 


Zeit zu finden, theilen wir die Differenz u, — vo zwiſchen der End: w 


e 





_ _— 
Anfangsgeſchwindigkeit in n Theile, fegen einen folchen Theil — - 


— x, berechnen hiernach die Gefhwindigkeiten %, = vo + %. ra = 
vo — 2x, 3 =v% +3% uf. w., und führen diefe Werthe int: 
Simpfon’fche Formel ein. Auf diefe Weife erhalten wir bie gefuk 
Zeit bei Annahme von 4 Theilen. 


Un — do 4 


=, ——— 129 (ey ey * — ——— 
ec Aero agerc1)) 


Es ift ferner der in einem Zeittheilchen 7 zurüdgelegte Raumtheil (6. 19. 


| Bon der Kraft und dem Widerſtande der Flüffigfeiten. 645 
o — vr, oder da > ifl,o= * alſo hier ih eichaetar 
ww 6 
(2) 9 
w 


te 
Regel findet man nun ben Raum, welcher zurüdgelegt wird, mährend 
die Gefchwindigkeit dv, in ©, übergeht. 


oc= Dusch Anwenbung der Simpfon’fchen 


Un do 


— Arz 


_g[(% ag _ = 
ger F ee) el F 

Natuͤrlich wird die Genauigkeit groͤßer, wenn man 6, 8 oder noch mehr 
Theile annimmt. Uebrigens geſtattet dieſe Formel auch eine Beruͤckſichtigung 
der Veraͤnderlichkeit des Widerſtandscoefficienten, was bei bedeutenden 
Geſchwindigkeiten nothwendig iſt. Beim freien Fall der Koͤrper in der 
Luft oder im Waſſer ift P.— G, und bei der Bewegung auf der Hori⸗ 
zontalebene P, = 0, oder richtiger, glei der Reibung fG. Da biefe 
ein Miderftand iſt ſo hat man ſie negativ in Rechnung zu bringen, weshalb 


bir P=—- (PP +P)wmp=— [: +$ (& 12 9 zu fegen 


if. Da ferner hier nicht von einer Zu⸗, fondern nur von einer Abnahme der 
Geſchwindigkeit die Rede fein kann, fo haben mir hier flatt o„ — Yo 
Vo — d, in den obigen Formeln zu fegen. 

In dem Falle, wenn der Körper durch eine Kraft, z. B. durch fein Ge: 
wicht getrieben wird, nähert fih die Bewegung immer mehr und mehr 
einer gleichförmigen, fo daß fie fhon nach einer gewiſſen Zeit als eine 
ſolche angefehen werben kann, wiewohl fie es in Wahrheit nie wird. Es 


. 2 
fällt die Acceleration p = Null aus, wenn $. 5 Fy = P, wenn alſo 


v= var en = — Era Diefem Ziele nähert fich alfo bie Se 


ſchwindigkeit eines BAR Körpers inmmer mehr und mehr, ohne es 
je vollkommen zu erreichen. 

Beifpiel. Piobert, Morin und Didion fanden für einen Fallſchirm, 
deſſen Tiefe 0,31 des Deffnungédurchmeſſers betrug, ben Wiverftandscoefficienten 
sc 1,9 . 1,37 = 2,66. Bon welcher Höhe wird ſich hiernach ein 150 Pfd, 
ſchwerer Menſch mit einem ähnlichen Fallſchirme von 10 Pf. Gewicht und 60 
Quadratfuß Querſchnitt herablaſſen koͤnnen, ohne eine groͤßere Geſchwindigkeit 
anzunehmen, als diejenige, welche er erlangt, wenn er ohne Fallſchirm 10 Fuß 


Bewegaung in 
widerfichenten 


Miitein. 


Gewor fene 
Körper. 


646 Scäöter Abſchnitt. Neuntes Kapitel. 


hoch herabfpringt? Die Iepte Geſchwindigkeit if o — 7,906 YIO = 2% fe 
die Kraft it PR = G —= 150 + 10 — 160 Pf., die Flähe Fo 60 Du 
fuß, die Dichtigfeit y = 0,0859 und der Widerftandscoefficient 5 — 2,66, tale 


1 60 . 0,0859 o' j 
eo m; 0,000515, und. — 266 . 0,000515 . 2° - 


0,85625. Nehmen wir nun 6 Theile an, fo erhalten wir für dieſe 
1 — s.n * = 0,97621; 0,90486; 0,78593; 0,61944; 0,40537; 0,14375, ınt“ 


= — 0; 4,268; 9,210; 15,905; 26,910; 51,393 und 173,913, ti 
1—L 
nad ber Simyſon ſchen Regel den mittleren Werth hiervon 

—(1.044.4,268+2.9,210-44. 15,905-+2 .26,910-44.51,3991.173,13: Fr 

















= ns: und Jia den gefuchten Zallraum rt, ni 
. v 23— 
Mittel von — 7 5 . 29,58 — 23,6 Fuß. 
. w* ‚ 
Die entfprechende allzeit if, da der mittlere Werth von 7 
1—i—— 


© 
= (1.0-+4.1,024-+2.1,105-4+4.1,272-+2. 1,6144. 2,467 + 1.6.9570): 


25 
= UT = a TUT IA Orr 


Anmerfung. Für einen conflanten Widerflandscoefflrienten ergieht ü 


duch den höheren Galcül: 


et_ı\ 7 6 (et) 
(= Vorspann em eb Im —ñ— 


wobei u = V 29.5 =, e bie Grundzahl des natürlichen Potenzeninkee 


und Zn. ven natürlichen Logaritimen bezeichnet. 


8. 433. Wir haben fchon früher die Wurfbemegung im luftleem 
Raume Eennen gelernt und $. 38 gefunden, daß berfelben eine Parıkl 
entfpricht. Jetzt können wir uns auch Über dieſe Bewegung in ein! 
widerftehenden Mittel, 3. B. in der Luft, 3. B. die eines abgeſchoſſenn 
Koͤrpers, naͤhere Kenntniß verſchaffen. 

Jedenfalls iſt die Bahn ACD, Fig. 638 (f. f. S.), eines bie &* 
ducchfchneidenden Körpers keine Parabel A,CD,, mie im luftleegen Raum 
fondern eine unfommetrifche Curve, mit einem ſchwaͤcher auf: und fir 
fer niederfteigenden Schenkel. Iſt c die Gefchwindigkeit im Scheitel 
und £ die Zeit zum Durchlaufen der Parabelfchenkel AC und DE im Ir 
ren Raume, fo hat man die Goordinaten 


Be=a= 1 u BA=BD=y=d, 








Bon der Kraft und dem Wiberflande der Flüſſigkeiten. 647 


oder, I = ve aus der erften Formel in Die zweite eingefeßt, 


. VE 


Da nım burd den Widerftand der Luft die Geſchwindigkeit c vermin⸗ 
dert wird, fo ift der mittlere Werth der horizontalen Geſchwindigkeit des 
auffteigenden Schenkel AC größer und ber bes niederfteigenden Keiner 
als c, und daher auch die Ordinate BA bes erften. Schenkel größer und 
die Ordinate BD des zweiten Meiner als die Ordinate BA, = BD, der 
Darabel. 

Die Gonftruction der Wurflinie oder Bahn ACD eines gemorfenen 
Körpers in einem widerftehenden Mittel, wie die Luft, läßt fich auf fol- 
gende Weife mit Hülfe von Krämmungskreifen bewerkftelligen. 


Big. 639. 


—— — :£ 30: 








Aus der Anfangsgefhwindigkeit v und dem Elevationswinkel TAB 
— « folgt nady $. 40 der Krümmungshalbmeffer AK, = MK, des ers 
ften Bogenftüdes AM: 

„2 ,@%@ v⸗ 
— 9 sın. TAG g sin (90°+o)  grcos.a 

Nimmt man nun den Gentriwintel AK,M des erften Bogenelementes 
= 9,, und fest man die Gefchwindigkeit in M, — v,, fo hut man den 
Elevationswintel m M: &, = @«— 9, und daher den Krämmungshalb: 
meſſer MK,=NK, für das folgende Eurvenftüd MN: 


v2 en v? 


71 — — — — — 
gcos.0, 9 cos. (—Dpyjy) 





Srworfene 
Körper. 


Gemorfene 
Körper. 
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\ 2 
Dem Widerftande & . 2 Fy der Luft entfpricht das Wergögerumi: 


2 * 
maaß p=t.7 . 7 *— =, wenn et. 
gelegt wird; ift daher A die PVertitalprojection ME des Gurvenfüdt 
AM = pr, fo läßt fi dem Principe der lebendigen Kräfte zu Fele 
ſetzen: 

2 2 
=7—rn.gr—gh 
Nun ift aber annähernd h = pr sin.a, daher auch 
v2? = v? — (uv? + gsin.a) 2y,r; oder 0? == gr cos.a eingeſet 
v2? = gr [cos.a@— 29, (wr cos. + sin.a)), und daher 
r ſcos. — 29, (ur cos. -+ sin. a)] 
n= — —— —— —⸗* 
cos. (£— 9,) 
Da 9, klein ift gegen «, fo fann man 
cos. (ſ — P,) = cos. æ 008.9, + sin.a sin.p, = 008.0 + Q,sin.c 
1 1. 1 — p,tang.a 


A EEE A — ER 


weshalb nun annähernd 





(1 — 9, fang. a) [cos.a — 29, (ur cos.a + sin.a 


y,_ 
IT 605.0 


=r(1—p,tang.a) 1 —29,(ur + tang.e)] 
= r[1—o,(dtang.a + 207)] folgt. 


Mit Hülfe diefer Formel kann man aus einem Kruͤmmungshalbmeſſe 
den nächftfolgenden, und baher aud) aus dem erften Krämmungshalbme | 
alle folgenden berechnen. Iſt P, ber Gentrimintel NK,C bes folgend“ 
Bogenftädes NC und , =. — pa = a—(p, +9) de Elm 
tionswintel in N, fo hat man 3. B. den Krümmungshalbmeffer 

NR, =CK,=n=[r, [1 —9, (d3tang.a, +ur)] u. f. ® | 


Beifpiel. ine maffive gußeiferne Kugel von 4 Zoll Durchmeſſer wer“ 
unter dem Elevationswinkel «a — 25° mit der Geſchwindigkeit » — 1000 Id 
abgeſchoſſen, man foll bie Bahn derfelben mittels Krümmungéhalbmeſſer an“ 
bernd angeben. Für den erfien Eurventheil hat man den Krümmungshalbc 

v⸗ 1000° 320000 

gc0s.« — 31,25 cos. 25° cos. 23° 35308 Fuß. 

Da die Dichtigkeit der Luft — 0,0859 und die des Gußeiſens 470 Pfund il, * 
— .:—: 0,0859. 122 baher ſr 

hat man a= 5 3. 110 -5 = 0,00041122 L, und ba 

o = 1000 Fuß, wo d — 0,90 if, u = 09 . 0,00041122 = 0.000371. 

Nimmt man nun ben erflen Bogen 9, nur 1 Grad — 0,017453 an. fo erbil 

man ben folgenden Krüämmungshalbmefier 





y == 





| 
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rn =r[1 — 9 (3 tang. «a + ur)] 
= 35308 [1 — 0,017453 (3 . tang. 25° + 0,0003701 . 35308]) 
= 35308 (1 — 0,017453 . 14,4664) = 35308 . 0,74752 = 26393 Fuß. 


Diefem Halbmeffer tor ohngefähr die Geſchwindigkeit 
vo = Vor, cos. 31,25 . 26393 cos. 24° = 870 Yuß = 273 Meter, 


und «si biermad) to 085, alfo 1 = 0,00041122 . 085 — 0,00034954 zu 


nehmen. Beſchreibt man mit dem lepten Halbmefjer einen Bogen 9, von 
= 0,0347, fo erhält man folgenden Krümmungshalbmefler 
nr, = r [1 — 9, (3tang. a + ur,)] 
— 26393 [1 — 0,034907 (3tang. 24° + 0,00034954 . 26393)] 
— 26393 (1 — 0,034%7 . 10,5613) = 26393 . 0,63162 = 16670 Fuß. 


Siem Halbmeſſer entfpricht ohngefähr die Geſchwindigkeit 


= Y gr, 31,25 . 16670. cos. 22° =700 Buß —=220 Meer, 


es if hiernach = 0,79 und » = 0,79 . 0,00041122 == 0,00032486. Nimmt 
man nun den Gentriwinfel 9, — 4° — 0,069813, fo erhält man den folgenden 
Krummungsbalbmefier | 
1, — 16670 [1 — 0,069813 (3 tang. 22° + 0,00032486 . 16670)] 
— 16670 (1 — 0,069813 . 6,6276) = 16670 . 0,537307 = 8957 Buß. 
Die entſprechende Geſchwindigkeit iſt ohngefähr 
= 31,25 . 8957 . cos. 18° = 500 Buß — 157 Meter, daher folgt 7 0,74 
und # = 0,74. 0,00041122 = 0,00030430. Nun 9, = 7° = 0,12217 anges 
nommen, erhält man ferner 
r, = 8957 11 — 0,12217 (3 tang. 18° -- 0,0003043 . 8957)] 
==: 8957 (1 — 0,12217 . 3,7004) = 8957 . 0,54792 = 4908 Fuß. 
sr diefen Halbmefier iſt die Geſchwindigkeit ohngefähr | 
= YV 31,25 . 4908 cos. 11° = 390 Fuß = 120 Meter, daher = 0,72 
und #» = 0,00041122 . 0,72 = 0,00029608. Nimmt man nun 4 = 11° 
— 0,191%, fo erhält man den Krümmungshalbmefler 
1; = 408 [1 — 0,19199 (3 sang. 11° + 0,00029608 . 4908)] 
— 4908 (1 — 0,19199 . 2,0362) = 2989 Fuß. 


Für diefen Halbmefier ift ferner die Geſchwindigkeit ohngefähr 


o—= V31,25 . 2989 . cos. 0° = 300 Fuß — 95 Meter, daher Z = 0,71 und 


— 0,00041122 . 0,71 = 0,00029197. Nimmt jebt 2, wieder 
— 11° = 0,19199, fo befommt der Krümmungéhalbmeſſer vom erften Stuͤck des 
Mbertee nn Bogens: 
= 2989 [1 — 0,19199 . (3 sang. 0° + 0,00029197 . 2089)] 
— 2989 (1 — 0,19199 . 0,00029197 . 2989) — 2488,3 Fuß. 


Diefem Halbmefler entfpricht die ohngefähre Geſchwindigkeit 


v —V 3,235 . 24883 cos. 11° — 280 Fuß = 90 Meter, daher ift {= 0,70 


und u = 0,00041122 . 0,7 = 0,00028885. Rodmale 9, = 11° gefeht, folgt 
tr, = 24488,3 [I — 0,19199 (— 3 tang. 11° + 0,00028885 . 2488,3)] 
— 24883 (1 — 0,19199 . 0,13561) = 2423,5 Fuß. 


Geworfene 


Kvdryer. 
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Bewerten: Wird SZ —= 0,70, alfo u = 0,00028885 und 9 = 11° angenommen, beiczmi 
Kur man nun | 
r, = 2423,5 {1 + 0,19199 (3 sang. 22° — 0,00028885 . 2423,5)] 
= 2123,5 (1 + 0,19199 . 0,51203) = 2662 Fuß. 
Nimmt man nochmals ( — 0,70, a = 0,00028885 und y, == 11°, fo Heli # 
r, = 2662 [1 + 0,19199 (3 sang. 33° — 0,00028885 . 2662)] 
== 2662 (1 + 0,19199 . 1,17937) = 2662. 1,22642 = 3474 Fuß kan 
Wenn fi dem fallenden Körper Fein Hinderniß entgegenfeht, fo fährt ır 
Krümmungshalbmefler fort immer mehr und mehr zu wachſen, es näher ie 


die Bahn immer mehr und mehr einer ſenkrechten Linie und die eſchwindige 
immer mehr und mehr dem Werthe 


62,5 u 
*V — - ehr 0,00058395 7 — 32T 





— — 


Anhang. 


— —— — 


Die Theorie der Schwingungen. 


$. 19. Ein Körper hat eine ſchwingende Bewegung (franz. Sawingnnge⸗ 


mouvement oscillatoire, engl. oscillatory motion) oder iſt in Schwin⸗ 
gung (franz. und engl. oscillation), wenn er wiederholt in gleichen Zei⸗ 
ten denſelben Weg hin und zuruͤck durchlaͤuft. Die Natur bietet uns 
außer der Bewegung eines Pendels noch viele andere Schwingungsbewe⸗ 
gungen dar. Die vorzuͤglichſte Urſache einer ſolchen Bewegung iſt eine 
Kraft, welche den ſchwingenden Koͤrper nach einem und demſelben Punkte 
hinzieht oder hintreibt. So iſt es z. B. die Schwerkraft, welche ein Pendel 
in ſchwingende Bewegung ſetzt. Wenn ein vorher in Ruhe befindlicher 
Koͤrper ungeſtoͤrt der Kraft folgen kann, welche denſelben nach einem ge⸗ 
wiſſen Punkte hintreibt, ſo erfolgt die Schwingung deſſelben in einer ge⸗ 
raden Linie; außerdem aber nimmt er Schwingungen in einer Curve an, 
wie z. B. ein Pendel, wo die Verbindung des Koͤrpers mit einem feſten 
Punkte die Schwerkraft fortwaͤhrend ſtoͤrt. Ebenſo erfolgt die Schwin⸗ 
gung in einer krummen Linie, wenn der Koͤrper eine Anfangsgeſchwindig⸗ 
keit beſitzt, welche mit der Kraft nicht einerlei Richtung hat. Der ein⸗ 
fachſte und am haͤufigſten vorkommende Fall iſt der, wenn die Kraft der 
Entfernung von einem gewiffen 
Punkte C proportional if. Es 
fei A.. Sig. 640, der Anfangs⸗ 
punkt der Bewegung, C der Sig 
der Kraft, alfo der Drt des Koͤr⸗ 
pers, wo die Kraft Null ift, und 
M ver veränderliche Ort des 
| Körpers. Bezeichnen wir nun 
ben Abftand CM durch x, fo 
tönnen mir die Acceleration des 
Körpers in M, p = u@ fegen, 
und erhalten fonady für die Geſchwindigkeit © des Körpers (f. 6. 19*, Ul.), 
dba x um MN = dr abnimmt, wenn der Weg APM um eben foviel 





iheso rie. 
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a nl, ve = — Spar — —n [ade eo er * 


Nun iſt aber in A, =! 
und CA eine beftimmte Orik 
a, baber bat man 


— — —* + Con, 


u” = & (a? — 2°), 
alſo die Geſchwindigkeit feiit, 
v = Yu (a?—29). 
‚Kommt der Körper in: 
ft alſo æ 0, fo ifen 
Marimum, und ee 
v=c=yua= au. 

Jenſeits von C nimmt v mieder allmälig ab, und ift die Entfeme; 
csvnC=CB=—.a, fo fält wieder v = O aus, und ed ki 
nachher der Körper mit wachſender Gefchwindigkeit nach C zuräd. Di 
rüdgängige Bewegung erfolgt genau nad) demfelben Gefege, wie die}! 
gehende; es iſt in CG, — — cundinA v — O. Auf die E 
wiederholt ſich die Bewegung ohne Ende in dem Raume AB 20.* 
man deshalb die doppelte Schwingungsweite (franz. amplitut 
des ocillations, engl. amplitude of oscillations) nennt. 

$. 2*). Die Zeit, während weicher der fchwingende Körper einen ger“ 
fen Weg AM = x, Fig. 641, zurüdlegt, laͤßt ſich, wie folgt, beftimme 
Wird in dem Zeitelemente dt das Wegelement MN = da, = - 
zuruͤckgelegt, ſo hat man nach $. 19*) J.: 


da, = vdt, d.i. de = — Yale — dt; 


und daher umgekehrt : 
dæ 


ERIC 


Beſchreiben wir über AB mit dem Halbmeffer CA= CB = au" 
Kreis ADB, fo erfcheint in demfelben Ya?— x? als Ordinate MO = 
und es ift daher 








di= — d 
v.y% 
Segen mir ferner den der Abfciffe CM = x entfprechenden Br" 
DO = s, und das Element OQ deſſelben = — ds, fo giebt und N 


Aehnlichkeit gewiffer Dreiede OOR und OCM, in welchen OR=— 


y 
OQ=— ds, MO = y und OC = a ift, die Proportion m =’: 
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de ds ds :. 
baher Yy = und es folgt fonah dt = — Tu wi baber Ehmingunge: 





N 8 


— I 


Nun ift aber für ben Ve syunt A,t=0 ud s de Quadrant 
1 
DA = 15% 0, daher hat man 0 = — —— + Con., und die 








Schwingungegeit, oder bie Zeit, innerhalb ler A nad P tommt: 
| _ za s 1 fx 8 ) 
Vr.a vYa.a Yu\2 a 
Fuͤr die halbe Schwingungsbauer, d. i. für die Zeit, innerhalb welcher 
der Körper nach dem Ruhe⸗ oder Mittelpunkt C kommt, ift s = 0, das 


n 
bri= 
2 Vn 


fen des Weges AB = 2a, != Nr ‚ enblich die Zeit, innerhalb wel 
2 


, ferner die Zeit einer Schwingung ober zum Durchlau⸗ 





cher der Körper nach A zurädkehrt, ift — 2 Eben ſo groß iſt auch 
u 


die Schwingungsbauer,, ober bie Zeit zum Durchlaufen eines Weges 
2AB =4a, wenn biefelbe an einem andern Orte M zu zählen angefan- 
gen wich; demn die Zeit für den Weg MB bin und zuruͤck ift 








=?2. Bog. OB und bie für ben Weg MA hin und zuräd 
Ve.a 
oe =?:2. Bog 24 ri, folglich die Zeit für den Weg 
2MB + 2M = Ben. (OB+04 (OB+OA) _2.ar _ 2m 


 ayYn ay vu 

Es hängt alfo die Schwingungsbauer gar nicht von der Amplitude ab. 
Gehen wir von dem Ruhepunkte C aus, fo innen wir einfacher die Zeit, 
welche der Elongation CM — x entfpridht, fegen: 


I — 
Vu. a 

1 . x 

= — arc. (sin. = 2), und umgekehrt 
Ve a 





oder, dba 8 —= a arc. (sin. == =) iſt, 


z = a sin.(tV u), ſowie 


i — —a? (sin. yYR? = Ver. Vr.a Yt-teneVor 


w.acos. ¶ Vn). 
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Edmingung: Anmerfung. Die vorflehende Schwingungstheorie läßt ſich fogar auf h! 
mer. Kreispendel CM, Fig. 642, anwenden, wenn man Feine Schwingungsbögen rırız 
Fig. 642 ſetzt. 88 if die Beichleunigung des im Ber 

| i AMB ſchwingenden Punktes an der Etelle I 

p=gsin. ACDD = 21 .9, ober da hin 
nen Glongationen DA= MA gefebt werben far 


p= En . 9. Bezeihnet man nun CA wi 


und MA mit =, fo aıhält man p — ©, min 
her durch BVergleichung mit der Formel p =» 
bes vorigen Paragraphen, m 4. Folglih 





ie Schiwingungszeit — Ser n v: (Bergl. $. 261). 


ganamihwin- 6. 3. Die vorzüglichfte Urſache ſchwingender Bewegungen iſt die Ei: 
ern ſticitaͤt der Körper. Den einfachften Fall bietet ein Faden ober m 
Stange (Draht) OC, Sig. 643, dar, wenn. berfelbe durch ein Gemidt ı 

Fig. 643. gefpannt wird. Führt man bdiefes Gewicht von de 
Ruhepunkte C in der Arenrihtung des Fade 
um einen Weg CA = a fort und uͤberlaͤßt man ! 
num fich ſelbſt, fo wird es in Kolge der Elaflicitdt de 
Fadens wieder bis C gehoben, kommt daſelbſt mit ® 
ner gemwiffen Gefchwindigkeit c an, und feige dur 
feine lebendige Kraft bis zu einem Punkte B, von m 
| aus es wieder zurüdfält u. — w. Sa dem Rub 
| — wird das Gewicht G von der af 


| rn FE (f. $. 185) der Stange aufgehoben, es ift fr 


lich bier die bewegende Kraft P = I FE— G='! 


| oder 2 FE =G. Iſt aber dad Gewicht in ein? 


tieferen Punkte N, weldher um CN —= z von CH 
ſteht, fo fällt die bewegende Kraft 
p=H®FE-G=ZFE+TFE— = Fr 
und befindet es ſich in einem höheren Punkte Q, fo ift biefe Kraft 
P=6-"FFFE=6G— TFE+T 2 FE= 
Vernachlaͤſſigen wir die Maffe der Stange, fo ift folglicy die Acceletatiti 





"na - U N 
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mit welcher ſich G nad) C zuruͤckbewegt, p = z = zZ 9x0, und Rängentenin. 


daher u = un ‚wann p = ux gefegt wird, F den Querfhnitt, 4 


Die Länge und E den Elafticitätsmodul ber Stange bezeichnet. Da dieſes 
Geſetz mit dem in den vorigen Paragraphen behandelten Kal überein» 
flimmt, fo haben wir auch hier die Schwingungszeit: 

—— GL KL Gi 

Ve" VREgygY FE 

Segt man flatt F das Gewicht G, = Fly ver Stange und flatt E 


den Elaſticitaͤtsmodul Z = — nach Länge (f. $. 185, Anmerk. 1) ein, 
fo erhält man auch 


i= 


al a 
GL 
Wenn man umgekehrt bie — kbeobachtet, fo kann man 
die Elaſticitaͤtsmodul berechnen, indem man ſetzt: 
———— 
— pp we = on BR 
Diefe Formeln gelten auch dann, wenn bie Schwingung der Stange 
nur durch bloßes Anhängen des Gewichtes hervorgebracht wird; es ift hier 


iz — 


die Amplitude zu beiden Seiten von 0, a=A En I, wogegen wir 


oben a < A angenommen haben. 


Beifpiel. Wenn ein Cifendraht von 20 Fuß Länge und 0,1 Zoll Dide | 
dur ein Gewicht @ — 100 Pfund in Längenfhhwingungen verfeßt wirb, deren 
Zeitvauer Y, Secunde ift, fo Bat man & = Y,,” und den Claſticitaͤtsmodul deſ⸗ 


felben 
E = 0,082 .n! . ir. Tun ‚03,2 . 8000 . 18° n 
— 25600 . 324 x = 26000000 Pfund. 
$. 4. Die vorfichenden Formeln laſſen fih aud) anwenden, wenn das 
Sewiht G zufammendrädend auf eine fleife prismatifche Stange 
wirt Ebenfo finden diefelben noch ihre Anwendung, menn das an das 
untere Stangenende angehängte Gewicht gleidy anfangs mit einer gege>» 
benen Geſchwindigket v niebergebt. Nach dem Principe.der mes 
chaniſchen Arbeiten ift in biefem Kalle für die Fallhoͤhe h von G: 


E 
Ki T . ? 7 h?, daher 


= Er V (RE (FE) + 9% Er 


Langenſchwin⸗ 
gungen. 
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Nah Durdlaufung biefee Weges hat G feine Geſchwindigkeit verie: 
und fleigt nun in Folge der Elafticität wieder bis A, wo es wieder m 
der Geſchwindigkeit v ankommt. Endlich aber erhebt e6 ſich in Folge fein 


i 2 
lebendigen Kraft G 5 indem es die Stange comprimirt, noch um cn 


Höhe h,, che es wieder zurückkehrt und eine neue Schwingung begiaz 
Für diefe zweite > ift 


G — z = Gh, +77 Th, und daher 


nd EEE — J 


Durch Addition von h und h, bekommt man nun bie ganze Schwru 
gungsamplitude: 


+2 Gi © 
at —, T FE 
und baber die einfache Elongation: 


= (Ey +2. r 2 Eu 


Da aud hier p = z gx — u ill, fo hat man wie oben bie 3: 


7% — | 

— vg FE | 

Wenn die Anfangsgefchwindigkeit v des Gewichtes GT, durch ein nr 
berfallendes Gewicht (7 erzeugt wird, fo hat man es mit dem in $. 2% 
abgehandelten Kalle (Fig. 644) zu thun. Laflen wir das Gewicht G mr 
Fig. 644, der Gefchwindigkeit c aufſchlagen, und fegen wir einen mes 
ftifhen Stoß a fo haben wir die Anfangsgefchwint:;' 
keit von G + G 


einer Schwingung: 






— "Ge 
| = 7+rG 
daher die größte Schwingungselongation 
— (G+G)N? 2G21 a2 

— vH? * G+GJFE 25 
| und bie nn 
_a_, /tc+G)F, 

FE 

Die Elemente der Stange nehmen an den Schwingun 

von G@ oder (7 + G, Antheil, nur ift die Amplitude us 


t= 
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fo Bleiner, je näher da8 Element dem Aufhängepunßte liegt. Für ein Element 
C,, Fig. 643, im Abftande OC, — x vom Aufhängepuntte ift die Am: 


plitude y=7 a; voogegen die Schmwingungszeit, da diefe gar nicht von 


y oder a abhängt, diefelbe ift wie für (G. Es ſchwingen alfo alle Kies 
mente der Stange in von C nah O ftetig abnehmenden Amplituden 
ifodhron. 


Längen 
ſchwingungen. 


8. 5. Auch bie relative oder die Zorfionselafticität bietet Ges Quriamın- 


legenheiten zu Schwingungen dar, wie mir im Vorhergehenden Eennen 
gelernt haben. Für eine an einem Ende O feftgehaltene und am anderen 
Fig. 645. Ende C durd ein Gewicht (7 
— — geſpannte Stange oder Feder 
OC haben wir $. 192 die 


PB 

—3WE 
gefunden; es ift daher umge: 
1 ehrt die Kraft P, mit mel: 
cher die Stange gebogen ift, 


Wird nun diefe Kraft durch ein angchängtes Bewicht (s 


erfest, und a um CA= (CB = z vergrößert oder verkleinert, fo hat 
man die Kraft, mit melcher das Stangenende nach der Ruhelage durch 
die Elafticität der Stange zur&dgetrieben toird, 











3WE(a+x) 3WE(a-+r) 3WE 3WE 
PD agent G= en an m 8; 


daher die Acceleration, wenn wir bloß bie Maffe von G in Betracht ziehen, 
| pP 3WE 


p= 637 Gp 9°: und, da hiernach p=zur au fegen iſt, 


3VE 
Die Proportionalitaͤt zwiſhen p und © geflattet die Anwendung der 
Formel in $. 2, weshalb nun die Schwingungszeit 
3 x GR 
(= — folgt. 
VR vg — 


Fig 646. 


Fuͤr eine an beiden Enden 
frei aufliegende und in der 
Mitte C mit einem Gewichte 
G belaftete Stange MO, 
| u j Sig. 646, iſt nah $. 193, 

Meisbac's ARechanit. ute Aufl. I, 8». 42 | 





gungen. 
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— nn x GB 
im A ggpP daher die Schwingungsdauer ! = U IWF 


Beifpiel. Wie viel Schwingungen macht der hölzerne Arm eines Ki 
von 3 Fuß Länge, 4 Zoll Höhe und 3 Zoll Dide, wenn derfelbe an den Ci 
ein Gewicht von 300 „fund trägt? Es iſt hier 


mn  E= — . 1800000 = 28 800000, 


und Gl? — Eu 36° — 13996800, daher folgt die Schwingungedauer 
EU | / 136800 _ _ 0,08530 Ex. 
— VV 
und die Zahl der Doppelſchwingungen pr. Minute 


Terſerc. 6. 6. Die Formel I = — findet endlich auch bei dem Torſiort 
fd.reınyungen u 

pendel, d. i. bei einem Faden oder einer Stange DO, Fia. 647, fr 

weiche vermöge ihrer Torſion um ihre eigene Are ſchwingt. In der Iu: 
wird diefes Pendel mit einem belafter 
Querarm CC, verfeben, mittels defr 
die anfängliche Drehung des Zub“ 
hervorgebracht wird, indem man dia 
Arm aus der Ruhelage CC, in N 
Laue AA, bringt. Die Torſion dr! 
dann den Arm nah CC, zurüd, 1° 
vermoͤge der Trägheit geht derfelbe a 
noch weiter bis BB,, von me auf: 
nah CC, und AA, u. f m. jun 
kehrt. Wir haben oben ($. 210) ® 
Zorfiongmoment eines prismatift‘ 





Körpers Pa = — gefunden; m 


2l 
wiffen biernach, daß daffelbe umgeht 
— wie die Ringe OD — L des Fadens und direct wie der Torfiondein! 

MDC = a wädlt; ift nun T=Gr? da6 Traͤgheitsmoment des Arm 


CDC,, folglich 5 die auf die Armenden C und C, reducirte tk 


Maffe AT veffelden, fo folgt die Acceleration diefer Punkte: 
_P_eWE rG _aaWEog 


MT 2la' Wg 201 
Segen wir noch den Bogen CM=ca, welder der Armlänye DA=I 





Die Theorie der Schwingungen. | 659 


— a und dem veränderlihen Elongationswinkel EDM = «a entſpricht arte 
= r, fo erhalten wir den Ausdrud * 
WEg _ __WE 
PET zn 9” 





und fönnen wieder p = px, alfa = Me fegen. ® 


Es ift folglih auch die Schwingungsdauer, der Schwingungsbogen 
; ACB == A,C,B, mag groß oder Hein fein, 


ALL, 
Ve vVgY WE 


Anmerkung. Porftehende Formeln für die Schwingungen, melde durch 
die Glafticität feter Körper hervorgebracht werden, gelten natürlich nur fo lange. 
als mit den Ehmingungselongationen die Blafticitätsgrenze nicht erreicht wird. 

‚ Bei allen Maſchinentheilen find die Schwingungen möglihft zu vermeiden, weil 
i das Arbeitsquantum, weldhes auf dieielben verwendet wird, für die Mafchinen 
verloren geht; deshalb find diefe Theile höchſt forgfältig mit einander zu verbin« 
den, und es ift zumal ein fogenannter tauber Bang zu vermeiden, der zu Stößen 
- und Schwingungen Beranlaffung giebt. 


87 Die Theorie des Torſionspendels findet ihre unmittelbare Anz Disrinteir 
‚ wendung bei der Beftimmung der mittleren Dichtigkeit oder dee en 
‚ fpecififhen Gewichtes & unferer Erde. Nähere man dem einen Gewichte 

G am XArmende ADA,, Fig. 648, eines Torſionspendels eine ſchwere 

Fig. 648 z Kugel K, fo nähert ſich daſſelbe in 

| Folge der Anziehung um einen Meg 
AM==xz, es fest fi in dieſem Neuen 
Drte M von G die Anziehungsfraft A 
von A mit der Torſionskraft P ine 
Gleichgewicht, und es laͤßt fich Daher 
audy bie eine durch die andere beſtim⸗ 
men. Laffen wir nun nad Entfers 
nung der Kugel Ä das Zorfionspendel 
fchwingen, fo önnen wir die Schwin» 
gungsdauer beffelben ermitteln und 
hieraus die Xorfionskraft berechnen. 
Nach dem vorigen Paragraphen ift die 
Schwingungsdauer 

Zorfionstrft Paꝰ 
Maſſe des Pendel TI 
wenn 7 dag ——— und a die Armlaͤnge des Pendels bezeich⸗ 
net; daher bat man umgekihrt die Torſions⸗ oder Anziehungskraft 

42° 





== Ze ah, und D = 
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2 Tr 
Tıdıngkeit P= Tp — ul ‚8 Tr a? Ta 


der Eree. gu? ga? = gr? . 7 = get . ru und das tem Drebun 
2 
winkel & entſprechende Torſionsmement Pa = fr - Ta. 


Wenn nun die Anziehungsfräfte der Körper wie die Maſſen derict: 
und umgekehrt wie die Quadrate der Entfernungen mädfen If. & 24 
Beifp. 3), fo können wir die von hervorgebrachte Anziehungekaft 
mit dem der Anziehungskraft der Erde entfprechenden Gewichte Gr tee ti: 
nen Körpers an der Torſionswaage wie folgt vergleichen: 

P_K:s 3 

GT E:Rr 
wobei 5 die Entfernung MA der Deittpuntt r beider Maſſen G vr 
K von einander, r den Haltimeffer der Erde und E das Gewicht derfeir 
bezeihnet. Wir erhalten nun das legtere 


KGr? 
| E= pr 
und wenn wir flat E = %rı? . 5% feßen, die Dichtigken 7 


Erde: 

_; — E —. 3KGr? _ _3KG _ 38G _gea 
it Se AnPris?  AnPıs?  Arrs? mc 
oder wenn wir flatt 3 die Fänge I des Secundenpendels (f. $. 263) u 

3Kle Ga 





fübren, NIT ee T 
und daher das ſpecifiſche Gewicht derſelben: 


Mittels des einfachen Torſionspendels oder der- ſogenannten Ger 
lomb'ſchen Drehwaage fand zuerſt Cavendiſh: ẽ— 5,48; oder n 
Hutton's Reviſion: & — 5,32; ſpaͤter bei Zuhuͤlfenahme des Gari 
Poggendorff'ſchen Spiegelapparates, Reich: ze == 5,43, ent 
Baily, durch Verſuche ın größerem Maafftabe: — 5,075 Gi; 
alfo die mittlere Dichtigkeit ber Erde ohngefähr gleich der Dichtigkeit de 
Eifenglanzes. 

Anmerfung. Ueber die Ausführung der Verſuche zur Beftimmung N 
Dichtigkeit der Erde IR nachzuſehen: Gehler's phyſikal. Wörterbuch, Bo. I 
ferner die Abhandlung von Reid »Berfuche über die mittlere Dichrigkeit M 
Erde, Freiberg 1838« und die von Baily, Experiments with the torsion r« 
for determining the mean density of the Earth, London 1843. 


aragneiismue. 6. 8. Die Torſionswaage wird auch angewandt, um die Direct! 
onskraft oder das Drehungsmommt eines Magneten oder az 
Magnetnadel (franz. aiguille aimantée, engl, magnetic-needie) zu fr 
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- 


Den. Erſetzen wir den Querarm einer fo'hen Waage durd eine Magnet: wagnenemne. 
nadel oder einen Magnetſtab MDM,, Fig. 649, fo ſtellt fich derfelbe fo, 
daß feine Directionskraft von der Torfions: 
Big. 649 kraft aufgehoben wird. Weicht der unmag⸗ 
| netifche Arm in der Ruhelage AA, um den 
| Wintel ADN = « vom magnetifhen Me: 
ridiane NS ab, und ftellt fi der Magnetſtas 
MM, fo, daß feine Are um den Winkel 
MDN = 6 von dem Meridinne NS abfteht, 
I fo baben wie denjenigen Componenten A, 
| der Directionskraft A, welcher die Umdrehung 
ber Nadel bewirkt und von der Torſionskraft 
aufgehoben wird, A, = Rsın.ö. Die Tor⸗ 
fionstraft Pift Hingegen dem Torſions winkel 
| MDA — õ proportional, läßt ſich daher 
| =P=P, (@—Ö) fegen; man bat daher 
R sın.d = A N und folglid) 


= (5)? ö = (7) PR: 


wenn die Declination oder der Ablenkungswinkel 5 Kein iſt. 
| Nah dem vorigen Paragraphen laͤßt fi) aber die Torſionskraft P mit: 


tel& der Kormel 
gr a gr Fr er 
aus der Schwingungsdauer Eu. ſ. m. des unmagnetiſchen Torſionspendel 
berechnen, und folglich hiernach auch die Directionskraft 
R- * pt. .T 

des Magnetftabes finden. 

Das Moment diefie Kraft ift bei der Declination MDN = Ö der 
Madel, wenn mir annehmen, daß bdiefelbe ihren Sig in dem Abſtande 
DM = a von der Drehungsare habe, 


R,a = Ra sin. ô annähernd, bei Meiner Declination 
N m 
= Rad (a-Ö). Fr T. 


Diefes Moment (Ra sin.d) ift für d — 1, d. h wenn die Magnet: 
nadel rechtwinkelig gegen bie Magnetrichtung fteht, am größten, und zwar 
— Ra, und dagegen für ö — 0, d. h. wenn die Are der Magnetnabdel 
in den magnetifchen Meridian fällt, am Beinften, nämiih — Null. 

$. 9. Da die Directionskraft R der Magnetnadel Beinen Drud auf 
tie Drehaxe verurſacht, alfo die Nadel kein Beſtreben zum Fortfchreiten, 


= 
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Wagnerisnus. ſondern nur ein Beſtreben zur Drehung bat, wenn fie außerhalb des may 


netifhen Meridians fteht, fo folgt, daß die gınze Wirkung des Erdmas 


R R _. 
netismus auf einen Magnet aus einem Kräftepaare 37 5 Mir ben 


2 
größten Momente Ra beftehen muͤſſe. Da fid ferner jedes KRräftepa: 
R R DEN R R R, R 
3 durch unendlich viele andere Paare a 


u. ſ. w. erfegen läßt, deren Momente Ra, A,a,, R,a, u. f. w. a 
einander gleich find, fo folgt, daß weder A nody a, alfo weder die Din: 
tionsfraft noch ihr Angriffspunkt, fondern nur ihr Moment Ra beftimz 
if. Diefes Drehungsmoment Ka ift Überdies nody von zwei Facterr: 
p, und S, wovon g, dem Erd» und S dem Stab: oder Nadelmagnetn 
mus entfpricht, abhängig, weshalb wir A u,Sund Ra = p,S: 
fegen Eönnen. Was endlih nod das Maaß u, des Erdmagnetism:: 
anlangt, fo ift dieſes bei einer horizontalſchwingenden Nadel, wie wir fr: 
ber angenommen haben, nur ber horizontale Component der Intenfität : 
des ganzen Frdmagnetismus, denn der vertitale Component ge, wird dur 
die Unterftägung oder Aufhängung der Nadel aufgehoben. ft s die J 
clination oder die Abweichung der magnetifchen Erdare von dem Lorizont:. 
fo haben wir den horizontalen Componenten . 
Kı = MW c08S.t, 
dagegen den vertikalen 
U = u Sın.L, 
und endlich das Drehungsmoment einer Magnetnadel: 
Ra sin.ö = u cus.ı.. Sa sin.d, 
alfo ihren größten Werth 
Ra = uSa cos.ı. 


Shminangn 9 10. Man kann aud das Drehungsmoment einer Magnetnadt 


anıer 
Weogneinotel 


Fig 650. ausderSchmwingungezeit derfeltr 

' u feldft berechnen. Bringt man die auf, 
gehängte Magnetnadel MDM,. Fig 6bob 
aus ihrer durch das Gleichgewicht ımi 
[hen der Zorfions: und der Magnetkref 
bedingten Ruhelage, fo daß fie va 
diefer um den Meinen Winkel MDÜ 
= 9 abweicht, fo nimmt entweder di 
magnetifche Directionskraft um Ag 
zu und die Torſionskraft um P,p ah 
oder es tritt das Umgekehrte ein, u 
jedem Kalle erwaͤchſt alfo aus beiden 
eine Kraft (R+P)YP oder ein Me 
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ment (R+P)ya=(R-+P) x, welches den Magneten nach der Ruhe⸗ S:hnsinannı 
Lage zurüdteeibt. Iſt nun T das Trägheitsmoment der Nadel, fo haben —EVE 
wir folglich die Beſchleunigung, welche dieſer Kraft entſpricht, 

f ——— 9 


’ 


und legen wir diefelbe = ur, ſo abatten wir 





ſo wie die Schwingungsdauer 


— 


tiſchen Kraft bezeichnet, 


r 7 
F —— ran 





oder, wenn v das Verhaͤltniß - = * 3 der Torſionskraft zur migne⸗ 
_T_ 
Hat man I durh Beobachtungen gefunden, fo kann man hiernach um- 


* gekehrt das magnetifhe Umdrehungsmoment finden, es ift naͤmlich 


7? T_ 
Ro= a im 


Iſt die Torſionskraft Bein, fällt namentlich die Ruhelage MM, nahe 
in den magnetifchen Meridian, fo kann man v vera igen und 


— EV ‚ fonie Ra= Ar - T fegen. 


Noch koͤnnen wir v Ra den oben angegebenen Werth eins und daher 
x2 
u Sa cos.ı = IR - T fegen. 
. Für eine im magne'ifhen Meridiane fchwingende Inclinationsnabel ift 
bagegen uSa = FTD - T. und für eine Nadel, deren Umdrehungsare 


in dem magnetifchen Meridinne liegt, die ſich daher ſelbſt vertikal zu ftel- 
len ſucht: 


2 
uSa sin. = * T. 


2 
Die Formel u Sa cos.ı = * - T giebt uns in uSa cos. ı ein 


Product von vier Kactoren; ra fich aber die Inclination ı durch Beobach— 
tungen an einer Magnetnadel beftimmen und ſich Sa auf eine beftimmte 
Weiſe nicht in feine Kactoren zerlegen laͤßt, fo bleibt nur eine Zerlegung 
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des bekannten Productes u. Sa in die Kactoren u und Sa zu volzid 
übrig. Wie fich diefe Zerlegung mittels Declinationsbeobadhrungen em 
lichen läßt, wird aus Folgendem hervorgehen. 


nit 9. 11. Die Kräfte, mit weichen ſich die ungleichnamigen Pole jr: 


Fin Fr 


Magnete anziehen und die gleichnamigen Pole derfelben abſtoßen, ki 
im umgelehrten Verhältniffe der Quabrate der Entfernungen. R 
überzeugt fi) hiervon am einfachften durch die Beobachtungen an e 
Meinen Magnetnadel, welche man in der Nähe eines größeren Man 
ftabes ſchwingen läßt. Zu diefem Zwecke legt man den Magnetitad h 
zontal und parallel dem magnetifchen Meridiane, fo daß fein Norec 
gen Nord, alfo fein Suͤdpol gegen Süd gekehrt ift, und bringt eine! 
Declinationsnadel in die Verlängerung der Are des Magnetftabes 
nun der Abftand Ss des Stiftes diefer Nadel von dem einen Pol dei 
netftabes viel Bleiner als der Adftand von dem anderen, fo kann m“ 
Wirkung des legteren auf die Nadel Nut fegen und annehmen, daft: 
die Wirkung des näheren Poles der Coefficient u, der ttdmamen. 
Kraft noch um einen gewiſſen Werth x, oder x, vergrößert werde. 
nun die Schwingungszeit der Nadel = t, wenn der Magnerftab fi it. 
nicht in der Nähe derfelben befindet, dagegen — I, , wenn ber näher 
diefes Stabes um s, von dem Stifte der Nadel abfteht, und — I.. "' 
dieſer Pol un s, von dem Nadelſtifte Pfteht, ſo haben wir 


* 
p,Sa = * -T, GU Sa = gi KT und (p,+2%,)5@ a 
daher folge durch Divifion 





Bıt% _ 12 und nenn — 5 folglich 
— 1 
x, — 12 (2) u, und u, = =) gi, endlich 
— 2— 
a, 


ED 7 Zu 
or 
ober, wenn ftatt !, i, und f, die Schwingungszahlen = = 1 


60 
und n, = 7 eingefuͤhrt werden, 
2 


U: nn? in. 
Wenn nun die Wirkung des Magnetftabes auf die Nadel dem u 
Eehrten Quadrate der Entfernung proportional ift, fo muß auf 
%:% = SS? : 5, und folglich aud) | 
non? 8 
nn, 8 
fein, was auch durch die Beobachtungen beftätigt wird. 
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8. 12. Die Wirkungen eines Magnetftabes NS auf eine Magnet 


‚ nadel ns fallen am einfachften aus, wenn der Magnetftab rechtwinkelig 


gegen den magnetifhen Meridian gelegt wird, und zwar entweber fo, daß 


ſich der Stift d der Nadel ns, Fig. 651, in der Verlängerung von NS, 
oder fo, daß er fih in dem durch die Mitte C gehenden Perpendikel von 


- ”-.: Wun. Ui ei TE EEE EEE“ ET — en — 


NS, $ig. 652, befindet. Segen wir vor der Hand die Kraft, welche ein 
Big. 691. | Fig. 652. 





Pot von NS auf einen Pol von ns in der Entfer- 
nung Eins ausübt, — K, fo haben mir für den 
erften Fall, Sig. 651, wenn a die Ränge NS und e 
die Entfernung Cd der Mittelpunkte C und dvon NS 
und ns bezeichnet, die Kraft s, mit meldyer von N an: 
| — annähernd = — — 
ya) 
und die, mit welcher s von ;S abgeftoßen wird, 
P= 


gezogen wird, P= 





— 
Ss? (e+1raj?" 


daher die , Mitteltraft aus p und PL: 


41 
Ä Gr = = — = — 


__ — 


Maganeniſche 
Unziebungss 
gefene. 


— (et ka) (e—Yap " — (et rar ea 


oder, wenn Y,a gegen e klein ift, 
_.2aeK _2ak 
Vena 
Ebenſo ift die Mitteltraft aus ber Anziehungs: und Abſtoßungskraft 
des Mordpoles n: 





2aK 
—Q — — 


und daher das Moment des von dieſen Mittelkraͤften gebildeten Kraͤfte⸗ 
paares, wınn I die Entfernung der Pole der Nadel bezeichnet, 


2alK 
Qi = — 
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Maanciite Für den zweiten Fall (Fiy. 652) find hingegen Die Anziehung: ı© 


Any erungss 


sten. Abftoßungskräfte in s: 





K K 
P= — = —, undiein n: 
N 8 82 
— K q 
Sn? u? 
folylih die refultirend n Mittelkräfte: 
„ CN aP _ak aK 
ee Ns ze Ns N8 und (, = N 


Menn nun d und Y,l anfehnlich kleiner find als e, fo Binnen 
ftatt Ns = Ss und Nn = Sn den Mittelmertb N d = Sd un. 
für den Näherungswertb Cd — e einführen, erhalten demnach 

ak 
Q = Q, — e’ 
und daher das Monient des von O und Q, gebildeten Kräftepaures 
Die alK 
— 
d. i. Halb fo groß als im vorigen Kalle, was auch durd) "die Beobadi 
gen vo'itommen beftärigt wird. 

Uebr'gens ift aber die Kraft A felbft noch ein Product von der Int“ 
ſitaͤt des Magnetismus in ns und von der (S) in NS, alfoK = 
zu fegen, weshalb nun für den erften Fall 

0= ae , und fiir den zweiten 


0= * refultirt. 











Snimmung $- 13. Ueberlaffen wir in beiden der vorher hetrachreten Zule 
ve ne gnetnadel ns der Einwirkung des Magneten NS, fo nimmt dirk: 

Kig. 653. eine neue Stellung u 
Fig. 653, ein, wohn” 
die Kraft O, mir mi” 
der Magnetſtab auf! 
Nadel einwirft, mit“ 
4 Kraft A, die der En: 
netismus auf fie auf 
ins Gleichgewicht fest. - 
nun Ö der Ablentur 
wintee MDN — SI! 
fo haben wir die fih” 
Gleichgewicht haltendt 
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Seitenträfte von Q und R: Q, = 0 cos.ö und AR, = Rsin.d, folglich) Behimmnung 


maynıtidmud. 


O cos.ö = R sin.ö, und fonad) fang 6 = 2, oder, wenn wir nach 


Sa Sa 


7 oder O = a’ 





dem vorigen Paragraphen entweder ( — 2 


und nad) $. 9, A = u,% fegen, entweder 
2x5Sa _ 25a 
CT Bı we 

Hiernach läßt fi) nun umgekehrt das Verhältniß des magnetifchen Mo⸗ 
mentes des Stabes NS zu ber Intenjität des Erdmagnetismus finden, 
benn es ift entweder 


e tang. ô oder = e tang.d. 


Die Beobachtung der Schwingungsdauer des Mognerfiabes | NS giebt 
uns aber (nach $. 10) das Product 


2 
„Sa= ZT; 


daher folgt durch Sombination beider Gleichungen das magnetifche Mos 


ment des Stabes entweder 
VTetang.6, 


Saı — vVYTe tang.d over Sa = — 
H —X 


und das Maaß der horizontalen Componenten des Erdmagnetismus, ent: 


meder 
X Vv 2 T cotang.6 * V T cotang.ö 
u — — - oder = — — —, 
t tvg e⸗ 

je nachdem man Ö auf die eine aber die andere Weiſe beobachtet hat. 

Durch Divifion mit dem Cofinis ber Inclination (cos.ı) bekommt man 
die ganze Stärke des Erbmagnetismus: 1 — Fr 

Um ſich einen Maren Begriff von dem Coefficienten oder dem Maaße 
u des Erdmagnetismus zu verfchaffen, muß man. in dre Formel 


Raz=uSa und Ql = Di 


z—=S= 1 feßen; dann befommt man Ra=u und Ol==1; es ift hiernach 

1) das Maaß p der Intenfität des Erdmagnetismus dasje— 
nige Moment, mit welchem buch den Erdmagnetismus eine Magnetnadel 
umgedreht wird, deremmagnetifches Moment — Eine ift; und es ift 

2) das magnetifhe Moment einer Magnetnadel S Eins, wenn 
fie einer andern ihr gleichen und mit ihr gleich ſtarken Magnetnadel bei 
der zweiten, in $ig. 652 abgebildeten Stellung in der Entfernung Eins 
in Moment Eins (1 Riltimetermiiligranmm) ertbeilt. 


tang.ö = 


 ‚oe=l=e=1, fo pie aud 





— 


may! —— 


Wellen. 
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Nah Weber's Angaben iſt, wenn die Acceleration der Ehe | 
Millimeter wäre: | 
in Göttingen u — 1,774 Millimetermilligramm, 
in Minden u 1,905 ° » —— 
in Mailand u = 2,018 » » 
für die Acceleration der Schwere von 9810 Millimeter im mitten & 


ropa find aber diefe Werthe YY81U = 99mal fo Hein. 


Anmerkung. Zum tieferen Studium des Magnetismus find aut” 
Phyſik von Poui!let und Müller, vorzüglih noch Lamont's Hanttud * 
Erdmagnetismus (Berlin 1849) und Gauß und Weber's Refultat au! 
Beobachtungen des magnetiihen Vereines, Göttingen und Leipzig 1897 bu lx 
zu empfehlen. 


$. 14. Mir haben bei den Längen: und Querfhmingun 
prismatifcher Körper im Obigen ($. 3, 4 und 5) gar nicht auf die # 
dieſer Körper Rüdfiht genommen, fond.rn nur die Maffe des den 87 
fpınnenden Gewichtes in Betracht gezogen. Im Folgenden meln 
hingegen von einem fpannenden Gewichte ganz abfıhen, und voraufff 
daß der Körper durch einen momentanen Impuls, oder durch em? 
eine kurze Zeit lang wirkende Kraft in eine f[hwingende Beneguni 
worden fei, und daher den fehtwingenden Körper allein als träge # 
behandeln. Den einfahften Fall bieten aub bier die Längenfchmwing:" 
dur, betrachten wir daher auch diefe zunächft. 

Wir wiffen aus dem Obigen, daß fämmtliche Theile einer pr.emat" 
Stange BM,, Fig. 654, in Schwingungen verfept werden, mm?“ 


Fig. 654 













M, =, | 


up 09 —___— en Ze 
1} 


BED Ben 





diefe Stange durch eine in ihrer Arenrichtung wirkende Kraft P # 
dehnt oder comprimirt hat. Nicht allein das Endelement . font” 





Tie Theorie der Schwingungen. 669 


»des andere Element M,. M, ... der. Stange fehwingt dann innerhalb 
ines gewiffen Raumes BD, B,D,, B2Dz . . » hin und ber, den man 
ie Shmwingungsamplitude nennt; auch läßt fich, wenn die Stange 
ehr lang ift, annehmen, daß biefer Raum bei allen Elementen einer und 
erfelbe fei. Wenn nun au die Zeit, innerhalb welcher ein Stangen: 
lement eine Schwingung vollendet, ar allen Stellen der Stange eine 
nd diefelbe ift, fo können wir doch nicht vorausfegen, daß fich alle diefe 
Ftiemente M, M,, M, u. f. w. gleichzeitig in derſelben Bewegungs: 
‚bafe, 3.3. gleichzeitig in der Mitte ihrer Schwingung befinden, fondern 
ir müffen vielmehr annehmen, daß die Mittheilung der von M ausge: 
enden Bewegung Zeit erfordere und derfelte Bewegungszuſtand eines 
Slementes um fo fpäter eintrete, je entfernter Diefes Element von der 


Berwegungsquelle P entfernt if. Es iſt hiernach möglich, daß in dem 


Yugenblide, wenn M einen Schwung BD bin und zurüd gemacht hat, 
‚a8 Element M, nod auf dem Ruͤckwege begriffen, 3. B. erft in C, fei, 
‚aß ferner das Element M, erft einen einfachen Schwung gemacht habe, 
ılfo ‚den Ort D, einnehme, daß das Element MM, erſt die Hälfte des 
Hinweges zuruͤckgelegt babe, daher in Cz ftehe, daß endlich ein Element 
M, erft eine Schwingung beginne, alfo mit M gleichzeitig fchminge. Die 
Hefchwindigkeit, mit welcher eine und biefelbe Bewegungsphaſe von M 
us nach und nach in bem Körper fortfchreitet, heißt die 50 rtpflan⸗ 
ungsgeſchwindigkeit (franz. vitesse de propagation, engl. velocity 
f propagation) der Schwingungen des Körpers. Ferner bezeichnet man 
‚en Inbegriff aller derjenigen Elemente von M bis M, bee Körpers, welche 
ich in den fämmtlichen Bewegungsphaſen einer Schwingung befinden, 
ilſo zwiſchen zwei Elementen M und M, von gleihem Bemegungszuftande 
nthalten find, mit dent Namen einer Weite (franz. ondulation , engl. 
andulation, waving) des ſchwingenden Körpers, und nennt den Abftand 
MM, ſelbſt die Länge der Welle. Eine Welle befteht aus einm Hin: 
tertheile BD,, innerhalb deffen fich die ruͤckkehrenden Elemente, mie 
M,, Ma... befinden, und aus einem Vordertheile D,B,, w.cher 
yie noch vorteärtögehenden Slemente M,. M, . . . einfchlicht; man nennt 
auch wohl BD, den verdbünnten und D,B, den verdichneten Theil 
ber Welle, weil alle ruͤckkehrenden Elemente innerhulb BD, in Ausdeh⸗ 
nung, und alle hingehenden Elemente D,B, noch im Jufammenprüden 
begriffen find. 

d. 15. Die Bemegungs- und Gefhmindigkeitsphalen inner: 
halb einer Melle laffen fi recht gut durch die Ordinaten von Schlinger: 
linien wie FC,G,C, H, und BM,D,N,B, darftellen. In dem Augen> 
blide, wenn 4 in B eine neue Schwingung beginnt, und die größte Elon⸗ 
gation und Null Geſchwindigkeit bat, befindet ſich M, in der Ruhelage, 


Wellen, 
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hat alfo die Elongation Nut und die größte Geſchwindigkeit; beides m’ 
aud durch die genannten Curven angezeigt, denn bie erfte oder Elm 
tionscurve geht in Z um die Amplitude BF= CB uber die Anl. 
bin und durchſchneidet in C, diefe Are, wogegen die zweite oder rfhr: 
digkeitscurve in B durch, die Are hindurchgeht und in C, um die Wars: 
geſchwindiakeit C,M, über der Are hinlaͤuft In demfelben Augakt 
befindet fich ferner das Element M, auf der andern Seite im ar 
Abſtande von feiner Rubelage C, und es ift feine Geſchwindigkeit mu: 


Big. 655. 





M gleih Null; auch dies ift aus beiden Curven zu erfehen, denn de 
täuft in D, um die Amplitude D,G, unterhalb der Are bin, und dr 
dere fchneidet die Are dafelbit, hat alfo die der Gefchwindigkeit 
chende Ordinate Null. Ebenfo werden durch diefe Curven die B 
und Gefchwindigkeitsphafen der Elemente M,, M, u. ſ. w. angegeben. 
3. B. die erfte Curve die Are in C, fchneidet und die zweite dafeltitr 
den Marimalwertb C, N, unter der Are hinläuft, fo wird dadurch 
zeigt, daB in diefem Augenblide das Element M, durch feine Ruh: 
mit dee Marimalgefchwindigkeit in pofitiver Richtung hindurch gehe. ® 
man bie Bewegungsphafe irgend eines anderen Elementes AM, zei: 
M, M,, M, u f. w. im Augenblide kennen lernen, wo das erfte Ciew" 
M eine neue Schwingung beginnt, fo darf man nur von demſelben 
Perpenditel auf die befprochenen Gurven herablaffen. Das Seid! 
diefes Pe pendikels zwifchen der erften Curve und ihrer Are entfpridt F 
Elongatien diefes Elementes und das Stuͤck TU zwifchen der zn 
Curve und ihrer Are giebt die Geſchwindigkeit deſſelben an. Da be 
Drdinaten abwärts gerichtet find, fo deuten fie auch an, daß fen" 
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Elongation ale auch bie Gefchwindigkeit pofitiv fei, d. i. die Richtung der 
Fortpflanzungsgeſchwindigkeit babe. 

Befände ſich das Element M in D, träte es alfo eine rüdgängige Be 
wegung an, fo würden ſich die verfchiedenen Elongationen der übrigen 
Elemente einer Welle durch die Ordinaten der punktirten Curve JO, K,CzLZ,, 
und die Gefchmindigkeiten derfelben burch die Ordinaten der punttirten 


Gurve DO,B,Q;D, tepräfentiren laffen. Die doppelte Schwingungs⸗ 


dauer eines Elementes, d. i. die Zeit I, innerhalb welcher daſſelbe den Weg 
BD + DB zuruͤcklegt, ift auch gleich der Zeit, innerhalb welcher bie 
Schmwingungsbewegung um die ganze Länge Z einer Welle fortgepflanst 
wird, iſt daher c die Fortpflanzungegefhmwindigkeit, fo hat man die ganze 
ins der Welle: | | 
AB, =l=e.2!= 2ct. 
Die Länge des Hintertheild der Welle ift aber 
BD,=l\=BB,+B,D,=ct+A4, 
nd die des Vordertheiles: - 
DB, =L=DD — BD, =ct— A, 
o 4 die ganze Schwingungsamplitude eines Elementes bezeichnet. 
Anmerfung Mit Hülfe der Echwingungseurven lafien fi auch die Er⸗ 
cheinungen vor Augen führen, weldye mit ver Interferenz der Wellen begleitet 
ind. Ziehen wir nur zwei gleiche und entgegengefegt laufende Wellenzüge in 
etracht, und hiervon wieder in ABCDE und FGHIK, Fig. 656. nur diejenigen 
urven, deren Ordinaten die Echwingungselongationen abſchneiden. Aus den 


Fig. 696. 





Echwingungselongationen eines zwei Wellen angehörenden Glementes entſpringt 
eine mittlere Glongation, welche genau fo gefunten wirt, wie jere mittlere Bewe, 
gung aus ;wei Seitenbewegungen (S. $. 27), und zwar bier durch die algebrais 
ſche Addition der einfachen Glongationen. Hiernady werten in ven Punften M 
und N, wo ſich beide Wellen urven begeanen, die Ordinaten verdenpelt, und das 
gegen in den Bunften O unt O, wo beide Curven auf entgenengeießten Ceiten 
von der Are AE gleichviel abitehen, die Ordinaten vernullt, und es reiultirt aus 
beiden Wellencurven eine dritte FRBOHSDOK, deren Ordinaten tie Blongas 
tionen aller Glemente in der Are AE angeten. Während die Wellenzüge ABC 
und FGH einanver entgegenrüäden, ändert ſich natürlich aud die refultirente 
Wellencurve FRBO u. f. w.; es if indeſſen leicht zu ermeflen, daß hierbei die 
Ruhepunkte O und Q ihren Ort nit ändern, da hier die Ordinaten ber einfa= 
hen Wellenzüge aud während ver fortgeſetzten Bewegung derſelben gieih groß 


Wellen. 
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und entgegengefegt bleiben. Diefe Punkte find die fogenannten Schwingen 
fnoten. 


genutene 68. 169). Die Fortpflanzungsgefhmindigfeit der Wellen If 
era. auf folgende Weife ausmitteln. Denken wir uns den fchmingenden ki 
BO, $ig. 657, aus unendlichen Elementen, jedes vom Querfebnitt 47 

von der Länge BÜ=CD —= dx beftchend, und nehmen wir an, 
Bewegungszuftand is‘ 
nen Elemente BL=!: 
in einem Zeiteleme: 
vollfommen auf ds’ 
nn gende Etement CD=! 
' ütergebe, daß alſo de? 
Degungestafen in der Axentichtung des Körpers mit der Geſchwird. 





















= * = fortfhreiten. Segen wir voraus, daß die Elemente BÜ u: 


in der Zeit ? von Cnah N ſchwingen und dadurch in die Lagen M\= 
und NO=drz, kommen, und bejeihnen wir die entfpredende Elon:” 
CN durch y. War nun die Trennungsflädie zwiſchen beiden Ele“ 
vor di Secunden in N, und gelangt diefe d4 Secunden fpäter nt 
fo haben wir die entfprechenden Wege der Elemente: NN, = di’ 


ay 
NN, = dy,, ferner die Geſchwindigkeiten v = — und = 


und daher die Retardation: 





Da dt Secunden vor dem Zeitpunkte, wo die Elemente BC wm!‘ 
die Stellen MN und NO einnahmen, N, genau in derfelben Phak! 
wie jegt O, fo bat man.auh CN, = DO; und da ds Secunba? 

. diefem Zeitpunfte N, mit Min einerlei Phafe war, fo folgt au CN,=! 
Aus beiden Gleichungen ergiebt fih nun 


NO = DO — DN, = DO — (CN, —CD) = CD wi! 
MN, = CN, — CM = CN, — (BM—BC) = BC, we! 
NN, = dy, = NO—NO = CD—NO = da — die, * 
NN, = dy, = MN,—MN = BE—MN = dr— da. 


Es ift alfo das Wegefement dy, zugleih die Zufansmendrif 
dc — dr, des Elementes NO und das Wegelement dy, die Zufame 
drüdung de — da, des Elementes MN. Sft nun noch E der Ei 
tätsmodul des ſchwingenden Stabes, fo hat man die aus den Zufam® 
druͤckungen hervorgehenden Spannungen der Elemente MN und a: 
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91 da ') AE = ar - AE und. 
(ze AE= u. AR. 
LU] dx ® 


Durch eu diefer ee heben Opannungen von einander erhält man 
un die verzögernde Kraft: P= — IS, = (u% AE, un 
: nun nody Y die Dichtigkeit der Stangenelemente BC,CD, alfo Adx.y 
8 Gewicht und Ado.y bie Maffe M eines Stangenelementes, fo hat 





an die Befchleunigung deffelden in N, auch 
— P __ (dy—dy; g _ gE , dy—dy, 
pP 4m dz )AE — da 
Durch Gleichſetzen beider Werthe fuͤr p erhaͤlt man nun die Gleichung 
dy—dy, _ gE_ a —dy, 
dr v» de 
d® _gE —gE 
en oder c = > 
fo die Kortpflanzungsgelfhmindigkeit Schallgeſchwindigkeit), 


= VE = Vol. 


o L ben Saflicitätsmobul nad) Fänge bezeichnet, folgt. 





‚ woraus 


Beifpiel. Nimmt man den Claſticitaͤtsmodul des Tannenholzes 
— 1'800000 Pfund und das Gewicht eines Cubikfußes deſſelben — 30 Bi. 
1, fo erhält man die Kortpflanzungsgefhtwindigfeit deſſelben 


174.1:3000000 - 
—E VER VI - 60000..9 = 16832 Yuf, 
4. ungefähr 15 mal fo groß als die der Laft. 


Anmerfung. Diefe Formel für die Fortpflanzungsgeſchwindigkeit gilt 
sch für eine gefpannte Saite, und fogar für das Wafler und für die Luft. Iſt 
der Druck der Luft auf die Blächeneinheit, fo hat man die den Verdichtungs⸗ 


rhältnifien = und “ entſprechenden Spannungen nach dem Mariotte'⸗ 


und daher die bewe⸗ 





| —_ _ _ pda 
hen Geſetze S, —— und S, ds — an, 


ende Kraft auf ein Element vom Querfähnitte A: 

, FAT a) (de — de)’ 
ber ba = nur ein Feiner Brud iR, alfo (de — dy,) (dx — dy,) = dz"' 
ejebt werben fann, P = En Ze) AP, Diefer Ausdruck flimmt mit dem 


Weisbach's Mechanik. 2te Aufl. I. Bd. 43 


Fortpſtan⸗ 
zungeges 
fdwintigfett. 
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Sortsfan, Obigen, wenn man ſtatt p, E einfebt, vollflommen überein, es ik feat 


* 
wen. Schallgeſchwindigkeit in der Luft c — g.-. 


Dei der Lehre von der Wärme wird im zweiten Bande gezeigt, kai m: 
ber Wärmeveränderung, welche mit ber Dichtigfeltsveränderung der Bot :- 
wendig verbunden iſt, an biefer Formel noch ein Goefficient anzukrinm ! 
Da die Dichtigfeit y der Luft ihrer Epannung p proportienal if, fe kltz 
p aus der Formel Heraus, und es bleibt nur nod die Temperatur Fin ir 
zurück. Gewöhnlich nimmt man für Luft 


ce = 333 Y 1 + 0,00367 . ı Meter = 1061 YV IT 0,087. 
Beifpiel. Wenn nad) der Anmerfung des 6. 295, eine Wafferfick!: 
15 Pf. Kraft um 0,000050 feines Volumens zufammengedrüdt mirt, ic 
ſich für diefe Flüſſigkeit EZ — — 300000 Pfd., und daher tie && 
gefchwinbigfeit in derfelben 
eer/fan. RM, /a1,25 , ZW in 
alfo ungefähr 4,3 mal fo groß als die Schallgeſchwindigkeit in der Luit me 
Somingungee $. 17 *). Wir können nun audy die Zeit einer Schwingung finde! 
dem wir zunaͤchſt die Gleichung fuchen, welche die Abhängigkeit der Ser 
gungselongation von der Zeit und von der die Ruhelage des [hmm 
den Elementes beftimmenden Abfeiffe z ausdrüdt. Sicherlich ift y w 
eine Funktion von als auch eine von ©, es laͤßt ſich folgid y=! 
und auch y = Y(z) ſetzen. 
Aus der erften diefer beiden Funktionen folge durch Differenziitin 
variable Schwingungsgefchmwindigkeit 





15 
0,L0U050 





= > 
und ebenfo die entfprechende Acceleration 
= 
Pp= =9(l). 


wo p,(l) und 9, (f) andere Sunttionen von ausdruͤcken (vergl. | 1 
Die zweite Funktion giebt da6 Ausdehnungsverhälmiß a =y: 
alfo die Spannung 
S= AE. N = AE- Ha), 


daher die bewegende Kraft des Maffenelementes AM = Adı- z 
dS—=AE- ala) _ ARE) 
. da dx 
i i — _ gE m 
und die entfprehende Acceleration pP — My d, (d); 


natüchih (x) und Y,(x) andere Funktionen von X anzeigen. 
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Segen wir bie beiden Ausbrüde für p einander gleich, fo erhälten wire 402æ 
olgende Endgleichung: —* 


p(l) = - Ya), oder, da = — ec? iſt, 


PS) c. Vꝛ). 
Dieſer Differenzialgleichung wird durch folgende Integralgleichung 
=o)=Yla)=F (d+m) + fld—n), 
vo F und f unbeflimmte Funktionen von den in den Parentheſen enthalt 
:enen Größen bezeichnen, entfprochen, denn es iſt 


Pl) = ol = eF,(ct+2) + cfılet—n), 
pl) = er] _ @F,(ct+0) + Aftet— x) 
= @[Fled+2) + let —@)], ferner 
= EN = Frleı+a) — frlot—a) und 
W (X) _ me =T,(ct+2) + fi(et—z), alfo wirklich 


2. Ya). | 
Obgleich die Funktion / Fl(ct 40) + f(ct—x) eine unbeftimmte 
iſt, ſo laͤßt ſie ſich doch, wenn man noch naͤhere Beſtimmungen des ſchwin⸗ 
genden Koͤrpers giebt, dazu benutzen, um die Schwingungszeit des ſchwin⸗ 
genden Koͤrpers zu finden. Wie dies in einigen Faͤllen moͤglich iſt, wird 
aus Folgendem erhellen. | | 


Anmerfung. Wenn man aus den Formeln dy = edi und da — cdt, 
dt eliminirt, fo erhält man den Ausprud Yy_! oder, da IL die Verdich 
N dz e ; 4 dz ⸗ 


tung 6 bes ſchwingenden Elementes ausbrüdt, o = * es iſt alſo die Verdich⸗ 


tung an jeder Stelle des ſchwingenden Stabes in einem nnd demſelben Augen⸗ 
blicke der Schwingungsgeſchwindigkeit dieſer Stelle proportional. 


$. 18 . Nehmen wir zunaͤchſt an, der ſchwingende Körper habe Die vninmuns 
Länge l und ſei an beiden Enden feſtgeklemmt. In dieſem alle iſt for ?r, Laie 
wohl für © = 0, als auch für © = !, y — 0, folglich Ä 
F(ct) + f() = 0 und F(et+h + fldt—) = 0. 
Aus der erſten Gleichung folgt f = — F, und bringen wir dieſe 
Beziehung in ber zweiten Gleichung an, fo erhält man 
- fa +) —fld—) = 0,2. i. f(et +) = fd), 
oder, wenn man ci — == ct, nimmt, f(ct, +2) = f(et,). Es nimmt 
43* 
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Brkimmung alfo die Funktion f ſtets benfelden Werth wieder an, wenn ci, m! 
tatamodul. alfo die Zeit t = x größer wird, und es ift folglich auch 





li = — — al SE 
die Zeit eines Doppelſchwunges. Segen wir zweitens voraus, daj k 
ſchwingende Körper an beiden Enden frei fei, fo haben mir für z=' 
und x = |, S, alfo auch Y, (a), = 0, baher 
F, (ct) — i(c) = 0 und Fiſct h —fı(d—) =. 
Hiernach if = F, und f‚( +4) = fı(et—I), oder fı(cht: 
— f,(ct,), und folglid wieder die Schwingungsbauer &, = 2 
Iſt ferner dee Körper an einem Ende frei und an dem andern ft 
fo hat man für 2 = 0, y=0 un für z = |, S == 0, daher 
F(c) + fc) = 0 md Fa +) — fi(d—) = 0, 
es folgt nun f = — F, und folglich au f, = — F,, und babe 
fı(e+D + ı(a—d) = 0, oder fi (ch +2) = — fı (A 


Hiernach nimmt alfo der Körper nach der Zeit 4, —= = ſtets dene 
gefehrten Bewegungszuſtand an, und es ift folglich erſt in der doppelım; 
2, = 4 eine Schwingung vollendet. Man hat alſo bier die Ci 


41 J 
bo — 75 Al V% 


alfo doppelt fo groß als in den beiden erften Faͤllen. 

Mittels der gefundenen Formeln kann man aus ber beobadt” 
Schwingungszeit 1, oder vielmehr aus ber Anzahl n der Längenide 
gungen, welche ein prismatifcher Körper in einer gewiffen Zeit macht, * 


Elafticitätsmodbul E= (7) und die Sortpflangungs: © 


gungsdauer 





Schallgeſchwindigkeit in deinſelben, = a berechnen. 


Beifptel. Gin ganz an beiden Enden eingeklemmter Gifenbrafl * 
60 Zoll Länge wurde durch Reibung nach feiner Arenritung in Longitaw 
ſchwingungen verfeßt, deren 1589 auf eine Secunde gingen. Wie groß ih * 
nach der Claſticitätsmodul und die Vortpflanzungégeſchwindigkeit des Dre 
fens? Nach einer der obigen Formeln hat man den Glafiritätemonui nad F 
oder Höhe 


A — 000500 Zul 





8 gq 3125 , 12 | 


J 
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und wenn nun.ein Cubikzoll dieſes Ciſens 0,294 Pfund wiegt, der, Glafticitäte: Befinmung 

nodul m Gewicht: Bu sl 
— 96'950000 . 0,294 = 28500000 Pfund (Bergl. Tabelle $. 189). 

Die Teens oder Schallgeſchwindigkeit ift 


— VE = 31,35 . %950000.. Y,, = V31,25 . 8:080000 = 15890 Fuß, 


— die Schallgeſchwindiglkeit c, = 1060 Fuß der Luft als Einheit —— 





Anmerkung. Sind die ſchwingenden Säulen ſehr lang, ſo hängt die 
Schwingungszeit von der Wellenlänge oder, nad) Befinden, von dem Abftand } 


weier Schwingungsfnoten ab; es tft dann aber ſtets &, = u Diefe Zeit be: 


timmt auch die Höhe des mit den Schwingungen verbundenen Tones; je größer 

„der Kleiner &, iſt, deſto tiefer ober höher fällt au der Ton aus. Die Stärfe 

»es Schalles hingegen wählt und ‚nimmt ab mit den Schwingungselongationen, 

Bei den fphärifchen Wellen, in welchen fi der Schall in der Luft und im Waſ⸗ 

er ausbreitet, bleibt c und & unverändert, und es nimmt nur bie Schwingungs⸗ 
longation, alfo die Stärke des Schalles allmälig ab. 

G. 19 9. Die Querſchwingungen der Saiten und elaftifchen Stäbe lafz gauerichwin 
en ſich auf ähnliche Weife ausmitteln, wie die Longitudinalſchwingungen. «is Saiıc. 
Die gefpannten Saiten (franz. cordes, engl. strings) bieten den 
sinfahern Fall dar, daher fei auch von diefen zunaͤchſt die Rede. Es fei 

ADB, $ig. 658, irgend eine Pofition der ſchwingenden Saite, A der eine, 

Fig. 658. 





B der andere Stuͤtzpunkt, == AB ihre Ränge, G ihr Gewicht und S 
ihre als conftant anzufehende Spannung. Faffen mir einen den Goordi: 
naten AN = x und NO = y entfpredhenden Punkt O der Saite in’s 
Auge; zerlegen wir deſſen Spannkraft S parallel zu AB und rechtwintelig 
gegen AB in die Seitenträfte K’und P, fo können wir die legtere als bie 
bewegende Kraft an einem Ende O des Elementes OQ anfehen. Läßt 
man den Bogen AD = s um das Element OQ = ds, und eben dadurch 
auch die Drdinate y um ein Element OT = dy wachen, fo erhalten 
wir in P, S, dy und ds die Kathetenpaare von zwei ähnlichen rechtwin⸗ 
Eeligen Dreiecken OPS und QTO, und es ift 
P OT dı dy 
ds 


sem alfo P= 


Ss. 


Duefhwins 
gunaen 
einer Seite. 


1 
j 
\ 
\ 
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Auf daffelde Element OQ wirkt aber auch nn eine aus der u 
ber Gegenfpannung hervorgehende Kraft A, = = OR .S= a N) — 
gegen, daher bleibt die bewegende, das Element OQ nad ber in Aa! 


dy—d 
rädführende Kraft: P>—P, = (9%) F übrig. 
Die Maffe M bes Elementes ift zwar ber Länge OQ = ds hi: 
proportional, fegen mir indeſſen nur Beine Schwingungselongatiex: 
voraus, fo können wir auch dirfelbe dem Elemente O7 = QU=- 
ber Abfeiffe proportional wachſend annehmen, alfo M = = N 
Dies vorausgefegt, erhalten wir nun die Acceleration, BAR 
Element OQ ſich der Ruhelage in AB nähert: 


P—P —d 
= — — — a u, ober ds == dz gefekt, 





Nun ift y irgend eine Funktion von ©, 3. B. Y (m), dahet ont : 
eine andere Funktion Y, (x) und — ** Zn * =, 


eine dritte Funktion von Y,(x) diefer Größe, fo wie 
pP = %Yla) - a. 





Da aber auch y eine Funktion der Zeit £ alfo etwa pl), 
bat man ebenfo die Gefchmwindigkeit, mit welcher OQ zur Rubelag Y 


ruͤckkehrt, = a _ 9,(t), und die entfprechende Acceleration: 


di 
do,(t 
p= HN _ Pd). 


Wenn man nun beide Ausdruͤcke für p einander gleichfegt, fo ch 
man ganz wie in Anhang, $. 17, bie Differenzialgleihung 


PROE-KAOR sn = 2, (0), 
und es läßt fi daher auch wie on 


y=9l)=v(a) =Flc+z) + f(d—x) und, 
v = c[F,(c+z) + fi (d—z)] fegen. 
De adhhefrz—= mal, yJ und AS O iſt, ſo ur 
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ir wieder , = — F, und f, (+) = flei—I), oder (ct, +2) =f(ch,); * 
; ift daher die Zeit einer u bin und zurüd: einer Galıe 
u= — = 2 vv oder, wenn man ne — Aly fest, 
/4Ar 
98 
Es waͤchſt alſo die Schwingungsdauer einer Saite direct wie die Laͤnge, 
ie die Quadratwurzel aus dem Gewichte Ay der Laͤngeneinheit und um» 
»kehrt wie die Quadratwurzel aus der Spannung der Saite. 
Beifpiel. Da der halben Schwingungszeit der nächfte Octaventon ent: 
richt, fo wird nad diefer Regel eine Suite die Octave zu dem anfänglichen 
Irundion geben, wenn man fie bis zur Hälfte abfürzt, oder in ihrer Mitte un- 
rftüßl, oder, wenn man fie viermal fo ftark fpannt, oder wenn man fie bei glei- 


er Spannung durch eine Saite erfeßt, yon der die laufende Längeneinheit vier 
al fo leicht if als bei der erſten Saite. 


el 


8. 20 *). Die Beftimmung der Schwingungsdauer eines elaftifchen 
>tabes AB (franz. lames; engl. springs), Fig. 659, welcher an einem ouerhwin- 
Fig. 659. Ende B feflgehalten wird, laͤßt "rm. 

ü ch auf folgendem, allerdings etwas 

| umftändlichem Mege finden. Nach 

8.191 ift, wenn r den Kruͤmmungs⸗ 

halbmeffer des Stabes an einer 

| duch die Coordinaten CN = z, 

und NO = y, beftimmten Stelle 

BO bezeichnet, das Biegungemoment 


des Bogens AD=s,, M= — 





Degen wir nun bie Kraft, mit melcher fidh ein den Goordinaten CA= x 
ınd AQ = 1 entfprechendes Element der Are oder Ruhelage CB nähert, 


= Pdx, deffen Moment = NR. Pd = (x, — x) Pda, fo 


yaben wir —— =“ (x, — x) Pdax. 
Nun iſt ar 


Ei (0,—ı) Pdx = Pz, dx = Pxdx 
= af Paa— Pxdx, 


Oder menn man SE Pdxz == P, und hiernad 


fr Prdr -/ Pdz.c=Pıa;, fr Pd fest, 
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—— | (a —x) Pdz = Sr P dx, alfo auch FE Ef; Pi: 
ds 
Ferner fir — da?d ang. a) (f. Art. 27 ber analyonice 
Huͤlfslehren), oder, da bei einer Meinen Biegung ds = dx geſthi x 
den kann, r = — da daher folgt 
' d(tang.a)’ 3 
_WE — = SE P, dx, und durdy Differenzim 
— d (tanq. a)\ _ 
Setzt man nun y=vY(r), fene lang.a = I = HM), 
d (tang.«) tang. ‚ 
ur =», (2) und d eg) = %,(X), fo erbält 
die einfache Steihung P, = — WE. Y,(z), woraus durch note: 
/ges Differenzüren — ——— d. i. A- WEdk;: 


oder P=— WE nie @ __WEy,() folgt. 


Damit der Stab Komme fhwinge, koͤnnen wir nur noch annehc 
baß P proportional mit Y wachſe, alſo P= Kyfä; und hiernach ıtl 
ten wir nun 
WEY,(z) = Ky, ober Y,(X) = = WE: y= ky, wenn wir g 
mit k* bezeichnen. 

Diefer Differenzialgleihung Y, (2) —= kAy entſpricht die Glad- 

y= Y(x) = Acos.(kn) +. B sin.(kx) + Ce? + De 
denn wenn man biefe fucceffiv differenziiet, fo echält man 

vi () = k [—Asin.(kx) + Beos.(kx) + Ce?— De-#], 

Y,(&) = KR? [— Acos. (ka) — Bsin.(kax) + Ce! + De#i. 

vʒ (æ) = l [Asin. (ka) — B cos. (kx) + Ce? — De—**] m: 

v,(x) = k*[Acos.(ka) + Bsin.(kz) + Cek® + Dek?], 

alfo wirklich 
Y,(x) = ky. 
$. 21*). Die Schwingungszeit 4 des elaftifchen Stabes finden wir E' 


Kraft s 
Dafe fegen. Nun iſt ab 


Kraft eines Elements, = Pdr = — Kydc= — WE ktyd: 
und bie Maſſe defielden = Adz . 7 daher folgt die Gleichung 





ber wie oben, wenn wir pp = @,(l) = 
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WER 
= 7 y=—y —— 
Stabts.- 
gWEH durch gu? bezeichnen. 





wenn wie ben Ausdrud Ay 
Diefer Differenzialgleihung entfpricht ſchon bie einfache Formel 
= o(l) = sın. (ul +), 
mo 5 eine beliebige Anfangszeit ausdruͤckt, denn es ift 


= u= =9,)=B.cos. (ut-+7) und 


dv 
p 5770 — Sin. Aa - T), di. 0— =— 2 
Nehmen wir nun in der Gleichung 
y=sin.(ut+T), 0, 
fo bekommen wir y = sin. (ut), daher für ut = 0, x, 2x u. ſ. w. 


y=0; und es ift folglich i, = 7 die halbe und 


22 2m A 
== 7 = va, die ganze Schwingungsbauer. 


Um biernady die Zeit einer Schwingung berechnen zu koͤnnen, muß 
nicht allein die Größe k, fondern duch das Verhälmiß y⸗ A bekannt fein. 
Iſt der Stab eplindeifch und fein Halbmeſſer = r, fo bar man. 

A 


und ift er parallefepipebifeh, fine Peeite b und voͤhe h, fo iſt 
A 


bh 
Hiernach folgt für die erfte &labform | 


An y . 
i= * V GE und für den Stab. von der zweiten Korm 


eV 


Die Größe k wird endlich aus der Steihung 
y=Acos.(ka) + B sin. (ka) + Ce? + De-k« 
auf folgende Weiſe gefunden. 
Setzen wir in dieſe Formel die zuſammengehoͤrigen Werthe 2 = | 
und y = 0, fo erhalten wir 
1) 0=Acos. (kl) + Bsin. (kl) + Ce! + De". 
Thun wir ferner daſſelbe auch in der Gleichung 


lang. a = 4 95(60). 
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Bufämin fo bekommen wir 
ungen eineh 


tabes. 


2) 0—=— Asin.(kl) + B.cos. (kl) + Ch — De-H. 
Da ferner das Biegungsmoment am Ende A des Stabes — Nıl 
und folglich der Krͤmmungshalbmeſſer r = @, alfo Y,(a) =0 u! 
ebenfo V ()* iſt, fo folgt O=— A c0os.0— Bsın.0 + Ce+De“. 
vi. — A+C+D=0, uw 
0 = 4Asin.0 — B cos.0 + Ce® — De?,d.ı. - B+C-D=i 
daher ) A=C+D nm JB=C—D. 
Eliminiet man nun aus biefen vier Sleihungen A und B, fo ek 
man 
(C+D) cos. (kl) + (C—D)sin. (kl) + Ce! L De = 0,w 
— (C+D) sin. (kl) + (C—D) cos. (kl) + Cekl — De-H = 0; 
bieraus folgt durch Addition 
Ccos.kD — Dsm(kD + Cl! = u, 
und durch Subtraction 
D cos.(kl) + Csin.(kl) + De*t — 0, ober 
C [cos. (kl) + e]— D sin. (kb) und 
D [cos.(k) + eK] — — C sın. (kb); 
daher bucdy Divifion: 
__ c08.(kJ) + et _ sin. (kl) 
sin (kb) —e08.(kl) + ek’ 


2 + cos. (k]) (el + ek) — 0, oder cos.kl = — ar, 5 


endlich 


Von den verſchiedenen Werthen, welche, entſprechend den verſchiedean 


Toͤnen, die der Stab je nach der Anzahl feiner Schwingungsknoten gt“ 
33 


kann, ift der kleinſte k) = 1,87501, wogegen die größeren nahe = 5° 


ax Im 
2’ 2 
ten Schtwingungsdauer 4 den Elaſticitaͤtsmodul E zu finden, fo hat"?! 
in der Regel nur den Meinften Werth in Betracht zu ziehen, es iſt dote 


u. ſ. w. ausfallen. Kommt es darauf an, aus der beobace 











k= zu und 3, a folglich fuͤr einen cylindriſchen eu 
_r(“V) _2 —— — LE 
= g \r2i/) Tg \3,516r/ 12,70 grt 


und für einen PIE 


4 


Anl \? yE 
) = 4250. Ei 


—— (m) = 3,516 ht 
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4 
Anmerfung 1. Vergleicht man die Zormeli = — v Y_ und Ouerſchwin⸗ 
rk gE gungen eines 
ade 


= 2, v SE für die Quer⸗ und Langenſchwingungen eines und deſſelben 


Stabes mit einander, fo erhält man die Proportion 
3,516 i® 
him 7:7 1, d. i. t :t= —: 0,5596 4. 
Mertheim bat für Gußftahl und Meſſing dieſes Verhaͤltniß durch Verſuche be⸗ 
ſtaͤtigt gefunden. | 


Anmerkung 2. Ueber die Querſchwingungen elaftifcher Stäbe handelt 
ausführlih Seebed in einer Abhandlung der Leipziger Geſellſchaft der. Wiſſen⸗ 
ſchaften, Leipzig 1849, ſowie in dem Programme ber techniſchen Bildungsanftalt 
im Dresden vom Sahre 1846. Wertheim’ 8 Unterſuchungen über die Glafticis 
tät der Metalle und des Holzes mittels Längens und Querſchwingungen werben 
in Boggenborff’s Annalen, Ergaͤnzungsband II. 1845, ziemlich ausführlich abs 
gehandelt. 


Anmerfung 3. Die Schwingungsdaner, ober vielmehr bie Anzahl ber 
Schwingungen eines Stabes in einer gewifien Seit läßt ſich wegen ihrer Kürze 
in der Regel nit unmittelbar beobachten, fondern man muß fi Hierbei beſonde⸗ 
rer Hälfemittel bevienen. Man benußt hierzu entweder nah Ehlapni, Sa⸗ 
vart u. f. w. die Höhe bes von den Schwingungen erzeugten Tones, oder man 
wendet has zuerft von Duhamel angegebene Verfahren an, welches darin bes 
fteht, daß man von dem fhwingenden Stab mittelft eines feinen Häfchens auf eine 
ganz gleichförmig umlaufende und mit Kienruß überzogene Glastafel eine Wels 
Lenlinie aufreißen läßt. Zur Erzielung einer möglihft gleihförmigen Umdre⸗ 
Hungsbewegung fann man fi eines Hronometrifhen Apparates bedienen, 
welcher mit einem Windfange, ähnlich wie ein Bratenwender oder das Schlag⸗ 
werf einer Thurmuhr, ausgerüftet if, und von Morin in ber Abhandlung »De- 
‘ scription des appareils dynamometriques etc. Paris 1838« beſchrieben wird. 
Wertheim findet die Anzahl der Schwingungen in einer gewiffen Zeit dadurch, 
daß er mit dem zu unterſuchenden Stabe noch einen andern Körper, z. B. eins 
Stimmgabel, ſchwingen läßt, deſſen Schwingungszahl befannt if. Wenn man 
nun von beiden. ‚Körpern Wellenenrven in bie Rußſchicht der rotirenden Glas⸗ 
tafel einkratzen läßt und die Wellen derſelben zählt, welche einem und demſelben Cen⸗ 
triwinfel entfpredhen, fo erhält man in dem Verhältniffe diefer Zahlen auch das Ber: 
hältnig der Schwingungszahlen. Was die Longitubinalfhwingungen anlangt, fo 
find diefe in der Regel auch mit Heinen Querſchwingungen verbunden, weshalb 
hier die Stäbe zweifache Wellenlinien befchreiben, und die Anzahl der Rängen- 
ſchwingungen mit ber der Querſchwingungen leicht verglichen werben fann, wenn 
man die Heinen Wellen innerhalb einer Welle der großen Wellencurve auszählt. 





$. 22. gu den Kräften, welche die Schwingungen eines Koͤrpers er⸗ Schwingunge⸗ 
zeugen, gefellen ſich noch gemwiffe Bemwegungshinderniffe, deren HM 
Einfluß wir nun noch Eennen lernen müffen. Iſt ein ſolches Hinderniß 
conftant, wie 3. B. die Reibung an der Drehungsare eines Pendeld oder 
an dem Stifte einer Magnetnadel, fo bat daffelbe auf die Schwingungs⸗ 
dauer gar keinen Einfluß, fondern es wird nur durch daffelbe die Schwin⸗ 
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Scingun tgung.gung6tveite bei jedem Ausfchlag um eine gewiffe Größe Meiner. Birk 
ben oben in $. 1 (Anhang) in dem Falle, wenn die bewegende Krafı de 
Entfernung x vom Ruhe» oder Mittelpuntte C der Bewegung AB, 5: 

660, proportional ift, 

p=ur = u(a—ı) 
wo &, ben ducchlaufenen Bi 

AM bezeichnet, gefeßt. Bir 

rüdfichtigung der Meibung | 

ben wir dagegen für das Dur 
laufen der erften Weghälfte AL 
. p=epla—/[—2) 
und für das der zeiten — 
Fee En u GB p=— ala — 

zu fchreiben; es beiteht alfo ber Einfluß der Reibung / nur Er ir 

durch fie bei der einen Wegbälfte a in a—f und bei der andern 02 

a+f, alfo der ganze Schwingungsweg 2a, um 2a—2f umgeänbe 

d. 1. die Schwingungsweite bei jedem Ausfchlage um eine conflante Grit 


2 [ abgekürzt wird. Da endlich in der Kormel 1 = 17 die Scas 


gungeteite gar nicht vorkommt, fo kann folglid auch — keinen Guiti 
auf dieſelbe ausuͤben. 

Anders iſt es dagegen mit dem Widerſtande der Luft. Dieſer mit: 
bei Beinen Gefchwindigkeiten, wie fie bei Pendelbewegungen vorfemm: 
mehr nach der einfachen Gefchmindigkeit als nad dem Quadrate N 
felben, wie befonders aus Beſſel's Unterſuchungen (über die Lüng: de 
einfachen Pendels, Abhandt. der Akademie der Wiffenfch. zu Berlin, 182° 
hervorgeht, und ſich auch dadurch erklären läßt, daB diefes Hinderniß d* 
züglich aus der mit der Gefchwindigkeit v des ſchwingenden Körpers mit 
fenden Verdichtung und Verdünnung der Luft vor und hinter bemielt‘ 
(f. den Anhang, $. 17, Anmerkung) erwaͤchſt. Dies vorausgefegt, fort 
wir die Acceleration des ſchwingenden Körpers, wenn mir denfelben ? 
Auswaͤrtsſchwingen begriffen annehmen, und feinen Weg vom Rubepunt: 
aus meffen, 

p= — (un+vo) oder p +vv + ua = 0 annehmen. 
Segen wir nun 


dz dv 
Ey p , 


fo koͤnnen wir auch /20) + vfi() + uf () = ſchreiben, und diejeh 
duch die Integralgleicyung 








7; 


= ei + bisin.(yıyo)) e — 


N .. 
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| 
° wo und b, noch zu beſtimmende Eonftanten find und / V1 ge 
ift, entfprechen. Nun ift aber für = 0, ud a = 0, daher 5 = 0 


. und einfacher 
vt 


z—b,einptiVu)e 2. — 
Da dieſer Werth für pi Vı= ==x wieder Null toird, fo ift folglich die 


Zeit einer einfachen Sawingans 


‚I — — mal ſo groß 


7 
= vr” Vr+% + 
als wenn der Widerſtand der Luft nicht vorhanden waͤre. 


Anmerfung Es iſt leicht zu erklaͤren, weshalb die in Schwingungen 
verjeßten Körper nad und nad) immer Fleinere und Heinere Schwingungen 
machen und zuleßt in Ruhe übergehen. Die Urfache diefer Erſcheinung ift zwar 
zunächſt der Widerſtand der Luft, dann aber auch noch die Unvollkommenheit der 
| @lafticität der fchwingenden Körper, vermöge welcher ſich die Körper, namentlich 
innerhalb furzer Zeiten den auf fle wirkenden Kräften nicht vollfommen propor= 
tional ausdehnen und zuſammendrücken. 


$. 23. Den einfachften Fall ber Wellenbewegung des Waffers Ehreingun- 
bieten die Schwingungen deſſelben in zwei communicirenden Röhren ABCD, Zar. 
ı Sig. 661, dar. Nehmen wir zunaͤchſt an, daß dieſelben ‘von gleichem 

Sig. 661. Querfchnitte A feien, und denken wir uns 
— — das Waſſer in dem einen Schenkel um 
HA == x über dem ber Ruhelage entſpre⸗ 
chenden Niveau HR gehoben, und im ande: 
| ım um RD = X gefunfen. Wir haben 
BE dann die bewegende Kraft P=A.2y, 
ferner, wenn J die ganze. Länge ABCD 
i = HBCR der Waffermafle bezeichnet, die 


5 bewegte Maſſe M 4“, und baber die 


Befhlamigung, . mit weißer ber eine Waſſerſpiegel ſinkt und der andere 
fteigt: 








2 _:4r, — 292 
- ya IT 

Da diefe Kormel ganz dem im Anhange $. 1 und $. 2 abgehandelten 

Schwingungegefege p = un entfpricht, fo haben wir auch hier die Zeit 


einee Schwingung . = og L. Da ferner beim einfachen 


Ver  Y29 
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— Kreidpendel von der Länge > I ‚ebenfalls == rn Vz — ift, fo (hmai 


Bafkes 


alfo das Waffer in den en Möhren von — Weiter 
diefem Pendel ifochron. 
Sind die beiden Schenkel der Röhre ABCD, Fig. 662, gegen den de 
rizont geneigt, bildet 3. B. die Are des einen den Winkel «, und die * 
Fig. 662. anderen den Winkel B 
-_ dem Horizonte, fo entir“ 
dem Wege AH =DAh=! 
welchen der Waſſerſpiege 
dem einen Schenkel auf v 
in dem anderen abmärts 
macht hat, der Niveauabſtu 
= Sin. æ + zen) 
= 2 (sin.a + sinf) 
daher ift die Kraft 
P= Ayz (sin.a + sin. ß), ferner die Acceleration 


Pi geme Tmp).® , und die Schwingunged:?! 


t=ı ee 
(sin. & + sin. B) 


Sind endlich die Nöhren von ungleicher Weite, fo fällt die Beſtimmr— 
der Schwingungsdauer bedeutend complicirter aus. Es fei A der Ei 
fchnitt und F die Länge der Mittelcöhre, ferner &,, A, und /, Neigun“ 
winkel, Querfchnitt und Länge der einen, fo wie @,, A, und), Neiyunt' 
wintel, Querfchnitt und Länge der anderen Seitenröhre; denken wir u 
endlich das Waſſer in der Are des einen Schenkels um x, gefliegen u 
im anderen um X, geſunken. Wie haben zunädjft 


A 
A, Acqa, baher 2, = A. x. 
und die bewegende Kraft, auf A, Ru 


P=A, (zsin.a, +2,sSin.o,)y = A (A, sin.a, + A,sin.e 
Al 


Die Waffermaffe in der Zwifcheneöhre ift conflant, und zwar =7 





und da ihre Gefhwindigkeit in dem Verhaͤltniſſe Au der der Kraft Rd 


diefelbe auf den Kraftpunkt rebucirt: = (4) - Aly. Die Bil 


maffe im erften Schenkel ift = Auter und die im greift 


Die Theorie der Schwingungen. 687 


— ————— , oder auf den Kraftpunkt redueirt . Sgweingun. 


Baffert. 

(4) Aka 
2 9 

Endlich folgt die von P zu bewegende — 


—— art 


ze — AÆAAI 
Ar. ara Tat A AA 
1 
Arfı Laer + + (2 - Ar 42]. 


und die Acceleration 
sın.a, | Sin. “) 
4, 


1 2 
rar - 2) Az 
Mären die beiden RB von gleichem u fo hätte man 
A, = A,, daher | 
= (sin + sın. &,) ge _ (sn. a, + sin. &%) ge | 
fg I Al 
GH) Mruts 
und die Schwingungszeit: 


P 
P=y=7T 


AltAU+n 

gA (sin.a, + sin. &,) 
Anmerfung. Durd) die Reibung und durch den Krämmungswiderfland 
erleiden natürlich diefe Formeln noch einige Modificationen (vergl. Anhang, $. 22). 


8. 24*. Wenn der Körper M, welcher durch eine Kraft P nad) einem mapermehen. 

feften Punkte C, Fig. 663, mit einer Acceleration uz = u . CM hinge⸗ 

Sig. 663. trieben wird, eine Ans 
— fangsgeſchwindigkeit c hat, 
deren Richtung von der 
Kraftrihtung abweicht, fo 
erfolgen ſeine Schwingun: 
gen nicht mehr in der ge: 
raben Linie, fondern in 
einer Eflipfe, wie aus Fol⸗ 
gendem hervorgehen wird. 
Es fei in dem Anfangs: 
punfte A der Bewegung, die 
Bewegungsrichtung rechts 


vs 
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Waſſerwelen. winkelig auf dem Abſtande CA == a und bie entſprechende Geſchwindis 
keit — c. Legen wir die Coordinatenaxen durch C, und zwar bie tin 
auf und bie andere rechtwinkelig gegen CA. Bezeichnen wir nın de 
Coordinaten CK und KM durch © und y, fo haben wir die mit den Am 
parallel gehenden Componenten q und r von p = 2, da g =- 
und -__ f,g=prwbr== yuy. Sind nun u und cv de 
ebenfalls den Aren parallel gerichteten Somponenten ber Gefchwinbigkit u 
des Körpers M, fo haben wir nad) $. 1, Anhang, u — Yp(a— 2) 
zugleich dv? = 2frdy= — yay— uf, und daher v= Ya—py. 
Wenn für y=b,v=—=0 if, fo hat man 0 = o? — gb?, babe 


e=h Vu und v = Yu(b?— 2). 


Nun if aber u = 7 und v = 4 , daher folgt auch 











—e— _ der — — 
ey ät va ⸗— 
F 
0 — 
EN y 2’ 
Vi-6 vı-() 
unb daher (nach Art. 19, V. der analptifchen Hülfsichren) : 


arc. (on. = =) = art. (sin. = 9 + Con, de He =ı 


arc. (sin. = 2) == arc. (sin. = 9 4 Con. ‚ ober 





arc. (sin. = 1) = are. (sin. = 0) + Con, b. i. > == Con., un 
arc. (sin = 2) == Orc. (sin. = 2) + > ober 
n=:t)_ ==. 
arc. (sn. = =) arc. (sin.= 7) =; 
Wenn aber die Differenz zweier Bögen = 2 beträgt, fo ift der Eine 
. . .2  ./ y\ 
des einen gleich dem Coſinus des andern, b.i. Fils V 1 — (2) ‚ot 


@)+@=: 


Da dies die Gleichung einer Ellipſe ift, fo folgt auch, daß der Pak 
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welcher mit der Acceleration az nach C getrieben oder gezogen wird, im Maiermiken. 


einer Ellipfe von den Halbarn CA = a und CB —= db um C läuft. 
_ day 
Val) 


Ii= vi mr arc. (sin. 9 oder umgekehrt 


y=bsın. (VB), fo wie x = a cos. (IV), 
und bie Zeit zum Durchlaufen eines elliptifchen Quabranten , wenn man 


Aud folgt nun dd = a = daher die Zeit 





‚y= b fest, 


— *— * —⸗ 


V (6 VE are DEE re 


alfo die Zeit zum Durdjlaufen der halben Ellipfe: 24, = Nr und die 
u 


Zeit einer ganzen Umbrehung oder Schwingung — 2m. alfo genau fo 
u 


groß, als wenn die Bewegung eine gerablinig wiederkehrende wäre. Noch 


folgt 


u== Yu(a?—a?) = Vpl[a?—a?2[cos. (vn) ua sin.(\/R) und 
v—= Yu (62 1) = wb cos. (I VB), 
und daher die Umdrehungsgefchwindigkeit 


w= Yu?+v? = uV(asin. Yu) + (d.cos. tVu)8. 


Endlidy kann man Ka 
B cos. (i Vu) + 8 08 (IV/u) unb 
B sin. (Vu) — * sin. (t Vñ ſetzen, 


= 











und ba nun bie erften Glieder 7 cos. (t Vu) und 1; (Ve) 


einer gleichförmigen Bewegung in einem Kreife vom Halbmeffer — +2, 
und die beiden anderen Glieder einer entgegengefegten —— in 
einem Kreiſe vom Halbmeſſer * entſprechen, ſo kann man auch an⸗ 


nehmen, daß die elliptiſche Bewegung des Punktes aus zwei kreisfoͤrmigen 
Bewegungen zuſammengeſetzt ſei, daß naͤmlich der Punkt gleichfoͤrmig in 
Weisbach's Mechanik. 2te Aufi. I. Bd. 4 


| 
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Bafpermeiken. einem Kreiſe vom Halbmeſſer * umlaufe, während das Centrum in 
s | 


a+b 
2 





ſes Kreifes gleichförmig in einem Kreife vom Halbmeffer forträdt. 


St b= 0, fo erfolgt zwar die Schwingung in einer geraden Einir, | 
allein man ann fi) audy denken, baß diefe Schwingung aus zwei gleiche 
und entgegengefegten Kreisbemegungen zufammengefegt fei. | 





$. 25. Die elliptifhen Schwingungsbewegungen finden fi den — 
nauen Beobachtungen der Gebruͤder Weber zu Folge bei den Bewegu 
gen der Mafferwellen (franz. ondes, engl. waves) vor. Nicht allein jede 
MWaffertheilhen in der Oberfläche, fondern auch jedes Waffertheilden unın 
berfelben befchreibt während ber Wellenbewegung des Waſſers eine Ellipi 
MWegen des MWiderflandes am Boden find jedody bie Ellipfen unter des 
Waſſer Heiner als die an der Oberfläche, und nehmen Überhaupt mit tın 
Abftande von der Oberfläche ab. Die verfchiedenen Elemente im Waſſe 
fpiegel, fo wie in jeder andern Fläche parallel zu demfelben , befinden fit 
in demfelben Augenblide in den verfchiedenften Bewegungsphafen; mit 
vend ein Element A, Sig. 664, feine Bahn in (0) beginnt, ift ein Elemen 

Fig. 664. 





B ſchon in (1), ein anderes C in (2), ein drittes D in (3), eim viertes E 
in (4) u. ſ. w.; es bildet alfo in diefem Augenblicde der vertifale Durk 
ſchnitt der Oberfläche des Waſſers eine cycloidens oder trochoidenfoͤrnig 
Curve ABCDEFGHJT. Bor dem Eintritte der Wellenbeiwegung war 
die Elemente in den WMittelpuntten X, L..... N ihrer Bahnen m 
bildeten den horizontalen Wafferfpiegel AN, während der Wellenbemegum 
hingegen befinden fie ſich zum Theil über, zum Theil unter diefer Eben: 
und haben natürlich ſtets ein Beſtreben nach ihren Ruhepunkten XL... 
zurödzutehren. Die elliptifchen Schwingungen finden jedoch nur fo lang 
flatt, als die Wellen unverändert bleiben, nimmt aber die Größe derſelber 
allmätig ab, fo wird auch die Bahn eines Elementes nach und nad ritt 
engere und engere, und bildet daher feine Ellipfe mehr, fondern eine Sp 
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vallinie. Umgekehrt bildet fich ficherlich bei ber Entftehung und dem Tuarmeten. 
Wachſen ber Wellen die elliptifche Bahn erſt allmälig aus einer Spital: 
linie heraus. 
Nach. einem Zeittheilchen ift A in feiner Bahn nady (1), B nad, (2), 
C nad (3) u. f. w. gerüdt, und dadurch die Welle um den Horizontal 
. abftand KL zwiſchen je zwei Elementen fortgefhoben worden; nad) Ver: 
Lauf eines zweiten Zeittheilchens befindet fich ferner A in (2), B in (3), 
C in (4), und es ift die Welle wieder um ben Abftand KL = LM fort: 
gerüdt; und fo bewegt ſich bei dem fernern Umlaufe ber Wafferelemente, 
die Welle immer weiter und weiter fort, biß fie am Ende einer voll: 
ftändigen Umdrehung eines Elementes in feiner Bahn ihre eigene Länge 
KN durdlaufen bat. Nach einer halben Umdrehung eines Waſſerele⸗ 
mentes ift, mie Kig. 665 zeigt, an die Stelle eines Wellenberges ein 


Fig. 665. 





Wellenthal und an die des letzteren ein Mellenberg gelommen. Die: 
ſes Fortſchreiten der Welle befteht natürlich in Leiner befonderen Bewe⸗ 
gung des Waſſers, fondern nur in einem Fortruͤcken einer und berfelben 
Bervegungsphafe, 3. B. in dem Fortrüden des Wellengipfels J nah O, 
Pu.f w. Kennt man die Umlaufszeit £ eines Wafferelementes und die 
Länge AJ = 5 einer Welle, fo kann man die Fortpflanzungsgefchwindigs 


keit derfelben durch die Kormel c =-7 berechnen. 


Die Höhe einer Welle, oder die Summe von der Döhe eines Wellen» 
berges und der Tiefe eines Wellenthales ift der vertitalen Are 26 der 
Ellipſe gleich, in welcher die Wafferelemente an der Oberfläche umlaufen; 
die Länge CG des Wellenthales übertrifft die halbe Wellenlänge um die 
horigontale Are 2a jener Ellipfe, und die des Wellenberges ift natürlich 
um fo viel Bürger als die halbe Länge der ganzen Welle. Hiernach 
wäre der Querfchnirt eines Wellenthales größer, als der eines Wellenber⸗ 
ge6; da dies aber wegen ber Unveränderlichkeit des Waſſervolumens nicht 
möglich ift, fo mürffen die Mittelpunkte der elliptifhen Bahnen noch etwas 
uͤber dem Niveau des ruhigen Waſſerſpiegels ſtehen. 


44* 


Woflerwellen. 
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6. 26. Nah Weber's Verſuchen iſt die Bahn, in welcher ſich jet 
Warfferelement an der Oberfläche einer Welle bewegt, eine wenig gebrüdt 
Eltipfe, nah Emy follen hingegen bei den Meereswellen die Wafferir 
mente aufrecht ftehende Ellipfen durchlaufen. Mit der Tiefe der Elemm 
unter der Oberfläche nehmen beide Aren ihrer elliptifchen Bahnen ı} 


- jedoch, befonders nad Weber, die vertilalen Aren mehr als bie ber 


zontalen Aren. Nach der Tiefe zu feheint ein Fortſchreiten der Wellen nk 
Ratt zu finden; fenkrecht unter einander befindlihe Wafferelemente kfz 
den fich, den Beobachtungen der Gebrüder Weber zu Folge, gleicger: 
in einer und derfeiben Bewegungsphaſe, wogegen die in einer horizents 
len Linie liegenden Elemente eine fletige Kolge der Berwegungsrhafen dr 
den. Aus den erwähnten Beobachtungen geht ferner noch hervor, di 
die Umlaufszeit eines Elementes, oder die Zeit, innerhalb welcher ein 
Welle um ihre eigene Länge fortfchreitet, vorzüglich von dem Berhältnik 
der beiden Bahnaren abhängt; je größer das Verhältniß der borızentuls 
Are 2a zur vertitalen Are 25 der Bahn ift, deflo größer ift aut u 
Umtlaufszeit. Die tiefer liegenden Waffertheile durdylaufen ferner iin 
Bahnen in Pürzerer Zeit, als die in der Oberfläche, woraus wieder geft 
gert werden muß, daß auch die Wellenlängen nady dem Boden zu a 
nehmen. 


Die Fortpflanzungsgefchwindigkeit c = > einer Welle hängt, da W 


Umlaufszeit 4 mit dem Verhaͤltniſſe rn waͤchſt, nicht allein von ber fünx 


s, fondern auch von ber Höhe b ab. Wenn eine Welle zwifchen parale 
len Wänden, 3. B. in einem Kanale fortfchreitet, fo bleibt ihre Breite ur: 
verändert; es nimmt aber ihre Höhe 5 allmälig ab und ihre Länge a] 
mälig fo zu, daß in der Fortpflanzungsgeſchwindigkeit nur diejenige Ber 
änderung eintritt, welche aus der Reibung des Waffers an den MWändır 
refultiet. Wenn hingegen eine Welle auf keiner Seite in ihrem Fett 
fhreiten gehindert wirb, und diefelbe einen in fich felbft zuruͤcklaufenda 
Mall bildet, fo vergrößert ſich ihre Länge und Breite zugleich, und zwat 
auf Unkoften ihrer Höhe, und fie wird allmälig fo flach, daß fie in kurır 
Zeit von dem Auge nicht mehr wahrgenommen werden kann. Iſt nr 
ſolche Welle anfangs nicht freisförmig, fo nähert fie fich wenigſtens da 
Kreisgeftalt immer mehr und mehr, je weiter fie fortichreitet. Nach di 
Weber'ſchen Verſuchen foll bie Höhe im arithmetifcher Progzeffion ab 
nehmen, wenn die Welle in geometrifcher Progrefiion fortfchreitet. Dr 
Geſchwindigkeit des Kortfchreitens einer ſolchen Wele nimmt allmali: 
ab, je weiter diefelbe fortfchreitet. Wenn umgekehrt eine Welle von av: 
Ben nach innen fortfchreitet, und fich dabei immer mehr und mehr zuium 
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menzieht, fo nimmt biefelbe an Höhe und Länge, fo wie auch an Ges Mefermıken. 


ſchwindigkeit, allmälig zu. 


Es findet hiernach ein großer Unterfcjied zwiſchen den Waffermellen 
und den Schallwellen ftatt. Während bei bdiefen Wellen die $ortpflan- 
zungsgefchmwindigkeit nur von der Elaflicität und Dichtigkeit des Medis 
ums abhängt; ift diefelbe bei jenen Wellen nur eine Sunftion der Wel: 
lenhoͤhe und Wellenlänge. Wenn die Wellenbewegung durch eine faft 
momentan wirkende Kraft, z DB. durch Eintauchen und fehnelles Heraus: 
ziehen eines feſten Körpers aus dem Waſſer veranlaßt wird, fo befchreiben 
die Wafferelemente immer Bleiner und kleiner werdende elliptifche Bahnen, 
oder vielmehr im Ganzen fi immer mehr und mehr zufammenziehende 


Spirallinien, und es fallen hierbei audy die Umdrehungszeiten immer klei⸗ 


ner und Meiner aus. Diefem Bewegungsverhättniffe ilt die Entftehung 
einer ganzen Reihe immer Eleiner und Bleiner ausfallenden Wellen beizus 


meſſen. Bei dem weiteren Sortfchreiten werden die folgenden Wellen von 


— m — — 


— — — 


den vorhergehenden immer mehr und mehr verſtaͤrkt, waͤhrend die vorderſte 
Welle ſich in kurzer Zeit ſo ſehr verflacht, daß ſie von dem Auge nicht 
mehr wahrgenommen wird. Dieſes Zuſammenfließen der Wellen verur⸗ 
ſacht die Entſtehung kleiner Wellenſyſteme, welche beſonders auf den Vor⸗ 
derflaͤchen der Hauptwellen zahnfoͤrmig auftreten. Dieſe kleineren Wellen 
oder Zähne ſchreiten, nach Poiſſon und Cauchy, gleichfoͤrmig be⸗ 
ſchleunigt fort. 


$. 27. Wenn ſich zwei Waſſerwellen durchkreuzen, fo treten im All⸗ 
gemeinen dieſelben Erſcheinungen ein, wie bei den Luft⸗ und anderen 
Wellen; es ſetzt auch hier jede Welle nach dem Zuſammentreffen ihre 
Bewegung fort, als wenn es gar nicht ſtattgefunden haͤtte; nur findet, 
nach Weber's Beobachtungen, ein kleiner Zeitverluſt ſtatt, ſo daß eine 
Welle nur wenig mehr Zeit braucht, einen gewiſſen Weg zu durchlaufen, 
wenn ſie durch eine andere Welle hindurchgeht, als wenn ſie frei fort⸗ 
ſchreitet. Kommen zwei Wellenberge zuſammen, ſo entſteht ein faſt dop⸗ 
peit fo hoher Berg, und ebenfo geben zwei Wellenthaͤler bei ihrem Zuſam⸗ 
mentreffen ein faft doppelt fo tiefes Thal, als bei einer einfachen Welle. 
Die Weber'ſchen Verſuche führen auf das Verhältniß 1: 1,79 zwifchen 
den Berghöben der einfachen und ber Doppelwelle. Bei ber Sinterfereng 
oder dem Zuſammenkommen eines Wellenberges mit einem Wellenthale 
beben ſich beide gegenfeitig auf und es bleibt die betreffende Stelle im 
Niveau des suhigen Waflerfpieged. Was die Bahnen ber einzelnen 
Wafferelemente anlangt, fo gehen diefe bei dem Zufanmentreffen von 
zwei gleichen Wellen in gerade Linien über, die im Berggipfel fentrecht, 


Wafermellin. 
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entfernt von demfelben aber ſchief, jeboch fo ſtehen, baf fie fich obem gt: 
gen den Gipfel neigen. | 


Wenn ferner eine Mafferwelle gegen eine feite Wand anföit, k 
wird fie vom derfelben fo aurüdgemorfen, als wenn fie von einem Del 
herkaͤme, ber eben fo weit hinter der Wand abfteht, als ber Ausaamzdı 
punkt der Welle vor berfelben, und es geht bie zurädigeworfene Wil 
ebenſo duch die ankommende hindurch wie zwei fi freuzenbe Mila 
überhaupt. 





In Fig. 666, 1., 11. bis V. find die Erfheimungen, welche fidy bein 
Zurhdwerfen einer Welle ABCDE burdy eine fefte Wand MN barbietm 
vor Augen geführt. In 1. Eommt eben ber Wellenberg CDE an un 


dig. 666, 






Mand MN an, und es beginnt das Reflectiren in Form einer umıgein 
(aufenden Welle C,D,E,; in I. ift der Gipfel D’ des Wellenberste & 
ber Wand angefommen, und es bat ſich mit demfelben die Hälfte DE, 
des zuruͤckgeworfenen Mellenberges vereinigt, folglich entfteht ein halba 
Mellenberg CG von faſt doppelter Höbe. In IL erreicht eben weit dal 
Wellenthal ABC die fefte Wand, mährend ber zurüdgeworfene Wen 
berg C,D,E, über demfelben binmeggebt; es tritt daher eine Smterferm 
ein, wobei die Melle einen Augenbli@ lang ganz verfhwinder in IN 
trifft die Thalſohle 3 der antommenden Welle mit der Ehalfoble Be 
zuruͤckgeworfenen Melle an der Mand zufammen, es bilber fi Folie 
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ein halbes Thal AS von der doppelten Tiefe. In V. ift endlich die ans Trafmerten. 


Eommende Welle ABCDE voliftändig durch die Wand MN zurüdgemwors 
fen, und daburd in die umgekehrt laufende Melle A,B,C,D,E, verwans 
deit worden. 
Die Bahnen der MWofferelemente erleiden durch den Anftoß an bie 
fefte Wand diefelben Veränderungen, wie bei dem Durchkreuzen zweier 
Wellen; e6 wird auch hier in der Nähe der Wand ber horizontale Theil 
dDiefer Bewegung immer mehr und mehr aufgehoben, und dagegen ber 
vertitale Component mehr und mehr verftärkt, fo daß nahe an der Wand 
diefe Bahn in eine vertitale, und entfernter davon in eine fchiefe Linie 
übergeht. Stoͤßt die Welle fehief gegen eine fefte Wand, fo wird fie, wie 
jeder elaftifche Körper, unter demfelben Winkel zuruͤckgeworfen, unter wel: 
hen fie auftrifft. Zrifft die Welle nur theilweife gegen ein Dinderniß, 
fo treten die Erfcheinungen ber fogenannten Inflerion ein, wobei fich 
neue Wellen um die aͤußerſten Enden diefer Dinderniffe herum bilden. 
Endlich entfichen die ſtehen den Wellen bes Waſſers mie die einer 
Saite oder eines anderen feften Körpers, wenn fich zwei gleich lange Wel: 
len kreuzen, deren Ausgangspunfte um das 1,3, 5, 7 ... fahe des 
Viertels einer Wellenlänge von einander abftehen. Es ſei ABCDEFGH, 
Sig. 667 1. und II., die eine, und A,B,C,D,E,FıG,Ä, die andere Welle. 





An den Punkten X, Z, M, N, wo beide Wellenzüge von der Mittellinie 
gleich weit abſtehen, ſich alfo die Bewegungen aufheben, bilden fich fefte 
Interferenzpunkte, dagegen Äber und unter den Punkten O, P, Q, 
R, wo ſich beide Wellenlinien fchneiden und daher die Wege verboppeln, 
entftehen abmwechfelnd Berggipfel und Thatfohlen. | 


Anmerkung. Den vollfiändigfien Unterricht über die Wellenbewegung er: 
teilt folgendes Werk: Wellenlehre auf Experimente gegründet, u. f. w. von ben 
Brüdern ©. H. Weber und W. Weber, Leinzig 1825. Ginen guten Auszug 
hiervon findet man in dem Lehrbuche der mechaniſchen Naturlehre von Augufl. 
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Bafierwehen, Die Abhandlungen über die Wellen von Laplace, Lagrange, Flauger— 
gues, Gerfiner und Poiſſon findet man in dem Weber’fchen Werke fi 
vollftändig mitgetheilt und critifirt. Ueber Cauchy's Wellen Theorie und Bi: 
done's Verſuche findet man Ausführlicheres in Gehler's phyſikaliſchem Wir 
terbuche, Art. Wellen. Emy’s Wellentheorie ift unter dem Titel »Ueber die As 
wegung ber Wellen und über deren Bau am Meere und im Meere« von Bir 
ſenfeld überfegt, und 1839 in Wien erfchienen. 





Berihtigungen. 


Seite 9, Zeile 2 von unten, Vz?, fatt Ye’ — 
» 13, » » » d(tang a) ftatt (tang. ce). 


»19, » » oben, und ſtatt ober. 
» 25, » 6 »  » (sin. =) ſtatt sin. =. 
» W, » 10 » » de ſtatt dæo. » 
» 34, »* 9 » » Mr. ſtatt $. 
» 37, » 4 » oben Rt » $. 
nn 38 » 10 » unten Ad. » $. 
„39, » 4 » » Mr » $. 
» 53, » 12 » » IV Ratı VI. 
» 68, » 15 » oben sin. m flatt sin. y. 
»213, » 14 » unten, Glodengut auf Gußeiſen ftatt Gußeiſen auf Ölodengut. 


» 228, die Figur 235 betreffend, F flatt 2F und F, flatt F. 
» 255, Zeile 12 von unten, Pele ſtatt Pl? und 3a? itatt 3. 
»257, » 9 » oben, a ſtatt «. 

»368, » 5 » unten, C ftatt B. 

»408, » 9 » MY, fiatt Y%. 


nr? nr* 
„rn 11 ° 7 Ratt Z-. 
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